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RESUMEN: En este articulo se presenta un método basado en técnicas formales que permite determinar las rutas
Optimas en un sistema vial. Se muestra como partiendo de la representacion de una malla vial utilizando teoria de grafos
y posteriormente aplicando una extension del algoritmo de Floyd-Warshall, es posible obtener los valores de recorrido
y la sucesién de segmentos que componen las rutas minimas entre la totalidad de los puntos de interés del sistema.

PALABRAS CLAVE: Rutas optimas, Sistema vial, Algoritmo de Floyd-Warshall, Inteligencia Computacional.
ABSTRACT: This paper presents a method based on formal techniques for determining optimal routes in a road system. It is shown

how a road system can be represented using graph theory; then by applying an extension of the Floyd Warshall algorithm, it is possible
to obtain the value of each route and the succession of segments that make up the shortest routes between all crucial points of the system.
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1. INTRODUCCION

El disefio y planeacion de los trazados viales de
las urbes modernas, requiere de la verificacion de
condiciones tales como determinar que las direcciones
de las calles permitan un flujo vehicular maximo,
0 el garantizar que las distancias a recorrer sean
equitativas para todos los usuarios. Igualmente, la
utilizacion eficaz de una malla vial puede llegar
a constituirse en un problema para el usuario que
pretende determinar las rutas de transporte 6ptimas,
ya sea por la complejidad del sistema o porque
ocurran eventualidades tales como accidentes, la
presencia de obras y/o de congestiones que dificultan e
imposibilitan temporalmente la utilizacion de algunos
de sus sectores.

El manejo de este tipo de situaciones cobra especial
importancia cuando, por ejemplo, se presenta la
necesidad de transportar de manera urgente un
paciente a un centro de atencién médica, haciéndose
presente la necesidad de determinar la mejor ruta
entre diferentes sitios de una ciudad, procurando que
los costos asociados a los recorridos sean minimos.

Esta problematica hace que sea deseable disponer de
un método computacional para el calculo de las rutas
de recorrido minimo en un sistema vial, que permita
estudiar las caracteristicas estructurales y dindmicas
de las mallas viales, sin la necesidad de contar con
software de costo elevado tanto desde el punto de vista
computacional como econémico.

En este contexto, este trabajo presenta un método
para la determinacién de rutas de valor de recorrido
minimo a través de los diferentes componentes de
una malla vial, el cual permite obtener a partir de la
representacion del sistema por un grafo y la posterior
aplicaciéon de un algoritmo computacional, el valor
de recorrido minimo y la sucesién de los segmentos
gue deben ser transitados para que la ruta sea optima.

El articulo esta organizado como sigue: en la segunda
parte se introducen conceptos de la teoria de grafos,
la tercera parte muestra como se representa una malla
vial por medio de métodos derivados de la teoria de
grafos, en la cuarta parte se introduce el algoritmo de
Floyd-Warshall y se presenta una extension al mismo
propuesta por los autores, en la quinta parte se aplica
el mencionado algoritmo a un modelo de un sistema
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vial, obteniendo tanto las rutas minimas como su costo
de recorrido. Finalmente se presentan las conclusiones.

2. PRINCIPIOS MATEMATICOS DE LA
TEORIA DE GRAFOS

Un grafo se define como una estructura matematica
compuesta por dos conjuntos, cuyos elementos estan
relacionados entre si por una funcion de asociacion;
desde un punto de vista formal un grafo es un conjunto
G ={V,A }talqueloselementosde v sedenominan
nodos o vértices, mientras que los elementos de
A se denominan arcos o aristas. La representacion
geométrica de un grafo se construye tradicionalmente
a partir de circulos para los nodos y lineas para los
arcos, cuando la relacion definida por los arcos se da
de un nodo a otro, de manera no reciproca, el arco
se denomina dirigido y se representa por una linea
terminada en una flecha que apunta hacia el nodo
donde la relacion se satisface.

Los arcos tienen una funcién que les asocia un valor
conocido con el nombre de peso, si todos los arcos de
un grafo tienen el mismo peso usualmente se omiten en
la representacion geométrica, también se acostumbra
no colocar el peso cuando el valor es unitario. La figura
1 ilustra geométricamente un grafo.
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Figura 1. Representacién geométrica de un grafo
Figure 1. Pictorial representation of a graph

El uso computacional de la informacion almacenada
en un grafo se realiza usualmente a través de
la representacion matricial del mismo [1].
Dicha representacién matricial se lleva a cabo
fundamentalmente por medio de dos matrices: La
matriz de Incidencia que relaciona los arcos con
los nodos, de tal manera que la entrada de la matriz
correspondiente a la interseccién de la columna que
representa el arco con la fila que representa el nodo,

contiene el valor del peso del arco. Mientras que la
matriz de Adyacencia relaciona los nodos entre si,
de tal manera que si existe un arco entre dos nodos
la entrada correspondiente a la columna y fila que
representan en su orden los nodos inicial y final tiene
un valor de uno (1). Si no existe arco entre los nodos
el valor es cero (0).

Es importante tener en cuenta que los indices de
la matriz representan en su orden la columna y la
fila, esta distincion es importante ya que los arcos
pueden ser dirigidos y por lo tanto al existir un arco
de este tipo entre los nodos N, y N,, en la posicion
correspondiente de la matriz existe un valor diferente
de cero (0) mientras que entre N, y N, no[2]. Las
matrices de incidencia y adyacencia del grafo ilustrado
en la figura 1 se presentan en la figura 2.
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2. a Matriz de adyacencia
2. a Adjacency matrix
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2. b Matriz de incidencia.
2. b Incidence matriz.
Figura 2. Representacion matricial del grafo de la figura 1.
Figure 2. Matrix representation of graph in figure 1.

3. REPRESENTACION DEUNSISTEMAVIAL POR
MEDIO DE GRAFOS.

Un sistema vial es susceptible de ser modelado
mediante teoria de grafos [3], [4], [5] y [6], de hecho
la forma mas adecuada de representar una malla vial
es por su representacion por grafos [7], esta forma de
especificacion ha sido incorporada de manera sistematica
en las herramientas computacionales utilizadas en el
estudio de las mallas viales. Una descripcion detallada
de esta técnica y su transformacién a estructuras de
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datos, tan relevantes a nivel mundial como el modelo
ARC/Info de la ESRI, es desarrollada en [8].

En términos generales, para construir unarepresentacion
de una malla vial usando grafos, el trazado de las calles
es representado por arcos y sus intersecciones por
nodos, la distancia medida en las intersecciones se
representa en el peso del arco correspondiente. En
caso de que la calle sea en un solo sentido el arco es
dirigido, en caso contrario no lo es [9]. Aplicando este
método de representacion a un sector de la malla vial
de la ciudad de Medellin, Colombia, presentado en
la figura 3, se obtiene el grafo (sobrepuesto al sector
vial), mostrado en la figura 4.
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Figura 3. Sector vial objeto de estudio.
Figure 3. Road network sector under study
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Figura 4. Modelo basado en grafos del sector vial objeto
de estudio.
Figure 4. Model based on graphs of the road network
sector under study.

Apartir del grafo obtenido, y utilizando la nomenclatura
ilustrada en la figura 5, se obtienen las matrices de
adyacencia e incidencia presentadas en las figuras
6 y 7. En ellas queda registrada la longitud de las
distancias entre los puntos de interés (intersecciones)
y sus posibles conexiones (calles).

Figura 5. Grafo del sector vial objeto de estudio.
Figure 5. Graph of road network sector under study.
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Figura 6. Matriz de Adyacencia del grafo modelo.
Figure 6. Adjacency matrix of graph under study.



115

Dyna 167, 2011

&yl 00 00 00 00 OO0 00 00 00 - |®N
o0 00 00 0O0 v2e8 00 9208 00 o0 - |®N
00 €216 00 00 00 00 00 vL6LLEYSOL-|"N
00 00 SrezecoLk 00 00 00 00 o0 - |"N
00 00 00 ZZ0LL 00 OO0 00 00 00 - |¥N
00 00 00 00 00 069 00 00 00 - |“N
o0 00 00 00 00 OO0 00 00 oo - |UN
00 00 00 00 00 00 9208 ¥L6LL 00 - |"N
00 00 00 00 00 OO0 OO0 00 £9S0L|"N
o0 00 00 00 (00 OO0 00 OO0 oo -

o0 00 00 00 00 00 00 00 00 - |¥N
00 00 00 00 00 OO0 00 00 oo - |"N
o0 00 00 00 00 OO0 00 00 o0 - |"N
o0 00 00 00 00 00 00 00 00 - |°N
oe 00 o0 00 00 00 00 00 o0 - |°N
o0 00 o0 00 00 OO0 00 00 00 - |‘N
o0 00 00 OO0 00 OO0 00 00 00 - |°N

7. b Matriz de incidencia arcos Ay, a As
7. b Incidence matrix arcs Aps t0 Asy.
Figura 7. Matriz de incidencia del sector vial objeto de estudio.

ALGORITMO DE FLOYD-WARSHALL
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Figure 7. Incidence matrix of road network sector under study
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4. PROPUESTA DE EXTENSION AL
La combinacion de los métodos que involucran
la representacion de sistemas viales y algoritmos
computacionales para su disefio y el estudio de
su desempefio, han sido aplicados en tareas tan
diversas como el flujo maximo de trafico o el
disefio de rutas de logistica [3], [10], pero es
aun necesario el desarrollo de herramientas que
permitan evaluar mallas viales [11].

En este sentido, el problema de procesar la
informacion almacenada en grafos ha sido
ampliamente tratado en la literatura técnica, por
ejemplo enfoques jerarquicos se presentan en
[12], [13] y [6], algoritmos adicionales que buscan
procesamiento eficiente se presentan en [14], un
método para utilizar programacion dindmica se
plantea en [15], igualmente en [16] se presenta la
utilizacion de busqueda distribuida y en paralelo
al problema de encontrar rutas minimas.
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Si bien existen diversos algoritmos para encontrar
los valores de recorrido minimo en un grafo,

7. a Incidence matrix arcs A, to Ay .

7. a Matriz de incidencia arcos
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tales como el Dijkstra, el Bellman-Ford, el
Johnson [17] o el Suurballe [18]; estos se limitan a
grafos dirigidos, 0 a determinar la distancia entre
algunos vértices, mientras que el algoritmo de
Floyd-Warshall encuentra los valores de las rutas
minimas entre la totalidad de los nodos de un grafo
conexo que este compuesto por arcos dirigidos, no
dirigidos o mixtos, con pesos positivos [2], [19].

El algoritmo de Floyd-Warshall, o simplemente
algoritmo de Warshall, se basa en iteraciones
sobre una matriz inicial W?°, que se construye a
partir de las matrices de adyacencia e incidencia
del grafo utilizando la ecuacién 1. Sobre dicha
matriz se realiza un nimero de iteraciones igual
al nimero de nodos del grafo (| Vv [) aplicando la
ecuacion 2. La figura 8 presenta el algoritmo de
Warshall.

W — w; si Adl.j >0 1)
oo sl Adij =0
wm = min(w,fj’-'_l, w;:'”_l + w,',','j_l) @)

Algoritmo de Warshall

Entrada: Matriz W® = [M, M|
donde: M = |V| cardinalidad del conjunto de vertices
del grafo que representa el sistema
Retorno: Matriz de Valores de Rutas Minimas : W+
Inicio
/| Procesamiento de las matrices

Para h = 1 hasta M hacer
Para i = 1 hasta M hacer
Para j = 1 hasta M hacer
. h=1 . k=1 L =1 .
Si Wi i) < Wip +u (o) Entonces:
B k=1 =1
u lig] — ”'U,M tu (k]
Si no:

h — onh—1
L“_f.j] Wi )

// Postratamiento de lo matriz de valores de rutas

Para i = 1 hasta M hacer
E-u_+1 —0

| ur

Fin

Figura 8. Algoritmo de Floyd-Warshall.
Figure 8. Floyd-Warshall algorithm.

El algoritmo arroja como resultado una matriz de
valores de rutas (W m”) , la cual almacena en la
interseccion correspondiente entre el nodo origen
y el nodo destino, el valor de la ruta minima entre
ellos. Determinando de esta manera los valores de
las rutas minimas absolutas entre la totalidad de los
nodos del grafo, sin embargo es insuficiente por si
mismo para establecer las rutas a recorrer que se
corresponden con dichos valores.

Para obtener la especificacion de los caminos
optimos entre los puntos de interés del sistema,
en este trabajo los autores presentan una
ampliacion al algoritmo de Warshall que arroja
como resultado una matriz de rutas en la cual se
almacenan como una sucesion de vértices los
recorridos correspondientes a las rutas de costos
minimos identificados en la matriz de valores. El
funcionamiento del algoritmo extendido se basa
en una matriz @° , construida a partir de la
ecuacion 3, que es utilizada como punto de
partida para registrar los cambios en cada
iteracién del algoritmo de Floyd-Warshall, hasta
lograr la construccion de lamatriz @™, necesaria
para obtener la matriz de rutas.

®, = 1 s? I_{ >0 3)

"os1 IJ=0

La figura 9 presenta del algoritmo de Floyd-
Warshall extendido, mientras que la figura 10
presenta el algoritmo para al obtencién de la
matriz de rutas a partir de la matriz ™ .

5. DETERMINACION DE RUTAS OPTIMAS EN
UN SISTEMAVIAL.

Para encontrar las rutas de valor de recorrido
minimo para el sector vial presentado en la figura
3, cuyo modelo por grafos se muestra
esquematicamente en la figura 5 y matricialmente
en las figuras 6 y 7; se procede a utilizar la
extension al algoritmo de Warshall. Las matrices
iniciales: W° y ©° se muestran en las figuras
11 y 12 respectivamente, estas matrices
constituyen las estructuras de datos de entrada
del algoritmo extendido.
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Algoritmo Extendido de Warshall

Entrada: Matriz WY = (M, M|
Matriz 0 = (M, M|

donde: M = |V| cardinalidad del conjunto de vertices
del grafo que representa el sistema
Retorno: Matriz de Valores de Rutas Minimas : W1

Matriz para obtencién de Rutas Minimas : @M
Inicio
j’/ Procesamiento de las matrices

Para h = 1 hasta M hacer

Para i = 1 hasta M hacer

Para j =1 i'm,em U hacer

Si w f, IIL < w Iv M + w) i‘;’_fl Entonces:

h—1

Wiy = Wik + W
/] Cambio en la matriz Oy,
0, ; = h—esimo Nodo

Si no:

h h—1
L” il = Vg

// Postratamiento de la matriz de valores de rutas

Para i =1 hasta M hacer

L u"ﬁ[ e}
1,1

Fin

Figura 9. Algoritmo extendido de Floyd-Warshall.
Figure 9. Floyd-Warshall extended algorithm.

Algoritmo para la obtencién de la Matriz de Rutas @+!

Entrada: Matriz ©Y = [M, M)
donde: M = |V| cardinalidad del conjunto de vertices
del grafo que representa el sistema

Retorno: Matriz de Rutas Minimas : @+!

Inicio
[/ Procesar todas las entradas de la Matriz
Para i = 1 hasta M hacer
Para j =1 hasta M hacer
Si }”l + " Entonces:
Variable Auziliar = i—esimo Nodo + 7 +H[:f’]—
7 +j—esimo Nodo
Mientras Variable Auxiliar contenga una
interrogante (7 ) haga
P = Posicién primer interrogante (7)
Si UI\ do[ P 1], Nodo[P+1]] = = Nodo|P —1] O
Hl\ dolP-1],Nado[P+1]] = = Nodo[P + 1] Entonces:
L Eliminar el interrogante (?) en la posicion P
Si no:
Runml wzar el interrogante (7) por:
? A0 ol P 1) Nodo P T 7

Si no:

Myl _w
L
(}“'T] = Variable Auziliar

Fin

Figura 10. Algoritmo para la obtencién de la matriz de

rutas minimas @“** en un grafo.
Figure 10. Algorithm to obtain the shortest routes matrix
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Figura 11. Matriz WO del grafo objeto de estudio.
Figure 11. W?° Matrix of graph under study.
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La figura 13, muestra la matriz final de valores de o o NSO ®

recorrido, correspondiente a la iteracion W M+1 = 8 s § 98 88 %8

en tanto que la figura 14 presenta la matriz " « 02 3

, ambas matrices obtenidas a partir del algoritmo z 8 ‘..;'8 8 :3'8 8838

presentado en la figura 9. Finalmente, la figura 15 N on

muestra un fragmento de la matriz de rutas & "'** = 8888 °<§§8 88

, determinada al aplicar el algoritmo de la figura . N :

10 sobre la matriz @™ | mientras que la figura 16 = ©888 58 888

ilustra las rutas minimas entre los nodos N; a N, _ A

y N, a Ny, que se corresponden a las entradas -~ 8838888838
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de la matriz ® M+ entre los vértices N; a N,
y N, a Nj;, como era de esperar, estas rutas se
corresponden exactamente.
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computacional, ya que resuelve el problema planteado
para la estructura de datos de entrada definida, y su

El algoritmo es correcto desde el punto de vista
tiempo de ejecucion es finito.

16. a Ruta optima entre nodos N; y N, .
16. a Path between nodes N; and N, .
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16. b Ruta 6ptima entre nodos N, y N7 .

16. b Path between nodes N, and N
Figura 16 Rutas minimas obtenidas

algoritmo extendido de Floyd-Warshall.

mediante el

Figure 16 Shortest paths obtained using Floyd-Warshall
extended algorithm.

La sencillez y economia computacional del
método presentado permite que sea utilizado en
implementaciones en sistemas de baja capacidad, pues
los requerimientos de cdmputo son excedidos con
facilidad por un computador personal de gama baja.

Las caracteristicas del algoritmo propuesto permiten
su utilizacion en situaciones tales como la seleccion
del centro de atencion médica mas cercano a la
ocurrencia de un accidente, la identificacion de las
rutas de entrega de mercancias, y en general, en
situaciones donde se haga necesario encontrar y
detallar las rutas de costo minimo en el uso de mallas
viales, siendo especialmente util en sistemas urbanos
dindmicos que presentan cambios subitos, por lo cual
es una herramienta valiosa desde el punto de vista de
la inteligencia computacional.
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