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Abstract 
The uncertainty propagation in mechanical systems through model calculations was analyzed in this article by stochastic polynomial series 
of standardized random variables called Polynomial Chaos Expansion. This paper aimed to simulate the propagation of uncertainty in more 
complex mechanical models such viscoelastic structures which involves time dependent parameters characterization of materials, 
interconversion of mathematical functions through Laplace transform, and resolution of the constitutive equation through convolution 
integrals. The application of multi-dimensional Hermite polynomials series allowed the prediction of the randomness of the output vector. 
In this work it was demonstrated that a polynomial chaos expansion accurately estimated the spread of uncertainty of the random variables. 
The results showed that the material parameters not only affects the coefficient of variation of the displacements, but also dictates the type 
and spread of the tails of the probability density function for the structural output. 
 
Keywords: Stochastic analysis; Polynomial chaos expansions; Viscoelasticity; relaxation modulus. 

 
 

Un enfoque de polinomio de expansión de caos al análisis de la 
incerteza en elementos estructurales visco elásticos 

 
Resumen 
La propagación de la incerteza en sistemas mecánicos a través de modelos de cálculo fue analizado en este artículo por series de polinomios 
estocásticos de variables aleatorias estandarizadas llamados Polinomios de expansión de caos. Este artículo tuvo como objetivo simular la 
propagación de la incerteza en modelos mecánicos más complejos tales como estructuras visco elásticas el cual implica  caracterización de 
parámetros dependientes del tiempo de materiales, interconversión de funciones matemáticas a través de transformada de Laplace, y 
resolución de la ecuación constitutiva mediante integrales de convolución. La aplicación de series de polinomios Hermite 
multidimensionales permitió la predicción de la aleatoriedad del vector de salida. En este trabajo se demostró que un polinomio de 
expansión de caos estima adecuadamente la propagación de la incerteza de las variables aleatorias. Los resultados mostraron que el 
parámetro material no solo afecta los coeficientes de variación del desplazamiento, sino también dicta el tipo y propagación de las colas de 
la función de densidad de probabilidad para la respuesta estructural. 
 
Palabras claves: Análisis estocástico; Polinomios de expansión de caos; Viscoelasticidad; módulo de relajación. 

 
 
 

1.  Introducción 
 
La determinación de la incertidumbre es fundamental en la 

modelación de sistemas mecánicos especialmente por su 
aplicación regular. La incertidumbre puede ser atribuida a, i) 
aleatoriedad inherente o a la impredecibilidad del sistema 
                                                      
How to cite: Evangelista Jra, F. &  Afanador García, N. Un enfoque de polinomio de expansión de caos al análisis de la incerteza en elementos estructurales Visco elásticos DYNA 83 (199) pp. 172-
182, 2016 

físico, ii) simplificaciones y aproximaciones en la formulación 
del modelo, iii) un conocimiento parcial de las variables de 
entrada, debido a la inexactitud o insuficiencia de datos 
(incertidumbre en los datos). Existen otras clasificaciones de 
incertidumbre que están fuera del alcance de este trabajo, y que 
están disponibles en la literatura para el lector interesado [20]. 
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La incertidumbre en los resultados del modelo, esta 
normalmente centrado en la incertidumbre de los datos y 
consiste de, i) caracterización de las variables del modelo vía 
sus funciones de densidad de probabilidad (fdp), y ii) la 
propagación de estas fdp a través de la ecuación del modelo 
para obtener las fdp de la variable de salida seleccionada.  

Dos enfoques comúnmente utilizados para establecer la 
propagación de la incertidumbre en los parámetros del 
modelo son, el método analítico y el método de Monte Carlo. 
En el método analítico [1,13] la incertidumbre en la salida es 
representada explícitamente como funciones de 
incertidumbre en las variables de entrada; son principalmente 
utilizados en pequeños rangos de incertidumbre en las 
variables y no pueden ser usados en complejos modelos no 
lineales. El método de Monte Carlo [10, 16] involucra un 
número suficientemente grande de corridas del modelo con 
un muestreo aleatorio de las variables de entrada, estimadas 
mediante las fdp con gran costo computacional y tiempo 
especialmente para el caso que envuelve un número grande 
de incertidumbre en los datos. Por lo tanto, hay la necesidad 
de utilizar otros métodos computacionales más eficientes 
para la estimación de la incerteza en modelos complejos, que 
utilicen un número significativamente reducido de 
soluciones. Estos métodos utilizan técnicas de reducción de 
varianza tales como importance sampling [29] y simulación 
de Monte Carlo Markov Chain [11] y han sido propuestos 
para reducir el número de corridas sin comprometer la 
precisión. 

Otra estrategia que puede ser utilizada como una versión 
sustituta, aproximada y más barata, son los polinomios 
Hermite multidimensionales (comúnmente llamados 
Polinomios de expansión de Caos, PEC) [4,35,27]. El PEC 
pueden ser clasificados dentro de dos enfoques: formulación 
intrusiva y no intrusiva; en la formulación intrusiva la 
incerteza es expresada explícitamente dentro del análisis del 
sistema que se está investigando (utiliza el Método de 
Galerkin [30]), en la formulación no intrusiva el PEC son 
usados para crear superficies de respuesta (llamado método 
de superficie de respuesta estocástico [18]) sin interferir en el 
análisis del sistema [7]. 

La literatura no reporta un estudio sobre el impacto de la 
incertidumbre asociada con el ajuste de parámetros del 
material de la función de fluencia y/o módulo de relajación 
en la respuesta final dependiendo del tiempo. El único 
artículo encontrado en este tema es el trabajo de [27,23] quien 
llevó a cabo un estudio paramétrico y destacó la importancia 
de considerar aspectos meteorológicos en la respuesta 
viscoelástico. Sin embargo, su trabajo fue basado en 
simulación de Monte Carlo el cual demando miles de 
simulaciones para determinar la variabilidad de la salida, más 
el número de simulaciones no fue lo suficiente para 
proporcionar con precisión las funciones de densidad de 
probabilidad para la respuesta de un proceso estocástico. 

El presente trabajo analizó la aleatoriedad de las variables 
de tres parámetros del modelo sólido (E, E1 y ρ1) en la 
determinación del módulo de relajación utilizando PEC como 
una formulación no intrusiva y determinando los coeficientes 
del polinomio mediante la implementación del método de la 
colocación probabilística [32,33]. La principal contribución 
de este trabajo fue la cuantificación de la propagación de la 

incerteza de los tres parámetros del modelo sólido sobre la 
caracterización integral del módulo de relajación y también 
en la respuesta estructural tal como el desplazamiento en 
problemas de contorno visco elástico. Esta caracterización 
probabilística fue alcanzado mediante la determinación de las 
funciones de densidad acumulativa (fdc) y/o funciones de 
densidad de probabilidad (fdp) con las colas bien definidas. 
Esto permitió una cuantificación completa de la 
incertidumbre en modelos de materiales más complejos como 
el visco elástico que envuelve la convolución del módulo de 
relajación para el cálculo de deflexiones. 

 
2.  Materiales y métodos 

 
La propagación en la incertidumbre de los parámetros de 

entrada del modelo es llevada a cabo mediante: i) las 
incertidumbres en los parámetros de entrada son expresados 
en términos de un conjunto de variables aleatorias, ii) la 
forma del funcional es asumida para la salida seleccionada, 
iii) los parámetros de la aproximación del funcional son 
determinísticos. La incertidumbre en las variables aleatorias 
puede ser analizada desde diferentes métodos de simulación, 
uno de ellos es el Método de Monte Carlo. 

 
2.1.  Método de Monte Carlo 

 
El Método de Monte Carlo (MMC) envuelve un número 

significativamente grande de simulaciones del modelo analítico 
o numérico con combinaciones de las variables aleatorias; dada 
la distribución de probabilidad y los parámetros de la 
distribución, las variables aleatorias pueden ser obtenidas 
mediante la implementación del método de transformación 
inversa [22], véase ec. (1). Para establecer los valores de las 
variables aleatorias se siguió el siguiente algoritmo: [19] 

Dada la expresión ࢅ ൌ ݃ሺࢄሻ  donde g representa el 
modelo en consideración, X es un vector que representa la 
incerteza en las variables de entrada y Y representa un vector 
de salida estimado, así, 

I. Define las distribuciones de probabilidad y los 
parámetros de la distribución de cada variable 
aletoria de entrada. 

II. Genera un valor de muestreo de cada una de las j 
variables ൫ࢄ௝൯ aplicando el método de la 
transformación inversa. 

III. Evalúa la respuesta desde el modelo analítico o 
numérico usando los valores de ࢄ௝. 

IV. Repita los pasos ii) y iii) para generar una 
distribución de probabilidad de la respuesta. El 
número de simulaciones (N) es elegido tal que la 
distribución de salida converja a un valor 
establecido. 

En el presente trabajo, la simulación del modelo 
estocástico (E(t) y ) utiliza el método de Monte Carlo como 
una base de referencia para validar la precisión del enfoque 
basado en PEC [13,19,22,30]. 

 
2.2.  Método de superficie de respuesta estocástico 

 
El método de superficie de repuesta estocástico (MSRE) 

puede ser interpretado como una adición del Método de 
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superficie de respuesta (determinístico, MSR), donde su 
principal diferencia son las entradas pues ellas son variables 
aleatorias. [17] 

La Fig. 1 ilustra un diagrama de flujo donde se indican las 
etapas a seguir en el MSRE [15, 18]. Los 4 grandes pasos del 
MSRE son: 

I. Representación de la entrada estocástica. 
II. Representación del funcional de salida. 

III. Estimación de los coeficientes desconocidos del 
polinomio de expansión de caos. 

IV. Estimación de la estadística de salida y análisis 
de confiabilidad. 

 
2.3.  Representación de la entrada estocástica 

 
Las entradas estocásticas deben ser representadas en 

términos de variables aleatorias estándar (VAE). Las 
variables aleatorias con distribución de probabilidad normal 
o gamma son frecuentemente elegidas para representar la 
incerteza en la entrada debido a la tratabilidad matemática de 
las funciones de estas variables aleatorias [9,24]. En el 
presente trabajo, estas variables aleatorias son referidas a 
variables aleatorias normal estándar distribuidas idéntica e 
independientes ሼߦ௜ሽ௜ୀଵ

௡ , donde n es el número de entradas 
independientes y ߦ௜ tiene media cero y varianza uno.ሼߦ௜, ݅ ൌ
1,2, … , ݊ሽ con n resultados del vector aleatorio normal 
estándar y donde para cada resultado de ߦ௜ la transformación 
isoprobabilistica produce un vector de variables aleatoria de 
entrada ௜ܺ. 

 

 
 
Figura 1 Diagrama de Flujo del Método de superficie de respuesta 
estocástico. Autores: [15, 17]. 

݅ߦ ൌ Φെ1
൫݅ܨሺܺ݅ሻ൯ ሺ1ሻ 

  

 
Donde Φ es la fdc normal estándar y ሼ݅ܨሺܺ݅ሻ, ݅ ൌ

1,2,… , ݊ሽ son las fdc marginales de ܺ݅
 .ݏ′

Para variables no correlacionadas la incertidumbre en la 
i-ésimo entrada del modelo Xi, es expresada como una 
función de la i-ésima variable aleatoria normal estándar ߦ௜ 
que puede ser determinada mediante transformación directa 
de la entrada en términos de las VAE o en series aproximadas. 
Devroye [9] presenta técnicas de transformación y 
aproximación para un amplio número de variables aleatorias; 
variables aleatorias no encontradas en la literatura pueden ser 
aproximadas usando técnicas de expansión de series [33]. La 
transformación de 12 tipos de distribución frecuentemente 
usadas, son resumidas en la Tabla 1. 

 
2.4.  Representación del funcional de salida 

 
La salida en un modelo mecánico está influenciada por 

todas las entradas. Una representación del funcional general 
de la incertidumbre en la salida del modelo debe ser tenida 
en cuenta en la incertidumbre de todas las entradas. Una 
aproximación del funcional ampliamente usado, son los 
polinomios de expansión de caos sobre el conjunto ሼߦ௜ሽ௜ୀଵ

௡ , 
dado por: 

 
ݕ

ൌ ܽ଴ ൅ ෍ ܽ௜భ

௡

௜భୀଵ

Γଵ൫ߦ௜భ൯

൅ ෍ ෍ ܽ௜భ௜మΓଶ൫ߦ௜భ, ௜మ൯ߦ	

௜భ

௜మୀଵ

௡

௜భୀଵ

൅ ෍ ෍ ෍ ܽ௜భ௜మ௜యΓଷ൫ߦ௜భ, ,௜మߦ	 ௜య൯ߦ	

௜మ

௜యୀଵ

௜భ

௜మୀଵ

௡

௜భୀଵ

൅ ෍ ෍ ෍ ෍ ܽ௜భ௜మ௜య௜రΓସ൫ߦ௜భ, ,௜మߦ	 ,௜యߦ	 ௜ర൯ߦ	

௜య

௜రୀଵ

௜మ

௜యୀଵ

௜భ

௜మୀଵ

௡

௜భୀଵ

൅…, 

ሺ2ሻ 

 
Donde y es la salida aleatoria del modelo, ܽ௜భ,…,௜೙ son 

constantes determinísticas a ser halladas, n es el número de 
variables aleatorias usadas para representar la incertidumbre de 
la entrada del modelo, ൫ߦ௜భ, ,௜మߦ	 … ,  son variables	௜೙൯ߦ
aleatorias normales estándar independientes y 
Γ௣ሺߦଵ, ,ଶߦ	 … ,  ௡ሻ son polinomios Hermiteߦ	
multidimensionales de grado p. Los polinomio de caos pueden 
ser construidos apartir de la función generadora de los 
polinomios de Hermite de grado para el orden p está dado por: 

Γ݌൫ࣈ൯ ൌ Γ݌ ቀ1݅ߦ, …,2݅ߦ	 , ቁ݌݅ߦ

ൌ ሺെ1ሻ݁݌
1
ߦ2

ߦܶ ݌߲

2݅ߦ߲	1݅ߦ߲ … ݌݅ߦ߲	
݁െ	

1
ߦ2

ߦܶ
 

ሺ3ሻ 
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Tabla 1. 
Transformación de variables aleatorias comunes a variables aleatorias normal estándar. 

Tipo de distribución Función de densidad de probabilidad Transformación, ࢞ ൌ  ሻࣈሺࢌ

Uniforme ݂ሺݔሻ ൌ
1

ܾ െ ܽ
ݔ  ൌ Φሺߦሻሺܾ െ ܽሻ ൅ ܽ 

Normal ݂ሺݔሻ ൌ
1

ߪߨ2√
݌ݔ݁ ൬െ

1
2
ቀ
ݔ െ ߤ
ߪ

ቁ
ଶ

൰ ݔ ൌ ߤ ൅  ߦߪ

Lognormal ݂ሺݔሻ ൌ
1

ݔߥߨ2√
݌ݔ݁ ቆെ

1
2
ቆ
݈݊ሺݔሻ െ ߣ

ߥ
ቇ
ଶ

ቇ ݔ ൌ ߦߥሺ݌ݔ݁ ൅  ሻߣ

Chi-cuadrado ݂ሺݔሻ ൌ
1

2
௡
ଶ	Γ ቀ

݊
2ቁ
ቀݔ

௡
ଶ	ିଵቁ݁݌ݔ ቀെ

ݔ
2
ቁ ݔ ൌ ݊ቌߦඨ

2
9݊

൅ 1 െ
2
9݊
ቍ

ଷ

 

Exponencial ݂ሺݔሻ ൌ ݔሺߣሾെ݌ݔ݁ߣ െ ݔ ଴ሻሿݔ ൌ ଴ݔ െ
݈݊൫1 െ Φሺߦሻ൯

ߣ
 

Frechet ݂ሺݔሻ ൌ ቀ
ݑ
ݔ
ቁ
௞ ݇
ݔ
݌ݔ݁ ൬െ ቀ

ݑ
ݔ
ቁ
௞

൰ 
ݔ ൌ

ݑ

ቀെ݈݊൫Φሺߦሻ൯ቁ
ଵ
௞

 

Gamma ݂ሺݔሻ ൌ
௔ିଵݔ

ܾ௔Γሺܽሻ
݌ݔ݁ ቀെ

ݔ
ܾ
ቁ ݔ ൌ ܾܽቌߦඨ

1
9ܽ

൅ 1 െ
1
9ܽ
ቍ

ଷ

 

Rayleigh ݂ሺݔሻ ൌ
ሺݔ െ ଴ሻݔ

ଶߙ
݌ݔ݁ ൬െ

1
2
ቀ
ݔ െ ଴ݔ
ߙ

ቁ
ଶ

൰ ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ݈݊൫1	ටെ2ߙ െ Φሺߦሻ൯ 

Tipo I máximo ݂ሺݔሻ ൌ ݔሺߙሾെ݌ݔ݁	ߙ െ ݔሺߙ൫െ݌ݔ݁ൣ݌ݔሻሿ݁ݑ െ ݔ ሻ൯൧ݑ ൌ ݑ െ
݈݊ൣെ݈݊൫Φሺߦሻ൯൧

ߙ
 

Tipo I mínimo ݂ሺݔሻ ൌ ݔሺߙሾ݌ݔ݁	ߙ െ ݔሺߙ൫݌ݔെ݁ൣ݌ݔሻሿ݁ݑ െ ݔ ሻ൯൧ݑ ൌ ݑ ൅
݈݊ൣെ݈݊൫1 െ Φሺߦሻ൯൧

ߙ
 

Weibull de tres parámetros ݂ሺݔሻ ൌ
݇ሺݔ െ ଴ሻ௞ିଵݔ

ሺݑ െ ଴ሻ௞ݔ
݌ݔ݁ ቆെ൬

ݔ െ ଴ݔ
ݑ െ ଴ݔ

൰
௞

ቇ ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ሺݑ െ ଴ሻൣെ݈݊൫1ݔ െ Φሺߦሻ൯൧
ଵ
௞ 

Triangular ݂ሺݔሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

2ሺݔ െ ܽሻ
ሺܾ െ ܽሻሺܿ െ ܽሻ

			ܽ ൑ ݔ ൑ ܿ

2ሺܾ െ ሻݔ
ሺܾ െ ܽሻሺܿ െ ܽሻ

			ܿ ൏ ݔ ൑ ܾ

ݏ݋ݎݐ݋																																					0

ݔ  ൌ ቎
ඥሺܾ െ ܽሻሺܿ െ ܽሻΦሺߦሻ ൅ ܽ																				ܽ ൑ ݔ ൑ ܿ

ܾ െ ටሺܾ െ ܽሻሺܾ െ ܿሻ൫1 െ Φሺߦሻ൯								ܿ ൏ ݔ ൑ ܾ
 

Fuente: Los Autores. 
 
 
 

donde ࣈ es el vector que representa la incertidumbre en la 
entrada. Los polinomios Hermite definidos sobre ሼߦ௜ሽ௜ୀଵ

௡  es 
ortogonal con respecto al producto interno definido como la 
esperanza del producto de dos variables aleatorias [13], es 
decir que, el vector de orden n es ortogonal con el vector de 
orden n-1 y n+1. 

 
,Γ௣ൣܧ Γ௤൧ ൌ Γ௣						ܽݎܽ݌						0 ് Γ௤  ሺ4ሻ 

 
Es conocido que el polinomio Hermite multidimensional 

forma una base ortogonal y los PEC convergen en ߤଶ. Si ࣈ es 
un vector aleatorio normal estándar, el polinomio Hermite 
multivariante esta normalizado [4]. 

En la práctica, los PEC son truncados a un número finito 
de términos (N) para un PEC de orden p y n número de 
variables aleatorias de entrada, el número de coeficientes 
desconocidos es: 

 

ܰ ൌ
ሺ݊ ൅ !ሻ݌
݊! !݌

 ሺ5ሻ 

 
2.4.1.  Estimación de los coeficientes desconocidos del 

polinomio de expansión de caos. 
 
El enfoque original en la determinación de los 

coeficientes de polinomios de expansión de caos truncados 
fue el enfoque Galerkin [13] utilizado en sistemas intrusivos 
para la solución de problemas mecánicos. Los métodos de 
solución para sistemas no intrusivos pueden ser clasificados 
en: 
 Método de la proyección, hace uso directo de las 

propiedades de la base de PEC [13]. 

 Método de la colocación estocástica, está basado en la 
interpolación de Lagrange en el espacio estocástico. 
[33,36,37]. 

 Método de la regresión, soluciona para polinomios de 
alto grado la inestabilidad que se presenta en el método 
de la colocación [17], y recientemente mejorado a través 
de la estimación del error y la adaptabilidad [3,5,6]. 
El método de la colocación estocástica (MCE o 

probabilística) tiene la ventaja que desacopla la evaluación 
de la respuesta determinística y el análisis estocástico; 
análisis realizado en los puntos de colocación de más alta 
probabilidad y seleccionados tal que haya simetría respecto 
al origen. Por razones de inestabilidad del método para 
polinomios de alto orden fue utilizado el método de la 
regresión o método de la colocación basado en la regresión 
propuesto por Isukapalli [18] frecuentemente usado para 
estimar los coeficientes desconocidos del polinomio de 
expansión de caos, para mayores detalles el lector puede 
consultar las referencias [18,31]. 

En el método de la colocación basado en regresión el 
número de puntos seleccionados deberá ser dos veces el 
número de coeficientes desconocidos a ser estimados en el 
polinomio Hermite a fin de obtener un estimador robusto del 
coeficiente desconocido [18] enfoque usado en los 
Polinomios de expansión de caos en elementos viscoelásticos 
analizado en la sección 3. 

Cuando N es un conjunto de puntos de colocación 
seleccionados, la salida ࢟ ൌ ሾݕଵ, ,ଶݕ ,ଷݕ … ,  ସሿ் en cadaݕ
conjunto de puntos de colocación puede ser obtenida. 
Reescribiendo en forma matricial, 

 
࡯ࢆ ൌ  ሺ6ሻ ࢟

 



Evangelista Jra & Afanador García / DYNA 83 (199), pp. 172-182, December 2016. 

176 

Donde Z es una matriz en espacio independiente de 
dimensión ܰ ൈ ௔ܰ, donde el polinomio Hermite es evaluado 
en el conjunto de puntos de colocación seleccionados. C es 
el vector de coeficientes desconocidos de dimensión ௔ܰ ൈ 1. 
Entonces la ec. (6) puede ser reescrita y solucionada, 

 

࡯ࢆࢀࢆ ൌ ࡯					,࢟ࢀࢆ ൌ ቀࢆࢀࢆቁ
െ૚
 ሺ7ሻ ࢟ࢀࢆ

 
Los PEC es un método espectral [4,13,15,18,24,27] que 

permite la propagación de la incertidumbre de las variables 
aleatorias de entrada mediante la construcción de funcionales 
no lineales dependiente de la solución [13,21] a la variable 
aleatoria de salida, permitiendo cuantificar la incertidumbre 
de la salida mediante la pdf [32]. La convergencia de la 
solución aproximada es medida mediante la comparación de 
los PEC de diferente grado [17] o entre PEC y SMC [21,31], 
es por todo lo anterior que esta garantizada la precisión de los 
resultados. La convergencia espectral va a depender de la alta 
diferenciabilidad de las funciones de Hermite contenidas en 
cada variable aleatoria normal estándar [36] donde la 
solución aproximada converge en el error cuadrático medio. 

 
2.4.2.  Estimación de la estadística de salida y análisis de 

confiabilidad. 
 
Determinado los coeficientes del polinomio, es posible 

evaluar las propiedades estadísticas de la salida, tales como fdp, 
función de distribución cumulativa (fdc), varios momentos y 
correlación entre la entrada y la salida. La probabilidad de falla 
y su correspondiente índice de confiabilidad puede ser hallada 
para la función de estado límite definida en el modelo de salida 
y representada como un polinomio de expansión de caos. 

 
2.5.  Viscoelasticidad 

 
Los materias visco elásticos lineales se caracterizan por 

tener un comportamiento intermedio entre un sólido elástico 
lineal y un fluido viscoso (simple o Newtoniano) Un material 
sólido elástico lineal cumple la ley de Hooke y por tanto, es 
cierto que los esfuerzos son proporcionales a la deformación 
(independiente del tiempo) es decir, 

 

ߪ ൌ  ሺ8ሻ ߳ܧ
 
Donde E es la constante de proporcionalidad y puede ser 

representado por un resorte. Fluidos viscosos simples se 
caracterizan por tener viscoelasticidad constante a lo largo del 
tiempo y generalmente son representados por un amortiguador. 
Un fluido viscoso sigue la ley de Newton por lo tanto al someter 
un fluido a un esfuerzo de corte	߬ el cuerpo presenta una tasa de 
deformación ߳ሶ proporcional a la tensión aplicada. La relación 
constitutiva de los fluidos Newtonianos es, 

 
߬ ൌ  ሶ ሺ9ሻ߳ߤ

 
Donde ߤ representa la viscoelasticidad. Los materiales 

viscoelásticos tiene la capacidad de almacenar energía 
deformación como un sólido elástico y disipar esta energía 
siguiendo la ley de los fluidos viscosos. 

 
Figura 2 Modelo de Boltzmann para materiales viscoelásticos,  
Fuente: adaptado de [29] 

 
 
Realizada una analogía mecánica entre los materiales 

eléctricos y visco elásticos, donde el módulo de elasticidad 
es equivalente a la capacitancia del circuito (mide la 
capacidad de almacenamiento de energía) y la resistencia del 
circuito es comparable con la viscoelasticidad (mide la 
capacidad para disipar energía) es usada para visualizar los 
diferentes modelos visco elásticos que se encuentran en la 
literatura [12]. El modelo de Boltzmann utilizado en este 
trabajo e ilustrado en la Fig. 2 considera un elemento de 
Kelvin y un elemento elástico simple trabajando en serie 
[8,25] y tiene la siguiente ecuación diferencial característica 
del sistema: 

 

ቆ1൅
݇ܧ
ݏܧ

ቇߪ൅
݇ߟ
ݏܧ
ሶߪ ൌ ൅߳݇ܧ ݇ߟ ሶ߳  ሺ10ሻ 

 
Aplicando un tensión constante a lo largo del tiempo y 

considerando las condiciones de contorno ߳ሺ0ሻ ൌ ߳଴ para el 
tiempo ݐ ൐ 0, ߳ሶሺݐሻ ൌ 0 y resolviendo la ec. (10) se obtiene; 

 

ሻݐሺܧ ൌ
௦ܧ
௞ܧ௦ܧ

ቆܧ௞ ൅ ݁	௦ܧ
ି	
ாೞାாೖ
ఎೖ

	௧
ቇ ሺ11ܽሻ 

 
donde E(t) es el módulo de relajación y haciendo  
 

∞ܧ ൌ
ݏܧ

݇ܧ൅ݏܧ
1ܧ,݇ܧ ൌ

ݏ2ܧ
݇ܧ൅ݏܧ

1ߩ     , ൌ
݇ߟ

݇ܧ൅ݏܧ
 ሺ11ܾሻ 

 
Reemplazando en la ec. (11a) se obtiene; 
 

ሻݐሺܧ ൌ ஶܧ ൅ ଵ݁ܧ
ି	

௧
ఘభ  ሺ12ሻ 

 
Es posible expresar la función de fluencia ܦሺݐሻ en 

términos del módulo de relajación ܧሺݐሻmediante los métodos 
de interconversión [25, 26], es decir 

 

ሻݐሺܦ ൌ
1

ஶܧ ൅ ଵܧ
ቈ1 ൅

ଵܧ
ஶܧ

ቆ1 െ ݁
ି	

௧
ఘభቇ቉ ሺ13ܽሻ 

 
donde D(t) es la función de fluencia y haciendo  
 

0ܦ ൌ
1

1ܧ൅∞ܧ
1ܦ   , ൌ

1ܧ
1൯ܧ൅∞ܧ൫∞ܧ

,߬1 ൌ
݇ߟ
݇ܧ
ൌ

1൯ܧ൅∞ܧ1൫ߩ
∞ܧ

 
ሺ13ܾሻ 

 
Reemplazando en la ec. (13a) se obtiene; 
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ሻݐሺܦ ൌ ଴ܦ ൅ ଵ݁ܦ
ି	
௧
ఛభ  ሺ14ሻ 

 
3.  Resultados 

 
3.1.  Polinomios de expansión de caos en elementos 

viscoelásticos: Módulo de relajación 
 
El modelo del módulo de relajación considera variables 

aleatorias de entrada que siguen una distribución de 
probabilidad normal para Eஶ, Eଵ	y	ρଵ distribuidas idéntica e 
independientemente, debido a la incerteza epistémica de las 
distribuciones de probabilidad de los datos que surgen de los 
pocos ensayos de laboratorio. La pdf normal fue asumida 
para estos valores teniendo en cuenta la entropía estadística 
que dice, “cuando son conocidos dos parámetros como el 
promedio, la desviación estándar y se desconoce la 
distribución, la máxima entropía estadística es alcanzada con 
la distribución de probabilidad normal” [2,14]. En la Tabla 2 
se establecen los parámetros de cada variable.  

Las variables aleatorias normales estadísticamente 
independientes serán expresadas en términos de variables 
aleatorias normal estándar, es decir ܧஶ → ,ଵߦ ଵܧ →
ଵߩ		ݕ			ଶߦ →  .ଷߦ

La aplicación del MSRE para la estimación de la 
incertidumbre en la determinación del módulo de relajación 
 ሻpuede ser expresado en términos de polinomios deݐሺܧ
expansión de caos. 

El efecto de la incerteza en las variables de entrada sobre el 
módulo de relajación E(t) es analizado usando el MSRE ܧ෠ሺݐሻ, 
y los coeficientes del PEC son determinados mediante el 
método de la colocación basado en la regresión, el cual requirió 
20 soluciones de la ec. (12) para estimar los coeficientes 
determinísticos, es decir, atendiendo el requerimiento del 
método de la colocación basado en la regresión propuesto por 
Isukapalli [18]. Una comparación de las fdp de E(t) hallado 
mediante el método de Monte Carlo utilizando la ec. (12) y 
realizando 1.000.000 simulaciones por variable aleatoira, 
mientras que ܧ෠ሺݐሻ utilizando PEC (ec.(2)) fueron necesarias 
sólo 50.000 simulaciones por variable aleatoria normal estandar 
para tener una buena estimativa de la fdp de E(t) dado que el 
error fue de 3.5665E-20 y el coeficiente de determinación R2 = 
1, halladas mediante la realización de un programa en el 
ambiente de programación, es indicado en la Fig. 3 para un V = 
0.1. La simulación del modelo estocástico del Módulo de 
Relajación vía Monte Carlo y la simulación realizada vía 
Polinomios de expansión de caos llegaron al mismo resultado, 
sólo que PEC requirió el 5 % de los datos utilizados por Monte 
Carlo. Demostrada la eficiencia del método de la colocación 
probabilística en la determinación de los coeficientes del PEC 
lo cual corresponde a lo reportado por la literatura especializada 

 
Tabla 2.  
Parámetros de las variables aleatorias de entrada del modelo 

Var(s). 
Aleatorias 

Promedio, ࣆ Coef. de variación., ࢂ	 

ܽ݊ݕஶ 0.01݀ܧ ܿ݉ଶ⁄  0.1, 0.2, 0.3 y 0.4 
ܽ݊ݕଵ 1݀ܧ ܿ݉ଶ⁄  0.1, 0.2, 0.3 y 0.4 
 ଵ 1.0E+04 s 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4ߩ

1 dyna/cm2= 10-1 N/mm2 
Fuente: Los Autores. 

 
Figura 3 Comparación de la función de densidad de probabilidad de E(t) 
utilizando SMC y PEC. 
Fuente: Los Autores. 

 
 

 
Figura 4 Función de densidad de probabilidad del módulo de relajación, E(t) 
para t = 1s. 
Fuente: Los Autores. 

 
 

como un método robusto que permite determinar los 
coeficientes mediante una transformación de espacios 
probabilísticos de la variable original a variable normal 
estándar [16,17,28,31]. 

Esta investigación utilizó PEC de grado 2 para la determinación 
de la incertidumbre del módulo de relajación E(t). Las 
distribuciones de salida fueron estimadas utilizando el estimador de 
máxima verosimilitud para establecer la mejor función de densidad 
de probabilidad que se ajusta a los datos obtenidos de la simulación 
del modelo. Los resultados indicaron que el PEC de dimensión tres 
y segundo grado es computacionalmente más eficiente que el 
Método de Monte Carlo crudo. 

Las fdp de la salida del modelo pata t=1 s es determinada 
utilizando los PEC de dimensión 3 y segundo grado y están 
dados en la Fig. 4 para todos los coeficientes de variación 
dados en la Tabla 2, los resultados obtenidos indican que el 
promedio de E(t=1 s) es de 1.01 dinas/cm2 y su distribución 
de probabilidad es normal para todos los V(s), mientras que 
las desviaciones estándar varían de acuerdo al V, es decir que 
para V=0,40 de las variables aleatorias de entrada, la 
dispersión en la salida encontrada fue de V=0,3976. 

La fdp del modelo estocástico estacionario para t=3E+4 
s mostrada en la Fig. 6 para todos los coeficientes de 
variación dados en la Tabla 2, indican que el promedio de 
E(t=3.0E+04 s) varia desde 0.054 hasta 0.021 dynas/cm2 
mientras que las distribuciones de probabilidad son 
lognormal para V=0.1 a 0.4.  
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Figura 5 Función de densidad de probabilidad del módulo de relajación, E(t) 
para t = 3.0E+03 s.  
Fuente: Los Autores 

 
 

 
Figura 6 Función de densidad de probabilidad del módulo de relajación, E(t) 
para t = 3E+4 s. 
Fuente: Los Autores. 

 
 
Por último la fdp del módulo de relajación para 

E(t=1.0E+06 s) sigue una distribución de probabilidad normal, 
encontrandose que el valor promedio para todos los V 
analisados es de 0.01 dynas/cm2 y la desviación estándar desde 
0.001 a 0.0038 para V igual 0.1 a0.4 respectivamente. Las fdp 
del modelo de salida son dadas en la Fig. 7. El módulo de 
relajación E(t) presenta una variación en el tiempo importante, 
no es constante y por el contrario puede tener alta variación 
especialmente cuando t está cerca de los 3.0E+04 s generando 
con esto grandes variaciones entre los coeficientes de variación 
de las variables de entrada y la variable de salida E(t). 

 

 
Figura 7 Función de densidad de probabilidad del módulo de relajación, E(t) 
para t = 1.0E+06 s.  
Fuente: Los Autores. 

.

 
Figura 8 Relación entre la variación de las variables estocásticas de entrada 
y E(t). 
Fuente: Los Autores 

 
 

Tabla 3.  
Parámetros de las variables determinísticas de entrada del modelo.  

Var(s). 
Determinísticas 

Promedio, ࣆ Coef. de variación., ࢂ	 

 ݓ
L 
ܾ 
݄ 

50	 ܰܭ ݉⁄  
6.00	݉ 
0.25	݉ 
0.35	݉ 

--- 
--- 
--- 
--- 

1 m = 102 cm 
Fuente: Los Autores. 

 
 
Existe una relación lineal entre los coeficientes de 

variación de las variables de entrada y el coeficiente de 
variación del módulo de relajación, para un tiempo t igual a 
1 s, 3.0E+03 s y 1.0E+06 s; la variación en la variable 
aleatoria de salida es aproximadamente la misma a la 
observada en las variables aleatorias de entrada (V = 0.1, 0.2, 
0.3 y 0.4), véase Fig. 8. Excepto para t=3.0E+03 s y fijando 
en el promedio ߩଵ ൌ ܧ1.0 ൅  la relación entre los ,ݏ	04
coeficientes de variación de las variables aleatorias de 
entrada  y salida disminuye, tanto que para una V = 0.4 de las 
variables aleatorias de entrada se obtiene una variación igual 
a 0.33 para la variable estocástica de salida E(t). Existe mayor 
variabilidad en el módulo de relajación E(t) para el tiempo t 
igual a 3.0E+04 s y está es 2.5 veces los coeficientes de 
variación de las variables aleatorias de entrada, dada la alta 
complejidad del modelo toda vez que el tiempo es exponente 
y define una zona de variación no lineal de E(t). 

 
3.2.  Polinomios de expansión de caos en elementos 

viscoelásticos: Deflexión en el tiempo en viga 
biapoyada 

 
El modelo de deflexión considera variables 

determinísticas para geometría, carga y sus valores se indican 
en la Tabla 3. 

El módulo de relajación E(t) incide en el cálculo de la 
deflexión, y puede pasar fácilmente del 1.06% de la deflexión 
estimada elástica en el centro de la luz de una viga biapoyada 
para un tiempo t=1 s y considerando la variable ܧஶ de forma 
determinística (valor promedio Tabla 2), al 100 % de la 
deflexión estimada para el caso elástico con t=1.0E+06 s, e 
idénticas consideraciones para las variables de entrada ܧஶ →
,ଵߦ ଵܧ → ଵߩ		ݕ			ଶߦ →  .ଷ, los resultados se indican en la Figߦ
9 y representa el desplazamiento normalizado respecto al 
centro del vano. 
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Figura 9 Desplazamiento normalizado respecto al centro del vano de una 
viga biapoyada para diferentes tiempos, t.  
Fuente: Los Autores. 

 
 
Ahora bien, teniendo en cuenta la incertidumbre en las 

variables de entrada ܧஶ,  ଵ y considerando las demásߩ		ݕ	ଵܧ
variables determinísticas (ver Tablas 2 y 3) para el cálculo de 
la deflexión en el centro de una viga biapoyada y teniendo la 
función de fluencia expresado en la ec. (12) la deflexión en 
la viga biapoyada es determinada mediante la ec. (15). 

 

ߜ ൌ
ସ݈ݓ5

ܫ	384
൜

1
ஶܧ ൅ ଵܧ

൤1 ൅
ଵܧ
ஶܧ

ቀ1 െ ݁ି
௧ ఘభൗ ቁ൨ൠ ሺ15ሻ 

 
Para llevar a cabo el presente trabajo de investigación se 

desarrolló un algoritmo en ambiente de programación MatLab 
versión R2013a que determina el polinomio Hermite y sus 
coeficientes para una variación V, así pues para V=0.1 la ec. (15) 
puede ser expresada en términos de variables aleatorias normales 
estándar, es decir en función de polinomios Hermite. 

La deflexión normalizada en el centro de la luz de una viga 
biapoyada para cualquier coeficiente de variación sigue una 
distribución de probabilidad lognormal producto de la simulación 
del PEC. Para t=1 s el promedio en la deflexión normalizada es 
de 0.0105 y desviación estándar de 0.0010 con V=0.1 y puede 
aumentar hasta 0.0134 de promedio y 0.0055 de desviación 
estándar para V=0.4, véase Fig. 10, es decir, alcanza un 
incremento en el promedio de la deflexión normalizada del 
21.55%, mientras que el percentil 50 no presenta cambio 
significativo producto de la simulación de PEC. La deflexión 
esperada que más se repite es del 1.06% de la deflexión máxima 
elástica en el centro de la luz (véase Fig.9, 10), pero puede 
alcanzar hasta el 1.4% de la deflexión máxima elástica. 

 

 
Figura 10 Función cumulativa densidad de probabilidad de la deflexión 
normalizada,ߜே para t = 1 s y V=0.1 a 0.4. 
Fuente: Los Autores. 

 
Figura 11 Función cumulativa de densidad de probabilidad de la deflexión 
normalizada,ߜே para t = 3.0E+03 s y V=0.1 a 0.4. 
Fuente: Los Autores. 

 
 

 
Figura 12 Función cumulativa de densidad de probabilidad de la deflexión 
normalizada,ߜே para t = 3.0E+04 s y V=0.1 a 0.4. 
Fuente: Los Autores. 

 
 
El aumento en el tiempo t a 3.0E03 s genera una 

disminución en el módulo de relajación produciendo un 
aumento en la deflexión estimada; por ejemplo el promedio 
de la deflexión normalizada aumenta de 0.2868 para V=0.1 a 
0.3960 para V=0.4, es decir hay un incremento en la 
deflexión normalizada del 27.56%, véase Fig. 11. La moda 
de las deflexiones normalizadas ߜே varia 0.259 para V=0.1 a 
0.200 para V=0.4, representando un decremento en la 
deflexión ߜே del 18.92%., es decir que a mayor variación en 
las variables de entrada el valor que más se repite disminuye 
hasta llegar a 18.92 % de la deflexión máxima elástica 
esperada, pero puede tener deflexiones aún mayores si V 
aumenta. 

Para t=3.0E+04 s la función de fluencia ܦሺݐሻ ൌ
ଵ

ாಮାாభ
൤1 ൅

ாభ
ாಮ
൬1 െ ݁

ି	
೟
ഓభ൰൨ aumenta, mudando rápidamente 

los promedios de la deflexión normalizada, véase Figs. 11, 
12. El aumento en el promedio de las deflexiones estimadas 
desde t=3.0E+03 s a 3.0E+04 s con V=0.4 de las variables 
aleatoria de entrada es del 68.51%,un aumento algo similar 
se presenta al estudiar la varianza de la deflexión normalizada 
(variable estocástica de salida, ߜே) para t=3.0E+04 s y 
V=0.1, es del 0.00124 mientras que para V=0.4 es de 0.0430 
presentándose un incremento del 97.1 %. 
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La distribución de las deflexiones normalizadas para 
t=1.0E+06 s siguen un distribución de probabilidad 
lognormal para V=0.1 hasta 0.4, con promedios de la 
deflexión que varían desde 1.057 hasta 1.336 
respectivamente, con un incremento del 20.86%. El 
parámetro estadístico que sufrió mayor variación fue la 
varianza de E(t), pues para V=0.1 fue de 0.0105 y para V=0.4 
fue de 0.301 véase Fig. 13, es decir obtuvo un aumento en la 
dispersión de las deflexiones esperadas del 96.50%. 

La variación V en las variables aleatorias de entrada (E, 
E1 y ρ1) para los tiempo t=1, 3.0E+03, 3.0E+04, 1.0E+06 s 
y fijando t=3E+03 y ρ1=1E+04 produce diferentes 
variaciones en la deflexión normalizada respecto a la 
deflexión en el centro de una viga sometida a carga 
uniformemente distribuida (determinística). Esta variación 
en la salida puede llegar a ser grande como se indica en la 
Fig. 14, por ejemplo para t=3.0E+03 s y V=0.4 la variación 
de N puede llegar ser del 0.6 con distribución de probabilidad 
lognormal. La variación de la deflexión normalizada tiene un 
comportamiento no lineal y puede ajustarse a una 
distribución parabólica (de segundo orden) para todos los 
tiempos t. 

 

 
Figura 13 Función cumulativa de densidad de probabilidad de la deflexión 
normalizada,ߜே para t = 1.0E+06 s y V=0.1 a 0.4. 
Fuente: Los Autores. 

 
 

 
 
Figura 14 Relación entre la variación de las variable aleatorias de entrada 
(con V=0.1, 0.2, 0.3 y 0.4) y la variación de la respuesta ߜே, respecto al 
centro del vano para t=1, 3.0E+03, 3.0E+04, 1.0E+06 s y fijando 
t=3.0E+03 y ρ1=1.0E+04. 
Fuente: Los Autores. 

 
Figura 15 Comportamiento de la deflexión normalizada en el tiempo para 
diferente variación de las variables aleatorias de entrada (V=0.1, 0.2, 0.3 y 
0.4) y la variación del promedio de ߜே, respecto al centro del vano para t=1, 
3.0E+03, 3.0E+04 y 1.0E+06 s. 
Fuente: Los Autores. 

 
 
Esta investigación estableció que para variaciones V = 0.3 

y 0.4 en t = 3.0E+04 s la deflexión normalizada es mayor a 
la deflexión elástica esperada y para t = 1.0E+06 s la 
deflexión puede ir desde 1.01 hasta 1.30 veces la deflexión 
elástica esperada para V = 0.1 a 0.4 respectivamente, véase 
Fig. 15. Si consideramos todas las variables que intervienen 
en el proceso estacionario estocastico, definido por la ec. (15) 
con márgenes de variación similares a los anteriormente 
expuestos, estos valores de deflexión normalizada 
incrementen aún más. 

 
4.  Discusión 

 
Se presenta alta variación en los valores de deflexión 

máximos probables, pues ellos pueden variar desde 3.5% 
hasta 350% de la deflexión máxima elástica para t=1 s hasta 
1E+6 s respectivamente; para los t=3.0E+04 s y 1.0E+06 s 
los valores de deflexión máximos probables no aumentan, 
más si su probabilidad, contrario a lo observado para t=1 s y 
t=3.0E+03 s. 

No existe una relación directamente proporcional entre la 
variación en las variables de entrada y la variación en la 
variable de salida (ߜே), es decir para coeficientes de variación 
mayor a 20% se esperan una dispersión en la variable 
estocástica de salida aun mayor llegando a ser hasta del 60% 
para V=0.4 con t=3.0E+04 s y 1.0E+06 s véase Fig. 14, 
mientras que para otros tiempos la relación entre V de las 
variables aleatorias de entrada y las variable estocástica de 
salida es directamente proporcional y similar. 

Es decir que para un tiempo t igual 3.0E+04 s se tiene la 
mayor variabilidad en el módulo de relajación y esta a su vez 
genera una alta variación en la deflexión para cualquier 0 ≤ x 
≤ L. La variación en la deflexión puede representar un peligro 
para las construcciones civiles que no tengan un buen control 
de calidad en materiales, mano de obra y equipamiento, pues 
ello puede incrementar hasta en un 60% las deflexiones 
previstas por el diseñador, véase Fig. 14. 

 
5.  Conclusiones 

 
Este artículo demostró la eficiencia y precisión de PEC 

acoplado con técnicas de superficie de respuesta para simular 
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variables estocásticas con pocas rodadas para determinar la 
respuesta estructural de las propiedades de los materiales a 
través de la modelación numérica/matemática visco elástico. 
Esta característica fue crucial para problemas visco elásticos, 
ya que la propagación de la incertidumbre de los parámetros 
ajustados de los datos de laboratorio se propaga a través de la 
interconversión de la representación matemática visco 
elástico (E(t) a D(t)) y modelación numérica de las 
ecuaciones constitutivas las cuales consisten de convolución 
matemática sobre el tiempo. Aunque este trabajo se centró en 
solo el modelo sólido de tres parámetros para materiales 
visco elásticos mecánicos, se demostró que la variabilidad en 
los ajustes experimentales impacta en la interconversión del 
módulo de relajación (E(t)) después de la transformación de 
Laplace y causa la propagación relevante de la incerteza a 
través de la modelación. 

Los resultados también mostraron que la variabilidad en 
el módulo de relajación, E(t) no es único en el tiempo, pero 
depende del tiempo ti en el cual el módulo de relajación es 
evaluado E(t = ti). El coeficiente de variación para E(t) 
incrementa para la parte de descenso intermedia de la curva 
E(t) más que para el tiempo ti inicial y final. 

El máximo incremento en la varianza de la deflexión 
normalizada esperada para una viga biapoyada con carga 
uniformemente distribuida se presenta en t=3.0E+03 s, 
cuando todas las tres variables aleatorias (E, E1 y ρ1) son 
relevantes en la determinación de E(t), más que en los últimos 
tiempos (es decir t=1.0E+06 s) cuando solamente E es 
relevante para la relajación visco elástico. La variación en el 
módulo de relajación E(t) puede generar deflexiones 
importantes no previstas cuando se aplican cargas a temprana 
edad (pudiendo ser consideradas probabilísticas, utilizando 
integral de convolución), estas deflexiones pueden ser 
evaluadas si se consideran materiales visco elásticos y aún 
más si se consideran todas las variables aleatorias. Técnicas 
como Polinomios de expansión de caos disminuye el costo 
computacional con poca o ninguna pérdida de precisión y 
pueden ser aplicados en cualquier sistema mecánico. 
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