4 UNIVERSIDAD

JYNA

http://dyna.medellin.unal.edu.co/

® SEDE MEDELLIN
FACULTAD DE MINAS

A polynomial chaos expansion approach to the analysis of
uncertainty in viscoelastic structural elements

Francisco Evangelista Jr* & Nelson Afanador-Garcia”

? Faculdade de Tecnologia, Universidade de Brasilia, Brasilia, Brasil. fejr.unb@gmail.com,
b Faculdade de T ecnologia, Universidade de Brasilia, Brasilia, Brasil. Facultad de Ingenieria, Universidad Francisco de Paula Santander, Ocaria,
Colombia. nafanadorg@aluno.unb.br, nafanadorg@ufpso.edu.co

Received: October 28", 2015. Received in revised form: March 20™, 2016. Accepted: August 1™, 2016.

Abstract

The uncertainty propagation in mechanical systems through model calculations was analyzed in this article by stochastic polynomial series
of standardized random variables called Polynomial Chaos Expansion. This paper aimed to simulate the propagation of uncertainty in more
complex mechanical models such viscoelastic structures which involves time dependent parameters characterization of materials,
interconversion of mathematical functions through Laplace transform, and resolution of the constitutive equation through convolution
integrals. The application of multi-dimensional Hermite polynomials series allowed the prediction of the randomness of the output vector.
In this work it was demonstrated that a polynomial chaos expansion accurately estimated the spread of uncertainty of the random variables.
The results showed that the material parameters not only affects the coefficient of variation of the displacements, but also dictates the type
and spread of the tails of the probability density function for the structural output.
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Un enfoque de polinomio de expansion de caos al analisis de la
incerteza en elementos estructurales visco eldsticos

Resumen

La propagacion de la incerteza en sistemas mecanicos a través de modelos de célculo fue analizado en este articulo por series de polinomios
estocasticos de variables aleatorias estandarizadas llamados Polinomios de expansion de caos. Este articulo tuvo como objetivo simular la
propagacion de la incerteza en modelos mecanicos mas complejos tales como estructuras visco elésticas el cual implica caracterizacion de
parametros dependientes del tiempo de materiales, interconversion de funciones matematicas a través de transformada de Laplace, y
resolucion de la ecuacidon constitutiva mediante integrales de convolucion. La aplicacion de series de polinomios Hermite
multidimensionales permiti¢ la prediccion de la aleatoriedad del vector de salida. En este trabajo se demostré que un polinomio de
expansion de caos estima adecuadamente la propagacion de la incerteza de las variables aleatorias. Los resultados mostraron que el
parametro material no solo afecta los coeficientes de variacion del desplazamiento, sino también dicta el tipo y propagacion de las colas de
la funcion de densidad de probabilidad para la respuesta estructural.

Palabras claves: Analisis estocastico; Polinomios de expansion de caos; Viscoelasticidad; modulo de relajacion.

1. Introduccion fisico, ii) simplificaciones y aproximaciones en la formulacion

del modelo, iii) un conocimiento parcial de las variables de

La determinacion de la incertidumbre es fundamental en la  entrada, debido a la inexactitud o insuficiencia de datos
modelacion de sistemas mecanicos especialmente por su (incertidumbre en los datos). Existen otras clasificaciones de
aplicacion regular. La incertidumbre puede ser atribuida a, i) incertidumbre que estan fuera del alcance de este trabajo, y que
aleatoriedad inherente o a la impredecibilidad del sistema estan disponibles en la literatura para el lector interesado [20].
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La incertidumbre en los resultados del modelo, esta
normalmente centrado en la incertidumbre de los datos y
consiste de, 1) caracterizacion de las variables del modelo via
sus funciones de densidad de probabilidad (fdp), y ii) la
propagacion de estas fdp a través de la ecuacion del modelo
para obtener las fdp de la variable de salida seleccionada.

Dos enfoques cominmente utilizados para establecer la
propagacion de la incertidumbre en los parametros del
modelo son, el método analitico y el método de Monte Carlo.
En el método analitico [1,13] la incertidumbre en la salida es
representada  explicitamente  como  funciones de
incertidumbre en las variables de entrada; son principalmente
utilizados en pequefios rangos de incertidumbre en las
variables y no pueden ser usados en complejos modelos no
lineales. El método de Monte Carlo [10, 16] involucra un
numero suficientemente grande de corridas del modelo con
un muestreo aleatorio de las variables de entrada, estimadas
mediante las fdp con gran costo computacional y tiempo
especialmente para el caso que envuelve un nimero grande
de incertidumbre en los datos. Por lo tanto, hay la necesidad
de utilizar otros métodos computacionales mas eficientes
para la estimacion de la incerteza en modelos complejos, que
utilicen un numero significativamente reducido de
soluciones. Estos métodos utilizan técnicas de reduccion de
varianza tales como importance sampling [29] y simulacion
de Monte Carlo Markov Chain [11] y han sido propuestos
para reducir el numero de corridas sin comprometer la
precision.

Otra estrategia que puede ser utilizada como una version
sustituta, aproximada y madas barata, son los polinomios
Hermite multidimensionales (cominmente llamados
Polinomios de expansion de Caos, PEC) [4,35,27]. El PEC
pueden ser clasificados dentro de dos enfoques: formulacion
intrusiva y no intrusiva; en la formulacion intrusiva la
incerteza es expresada explicitamente dentro del analisis del
sistema que se esta investigando (utiliza el Método de
Galerkin [30]), en la formulacién no intrusiva el PEC son
usados para crear superficies de respuesta (llamado método
de superficie de respuesta estocastico [18]) sin interferir en el
analisis del sistema [7].

La literatura no reporta un estudio sobre el impacto de la
incertidumbre asociada con el ajuste de parametros del
material de la funcion de fluencia y/o mddulo de relajacion
en la respuesta final dependiendo del tiempo. El tnico
articulo encontrado en este tema es el trabajo de [27,23] quien
llevé a cabo un estudio paramétrico y destaco la importancia
de considerar aspectos meteorologicos en la respuesta
viscoelastico. Sin embargo, su trabajo fue basado en
simulacion de Monte Carlo el cual demando miles de
simulaciones para determinar la variabilidad de la salida, mas
el nimero de simulaciones no fue lo suficiente para
proporcionar con precision las funciones de densidad de
probabilidad para la respuesta de un proceso estocastico.

El presente trabajo analizo la aleatoriedad de las variables
de tres parametros del modelo solido (Ex, Ei y pi) en la
determinacion del modulo de relajacion utilizando PEC como
una formulacion no intrusiva y determinando los coeficientes
del polinomio mediante la implementacion del método de la
colocacion probabilistica [32,33]. La principal contribucion
de este trabajo fue la cuantificacion de la propagacion de la
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incerteza de los tres parametros del modelo sélido sobre la
caracterizacion integral del mddulo de relajacion y también
en la respuesta estructural tal como el desplazamiento en
problemas de contorno visco elastico. Esta caracterizacion
probabilistica fue alcanzado mediante la determinacion de las
funciones de densidad acumulativa (fdc) y/o funciones de
densidad de probabilidad (fdp) con las colas bien definidas.
Esto permiti6 wuna cuantificacion completa de Ia
incertidumbre en modelos de materiales mas complejos como
el visco elastico que envuelve la convolucion del moédulo de
relajacion para el calculo de deflexiones.

2. Materiales y métodos

La propagacion en la incertidumbre de los parametros de
entrada del modelo es llevada a cabo mediante: i) las
incertidumbres en los parametros de entrada son expresados
en términos de un conjunto de variables aleatorias, ii) la
forma del funcional es asumida para la salida seleccionada,
iii) los parametros de la aproximacion del funcional son
deterministicos. La incertidumbre en las variables aleatorias
puede ser analizada desde diferentes métodos de simulacion,
uno de ellos es el Método de Monte Carlo.

2.1. Método de Monte Carlo

El Método de Monte Carlo (MMC) envuelve un numero
significativamente grande de simulaciones del modelo analitico
o numérico con combinaciones de las variables aleatorias; dada
la distribucién de probabilidad y los parametros de la
distribucion, las variables aleatorias pueden ser obtenidas
mediante la implementacion del método de transformacion
inversa [22], véase ec. (1). Para establecer los valores de las
variables aleatorias se siguio el siguiente algoritmo: [19]

Dada la expresion ¥ = g(X) donde g representa el
modelo en consideracion, X es un vector que representa la
incerteza en las variables de entrada y Y representa un vector
de salida estimado, asi,

I. Define las distribuciones de probabilidad y los
parametros de la distribucion de cada variable
aletoria de entrada.

II. Genera un valor de muestreo de cada una de las j
variables (Xj) aplicando el método de Ia
transformacion inversa.

III. Evalua la respuesta desde el modelo analitico o
numérico usando los valores de X;.

IV. Repita los pasos ii) y iii) para generar una

distribucion de probabilidad de la respuesta. El
numero de simulaciones (N) es elegido tal que la
distribucion de salida converja a un valor
establecido.

En el presente trabajo, la simulacion del modelo
estocastico (E(t) y 9) utiliza el método de Monte Carlo como
una base de referencia para validar la precision del enfoque
basado en PEC [13,19,22,30].

2.2. Método de superficie de respuesta estocdstico

El método de superficie de repuesta estocastico (MSRE)
puede ser interpretado como una adiciéon del Método de
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superficie de respuesta (deterministico, MSR), donde su
principal diferencia son las entradas pues ellas son variables
aleatorias. [17]

La Fig. 1 ilustra un diagrama de flujo donde se indican las
etapas a seguir en el MSRE [15, 18]. Los 4 grandes pasos del
MSRE son:

L Representacion de la entrada estocastica.
II. Representacion del funcional de salida.
I11. Estimacion de los coeficientes desconocidos del
polinomio de expansion de caos.
Iv. Estimacion de la estadistica de salida y analisis
de confiabilidad.

2.3. Representacion de la entrada estocdstica

Las entradas estocasticas deben ser representadas en
términos de variables aleatorias estandar (VAE). Las
variables aleatorias con distribucion de probabilidad normal
o gamma son frecuentemente elegidas para representar la
incerteza en la entrada debido a la tratabilidad matematica de
las funciones de estas variables aleatorias [9,24]. En el
presente trabajo, estas variables aleatorias son referidas a
variables aleatorias normal estandar distribuidas idéntica e
independientes {£;}]-;, donde n es el niimero de entradas
independientes y ¢; tiene media cero y varianza uno.{¢;,i =
1,2,...,n} con n resultados del vector aleatorio normal
estandar y donde para cada resultado de ¢; la transformacion
isoprobabilistica produce un vector de variables aleatoria de
entrada X;.

Defina los Parametros, tipo de |
distribucién de las variables I
aleatorias de entrada y exprese las |
variables aleatorias de entrada y
salida como funcionales de variables
aleatorias estandar -t

v

Transformacion de las variables de entrada
aleatorias correlacionadas a variables normal
estandar independientes

Representacion de la
entrada estocastica

- v - - Representacion del
Reprcs;{]lc la salida en p()Allnomloslde 47 | funcionaldela
expansion de caos (Polinomios Hermite) : salida
\ 4
Realizacion de la entrada usando el método de | |
los puntos de colocacion probabilistico en el | [Estimacién de los
modelo fisico y realize las salidas ! coeficientes

1477 desconocidos en el
| PEC

Estimar los coeficientes en el
polinomio de expansion de caos

Parametros estadisticos y [
distribucion de la salida Estimacion de la
estadistica y analisis
14| de confiabilidad de
! la salida

Calculo del indice de confiabilidad
y la probabilidad de falla

Figura 1 Diagrama de Flujo del Método
estocastico. Autores: [15, 17].

de superficie de respuesta

§ = (D_l(Fi(Xi)) (1)

Donde @ es la fdc normal estdndar y {F;(X)),i=
1,2, ...,n} son las fdc marginales de X;s.

Para variables no correlacionadas la incertidumbre en la
i-ésimo entrada del modelo X;, es expresada como una
funcién de la i-ésima variable aleatoria normal estandar ¢;
que puede ser determinada mediante transformacion directa
de la entrada en términos de las VAE o en series aproximadas.
Devroye [9] presenta técnicas de transformacion y
aproximacion para un amplio nimero de variables aleatorias;
variables aleatorias no encontradas en la literatura pueden ser
aproximadas usando técnicas de expansion de series [33]. La
transformacion de 12 tipos de distribucién frecuentemente
usadas, son resumidas en la Tabla 1.

2.4. Representacion del funcional de salida

La salida en un modelo mecanico esta influenciada por
todas las entradas. Una representacion del funcional general
de la incertidumbre en la salida del modelo debe ser tenida
en cuenta en la incertidumbre de todas las entradas. Una
aproximacion del funcional ampliamente usado, son los
polinomios de expansién de caos sobre el conjunto {&;}7-,,
dado por:

y

=ap+ 2 ai, Fl(fil)

i1=1

+ Zn: i a,i, 2 (& &i,)

ii=1i,=1

n Zn: i i 1,1, 13 &1y &1y E2y)

i1=1iy=1i3=1

n i1 I 3
+ Z Z Z Z ailizi3i4r4(fiy fiZ' §i3’ fi4)

i1=1 i2=1 i3=1 i4=1

+ ..

(2)

Donde y es la salida aleatoria del modelo, a;, _; son
constantes deterministicas a ser halladas, n es el numero de
variables aleatorias usadas para representar la incertidumbre de
la entrada del modelo, (Eil, iy ...,fin) son variables
aleatorias normales estandar independientes y
L, (&1 &2 s &) son polinomios Hermite
multidimensionales de grado p. Los polinomio de caos pueden
ser construidos apartir de la funcion generadora de los
polinomios de Hermite de grado para el orden p esta dado por:

T@) =T (80 €0, )
17 o 1
= (-1 per f—e 2f $
O o ot og,

(3)
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Tabla 1.

Transformacion de variables aleatorias comunes a variables aleatorias normal estandar.

Tipo de distribucion

Funcion de densidad de probabilidad

Transformacion, x = f(§)

Uniforme f@ =5

1 1,x — 2
Normal f(x):mexp(—z( - ) ) 2

1 1/In(x)— A
Lognormal f(x) = P <_i <T) )
Chi-cuadrado F) = e e xGYexp (_ f)

ag
Exponencial £(x) = Aexp[—A(x — x,)]
u\k k uyk

Frechet Foo) = (;) ~exp (_ (;) )

a—l x
Gamma fx) = br@ P (— 5)

Tipo I maximo

Tipo I minimo

— k-1 — k
Weibull de tres parametros fx) = %em (— (z_—’;:) >
2(x —a) <
_ G-ac-a "ST=C
Triangular )= 2b-x c<x<b

b-a)c-a)
0

otro

f(x) = a exp[—a(x — w)]exp[exp(—alx —w))]

f(x) = aexpla(x — u)]exp[fexp(zz(x - u))]

x=®@&)(b—-a)+a
x=p+oé

x =exp(vé + 1)

3
2

2
x:n({\];+1——

9n
_In(1-9()

A
u

(—ln(CD(é’)))%

3
=ab 1 1
x=ab| ¢ £+ =
x=xo+a[—2In(1- D))

_ In[-in(e(©)]
N ln[—ln%l - ®(9))]

a

x=

1
9a

x=2xp+ (u— xo)[—ln(l - d)({))];

|

(b—a)(c—a)®(§) a<x<c

b— (b—a)(b—c)(l—(b({) c<x<bh

Fuente: Los Autores.

donde ¢ es el vector que representa la incertidumbre en la
entrada. Los polinomios Hermite definidos sobre {£;}]-; es
ortogonal con respecto al producto interno definido como la
esperanza del producto de dos variables aleatorias [13], es
decir que, el vector de orden 7 es ortogonal con el vector de
orden n-1y n+1.

E[T,,

Es conocido que el polinomio Hermite multidimensional
forma una base ortogonal y los PEC convergen en u?. Si § es
un vector aleatorio normal estandar, el polinomio Hermite
multivariante esta normalizado [4].

En la préactica, los PEC son truncados a un numero finito
de términos (N) para un PEC de orden p y n numero de
variables aleatorias de entrada, el nimero de coeficientes
desconocidos es:

r,]=0 T

» * L

# lq

para

4

(n + p)!
= ®)
2.4.1. Estimacion de los coeficientes desconocidos del
polinomio de expansion de caos.
El enfoque original en la determinacion de los

coeficientes de polinomios de expansion de caos truncados
fue el enfoque Galerkin [13] utilizado en sistemas intrusivos
para la solucion de problemas mecanicos. Los métodos de
solucion para sistemas no intrusivos pueden ser clasificados
en:
e Método de la proyeccion, hace uso directo de las

propiedades de la base de PEC [13].
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M¢étodo de la colocacion estocastica, esta basado en la
interpolacion de Lagrange en el espacio estocastico.
[33,36,37].

Me¢étodo de la regresion, soluciona para polinomios de
alto grado la inestabilidad que se presenta en el método
de la colocacion [17], y recientemente mejorado a través
de la estimacion del error y la adaptabilidad [3,5,6].

El método de la colocacion estocastica (MCE o
probabilistica) tiene la ventaja que desacopla la evaluacion
de la respuesta deterministica y el analisis estocastico;
analisis realizado en los puntos de colocacion de mas alta
probabilidad y seleccionados tal que haya simetria respecto
al origen. Por razones de inestabilidad del método para
polinomios de alto orden fue utilizado el método de la
regresion o método de la colocacion basado en la regresion
propuesto por Isukapalli [18] frecuentemente usado para
estimar los coeficientes desconocidos del polinomio de
expansion de caos, para mayores detalles el lector puede
consultar las referencias [18,31].

En el método de la colocacion basado en regresion el
nimero de puntos seleccionados debera ser dos veces el
numero de coeficientes desconocidos a ser estimados en el
polinomio Hermite a fin de obtener un estimador robusto del
coeficiente desconocido [18] enfoque usado en los
Polinomios de expansion de caos en elementos viscoelasticos
analizado en la seccion 3.

Cuando N es un conjunto de puntos de colocacion
seleccionados, la salida y = [yq,¥2,¥3, .., V4|7 en cada
conjunto de puntos de colocacion puede ser obtenida.
Reescribiendo en forma matricial,

Zc=y ©)
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Donde Z es una matriz en espacio independiente de
dimension N X N, donde el polinomio Hermite es evaluado
en el conjunto de puntos de colocacion seleccionados. C es
el vector de coeficientes desconocidos de dimension N, X 1.
Entonces la ec. (6) puede ser reescrita y solucionada,

z'zc=7"y, c=(2"2) ! ZTy @)
Los PEC es un método espectral [4,13,15,18,24,27] que
permite la propagacion de la incertidumbre de las variables
aleatorias de entrada mediante la construccion de funcionales
no lineales dependiente de la solucion [13,21] a la variable
aleatoria de salida, permitiendo cuantificar la incertidumbre
de la salida mediante la pdf [32]. La convergencia de la
solucién aproximada es medida mediante la comparacion de
los PEC de diferente grado [17] o entre PEC y SMC [21,31],
es por todo lo anterior que esta garantizada la precision de los
resultados. La convergencia espectral va a depender de la alta
diferenciabilidad de las funciones de Hermite contenidas en
cada variable aleatoria normal estandar [36] donde la
solucion aproximada converge en el error cuadratico medio.

2.4.2. Estimacion de la estadistica de salida y andlisis de
confiabilidad.

Determinado los coeficientes del polinomio, es posible
evaluar las propiedades estadisticas de la salida, tales como fdp,
funcion de distribucion cumulativa (fdc), varios momentos y
correlacion entre la entrada y la salida. La probabilidad de falla
y su correspondiente indice de confiabilidad puede ser hallada
para la funcion de estado limite definida en el modelo de salida
y representada como un polinomio de expansion de caos.

2.5. Viscoelasticidad

Los materias visco elasticos lineales se caracterizan por
tener un comportamiento intermedio entre un so6lido elastico
lineal y un fluido viscoso (simple o Newtoniano) Un material
so6lido elastico lineal cumple la ley de Hooke y por tanto, es
cierto que los esfuerzos son proporcionales a la deformacion
(independiente del tiempo) es decir,

o =FEe (8)

Donde E es la constante de proporcionalidad y puede ser
representado por un resorte. Fluidos viscosos simples se
caracterizan por tener viscoelasticidad constante a lo largo del
tiempo y generalmente son representados por un amortiguador.
Un fluido viscoso sigue la ley de Newton por lo tanto al someter
un fluido a un esfuerzo de corte 7 el cuerpo presenta una tasa de
deformacion € proporcional a la tension aplicada. La relacion
constitutiva de los fluidos Newtonianos es,

T = ué 9

Donde p representa la viscoelasticidad. Los materiales
viscoelasticos tiene la capacidad de almacenar energia
deformacion como un sélido elastico y disipar esta energia
siguiendo la ley de los fluidos viscosos.

E; L&

o — i

By

Figura 2 Modelo de Boltzmann para materiales viscoelasticos,
Fuente: adaptado de [29]

Realizada una analogia mecanica entre los materiales
eléctricos y visco elasticos, donde el moédulo de elasticidad
es equivalente a la capacitancia del circuito (mide la
capacidad de almacenamiento de energia) y la resistencia del
circuito es comparable con la viscoelasticidad (mide la
capacidad para disipar energia) es usada para visualizar los
diferentes modelos visco elasticos que se encuentran en la
literatura [12]. El modelo de Boltzmann utilizado en este
trabajo e ilustrado en la Fig. 2 considera un elemento de
Kelvin y un elemento elastico simple trabajando en serie
[8,25] y tiene la siguiente ecuacion diferencial caracteristica
del sistema:

E
(1 +—">a+ﬁa=Eke+nké (10)

Es Es

Aplicando un tension constante a lo largo del tiempo y
considerando las condiciones de contorno €(0) = ¢, para el
tiempo t > 0, €(t) = 0 y resolviendo la ec. (10) se obtiene;

ES _Es+Eg ¢
E(t) = E,+E;e Tk 11a
(0 =5 B+ s (11a)
donde E(#) es el modulo de relajacion y haciendo
_ _Es _ _E% — Mk
Ew= Es+Ey, Ey.E1= E+Ey P17 E+E, (11b)
Reemplazando en la ec. (11a) se obtiene;
-t
E(t) =E, + Eje Pt (12)

Es posible expresar la funcion de fluencia D(t) en
términos del médulo de relajacion E (t)mediante los métodos
de interconversion [25, 26], es decir

D(t) L iB(i_em (13a)
= — o —e 1 a
E, +E; E
donde D(?) es la funcion de fluencia y haciendo
—_1 — Eq — M —
bo=r 5 D1 eyt T T (13b)
p1(EwtEq)
Eo

Reemplazando en la ec. (13a) se obtiene;
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t
D(t) = Do + Dye (14)

3. Resultados
3.1. Polinomios de expansion de caos en elementos
viscoeldsticos: Modulo de relajacion

El modelo del modulo de relajacion considera variables
aleatorias de entrada que siguen una distribucion de
probabilidad normal para E, E; y p; distribuidas idéntica e
independientemente, debido a la incerteza epistémica de las
distribuciones de probabilidad de los datos que surgen de los
pocos ensayos de laboratorio. La pdf normal fue asumida
para estos valores teniendo en cuenta la entropia estadistica
que dice, “cuando son conocidos dos pardmetros como el
promedio, la desviacion estandar y se desconoce la
distribucion, la méxima entropia estadistica es alcanzada con
la distribucion de probabilidad normal” [2,14]. En la Tabla 2
se establecen los parametros de cada variable.

Las variables aleatorias normales estadisticamente
independientes seran expresadas en términos de variables
aleatorias normal estandar, es decir E, — &, E; —
$2 ¥ p1—Ss

La aplicacion del MSRE para la estimacion de la
incertidumbre en la determinacion del modulo de relajacion
E(t)puede ser expresado en términos de polinomios de
expansion de caos.

El efecto de la incerteza en las variables de entrada sobre el
moédulo de relajacion E(#) es analizado usando el MSRE E (t),
y los coeficientes del PEC son determinados mediante el
método de la colocacion basado en la regresion, el cual requirid
20 soluciones de la ec. (12) para estimar los coeficientes
deterministicos, es decir, atendiendo el requerimiento del
método de la colocacion basado en la regresion propuesto por
Isukapalli [18]. Una comparacion de las fdp de E(?) hallado
mediante el método de Monte Carlo utilizando la ec. (12) y
realizando 1.000.000 simulaciones por variable aleatoira,
mientras que E(t) utilizando PEC (ec.(2)) fueron necesarias
s6lo 50.000 simulaciones por variable aleatoria normal estandar
para tener una buena estimativa de la fdp de E(z) dado que el
error fue de 3.5665E-20 y el coeficiente de determinacion R? =
1, halladas mediante la realizacion de un programa en el
ambiente de programacion, es indicado en la Fig. 3 paraun V' =
0.1. La simulacion del modelo estocastico del Modulo de
Relajacion via Monte Carlo y la simulacion realizada via
Polinomios de expansion de caos llegaron al mismo resultado,
solo que PEC requirio6 el 5 % de los datos utilizados por Monte
Carlo. Demostrada la eficiencia del método de la colocacion
probabilistica en la determinacion de los coeficientes del PEC
lo cual corresponde a lo reportado por la literatura especializada

Tabla 2.
Parametros de las variables aleatorias de entrada del modelo
Al‘;::(()i‘)i‘as Promedio, u Coef. de variacion., V
E 0.01dyna/cm? 0.1,0.2,03y0.4
E, ldyna/cm? 0.1,0.2,03y0.4
p1 1.0E+04 s 0.1,0.2,03y0.4

1 dyna/cm’= 10" N/mm?
Fuente: Los Autores.

—— SMC - 1.000.000 Corridas

PEC - 2do. ordem - 50.000 corridas

“
k]
L EES B
1 g
k]
§
]
H

4

/ *

EA(H ) [dyna/crr‘ﬂ; 12 111 14 15
Figura 3 Comparacion de la funcion de densidad de probabilidad de E(t)
utilizando SMC y PEC.

Fuente: Los Autores.

1
40 E(t=15)=Eo+Ege °1 "

FDP E (t)

E(t=1 ) [dina/cm?]
Figura 4 Funcion de densidad de probabilidad del modulo de relajacion, E(?)
parat = Is.
Fuente: Los Autores.

1 dyna/cm? =101 N/m?

como un método robusto que permite determinar los
coeficientes mediante una transformacion de espacios
probabilisticos de la variable original a variable normal
estandar [16,17,28,31].

Esta investigacion utilizo PEC de grado 2 para la determinacion
de la incertidumbre del modulo de relajacion E(#). Las
distribuciones de salida fueron estimadas utilizando el estimador de
méaxima verosimilitud para establecer la mejor funcion de densidad
de probabilidad que se ajusta a los datos obtenidos de la simulacion
del modelo. Los resultados indicaron que el PEC de dimension tres
y segundo grado es computacionalmente mas eficiente que el
Método de Monte Carlo crudo.

Las fdp de la salida del modelo pata r=1 s es determinada
utilizando los PEC de dimension 3 y segundo grado y estan
dados en la Fig. 4 para todos los coeficientes de variacion
dados en la Tabla 2, los resultados obtenidos indican que el
promedio de E(t=1 s) es de 1.01 dinas/cm? y su distribucion
de probabilidad es normal para todos los V(s), mientras que
las desviaciones estandar varian de acuerdo al ¥, es decir que
para V=0,40 de las variables aleatorias de entrada, la
dispersion en la salida encontrada fue de V'=0,3976.

La fdp del modelo estocastico estacionario para t=3E+4
s mostrada en la Fig. 6 para todos los coeficientes de
variacion dados en la Tabla 2, indican que el promedio de
E(t=3.0E+04 s) varia desde 0.054 hasta 0.021 dynas/cm’
mientras que las distribuciones de probabilidad son
lognormal para V=0.1 a 0.4.

177



Evangelista Jra & Afanador Garcia / DYNA 83 (199), pp. 172-182, December 2016.

6.0 _ 3.0E+03
E(t=3.0E+03s)=Eg+Eje "1

4.0

-——— V=01
30 —_—V=0.2
..... V=03

_— V=04

FDP  Egt)

02 0.0 02 0.4 0.6 08 L0 12 14 16
E(t=3.0E+03 5) [dyna/cm?] 1 dyna/em? =103 N/m?

Figura 5 Funcion de densidad de probabilidad del modulo de relajacion, E(?)
parat =3.0E+03 s.
Fuente: Los Autores

_3E+os
25 £ E(t = 3E +045) = E. + Eye P2

E(t=3E+04 s) [dyna/cm?]
Figura 6 Funcion de densidad de probabilidad del modulo de relajacion, E(z)
parat =3E+4s.
Fuente: Los Autores.

Por ultimo la fdp del moédulo de relajacion para
E(t=1.0E+06 s) sigue una distribucion de probabilidad normal,
encontrandose que el valor promedio para todos los V
analisados es de 0.01 dynas/cm’ y la desviacion estandar desde
0.001 a 0.0038 para V igual 0.1 a0.4 respectivamente. Las fdp
del modelo de salida son dadas en la Fig. 7. El modulo de
relajacion E(#) presenta una variacion en el tiempo importante,
no es constante y por el contrario puede tener alta variacion
especialmente cuando 7 esta cerca de los 3.0E+04 s generando
con esto grandes variaciones entre los coeficientes de variacion
de las variables de entrada y la variable de salida E(?).

_ LOE+06
E(t=1.0F +065)=Ey+Eje  °1

400

300

250

200

FDP E(t)

0.006 0.010 0.014 0.018 0.022
E(t=1.0E+06 s) [dina/cm?] 1 dyna/em? = 10 N/m?

Figura 7 Funcion de densidad de probabilidad del modulo de relajacion, E(z)
parat = 1.0E+06 s.
Fuente: Los Autores.
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V.E ()

0 01 02 03 04
V. V.A
Figura 8 Relacion entre la variacion de las variables estocasticas de entrada
y E().
Fuente: Los Autores

Tabla 3.
Parametros de las variables deterministicas de entrada del modelo.
De te:,;;fnsi)s.ticas Promedio, u Coef. de variacion., V
w 50 KN/m -
L 6.00 m -
b 0.25m -
h 0.35m -

1 m=10>cm
Fuente: Los Autores.

Existe una relacion lineal entre los coeficientes de
variacion de las variables de entrada y el coeficiente de
variacion del médulo de relajacion, para un tiempo ¢ igual a
15, 3.0E+03 s y 1.0E+06 s; la variacion en la variable
aleatoria de salida es aproximadamente la misma a la
observada en las variables aleatorias de entrada (V' = 0.1, 0.2,
0.3y 0.4), véase Fig. 8. Excepto para t=3.0E+03 s y fijando
en el promedio p; = 1.0E 4+ 04 s, la relacion entre los
coeficientes de variacion de las variables aleatorias de
entrada y salida disminuye, tanto que parauna V' = 0.4 de las
variables aleatorias de entrada se obtiene una variacion igual
a (.33 para la variable estocastica de salida E(t). Existe mayor
variabilidad en el modulo de relajacion E(z) para el tiempo ¢
igual a 3.0E+04 s y esta es 2.5 veces los coeficientes de
variacion de las variables aleatorias de entrada, dada la alta
complejidad del modelo toda vez que el tiempo es exponente
y define una zona de variacion no lineal de E(?).

3.2.  Polinomios de expansion de caos en elementos
viscoeldsticos: Deflexion en el tiempo en viga
biapoyada

El modelo de deflexion considera variables
deterministicas para geometria, carga y sus valores se indican
en la Tabla 3.

El moédulo de relajacion E(t) incide en el céalculo de la
deflexion, y puede pasar facilmente del 1.06% de la deflexion
estimada elastica en el centro de la luz de una viga biapoyada
para un tiempo t=1 s y considerando la variable E,, de forma
deterministica (valor promedio Tabla 2), al 100 % de la
deflexion estimada para el caso elastico con t=1.0E+06 s, e
idénticas consideraciones para las variables de entrada E,, —
&, E1 = & y p; = &, los resultados se indican en la Fig.
9 y representa el desplazamiento normalizado respecto al
centro del vano.
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Figura 9 Desplazamiento normalizado respecto al centro del vano de una
viga biapoyada para diferentes tiempos, .

Fuente: Los Autores.

Ahora bien, teniendo en cuenta la incertidumbre en las
variables de entrada E,, E; y p; y considerando las demas
variables deterministicas (ver Tablas 2 y 3) para el calculo de
la deflexion en el centro de una viga biapoyada y teniendo la
funcion de fluencia expresado en la ec. (12) la deflexion en
la viga biapoyada es determinada mediante la ec. (15).

Swi* 1 E; ¢
= 1+-2(1—er ]}
8 3841{Em-FE1[ +Ew( € 1)

Para llevar a cabo el presente trabajo de investigacion se
desarroll6 un algoritmo en ambiente de programacion MatLab
version R2013a que determina el polinomio Hermite y sus
coeficientes para una variacion V, asi pues para V'=0.1 la ec. (15)
puede ser expresada en términos de variables aleatorias normales
estandar, es decir en funcién de polinomios Hermite.

La deflexion normalizada en el centro de la luz de una viga
biapoyada para cualquier coeficiente de variacion sigue una
distribucion de probabilidad lognormal producto de la simulacion
del PEC. Para r=1 s el promedio en la deflexion normalizada es
de 0.0105 y desviacion estandar de 0.0010 con V=0.1 y puede
aumentar hasta 0.0/34 de promedio y 0.0055 de desviacion
estandar para V=04, véase Fig. 10, es decir, alcanza un
incremento en el promedio de la deflexion normalizada del
21.55%, mientras que el percentil 50 no presenta cambio
significativo producto de la simulacion de PEC. La deflexion
esperada que mas se repite es del /.06% de la deflexion maxima
elastica en el centro de la luz (véase Fig.9, 10), pero puede
alcanzar hasta el 1.4% de la deflexion maxima eldstica.

(15)

10 - e
0.9
038
0.7
0.6

05

CDF 8y(t)
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0.3
—_— .v=z01
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...... v=03
- =v=04

0.2
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o

0 0.01 o.é:z 0.63 ) E:a 0.05 0.06
Bn(t)

Figura 10 Funcién cumulativa densidad de probabilidad de la deflexion

normalizada,dy parat=1sy V=0.1 a 0.4.

Fuente: Los Autores.
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Figura 11 Funcioén cumulativa de densidad de probabilidad de la deflexion
normalizada,dy parat = 3.0E+03 sy V=0.1 a 0.4.
Fuente: Los Autores.
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Figura 12 Funcioén cumulativa de densidad de probabilidad de la deflexion
normalizada,§y parat = 3.0E+04 sy V=0.1 a 0.4.
Fuente: Los Autores.

El aumento en el tiempo ¢ a 3.0E03 s genera una
disminucién en el modulo de relajacion produciendo un
aumento en la deflexion estimada; por ejemplo el promedio
de la deflexion normalizada aumenta de 0.2868 para V'=0.1 a
0.3960 para V=0.4, es decir hay un incremento en la
deflexion normalizada del 27.56%, véase Fig. 11. La moda
de las deflexiones normalizadas &, varia 0.259 para V'=0.1 a
0.200 para V=0.4, representando un decremento en la
deflexion &y del 18.92%., es decir que a mayor variacion en
las variables de entrada el valor que mas se repite disminuye
hasta llegar a 18.92 % de la deflexion maxima elastica
esperada, pero puede tener deflexiones aun mayores si V'
aumenta.

Para t=3.0E+04 s la funcion de fluencia D(t) =

1 Ey
Eco+E; [ Eeo
los promedios de la deflexion normalizada, véase Figs. 11,
12. El aumento en el promedio de las deflexiones estimadas
desde t=3.0E+03 s a 3.0E+04 s con V=0.4 de las variables
aleatoria de entrada es del 68.5/%,un aumento algo similar
se presenta al estudiar la varianza de la deflexion normalizada
(variable estocastica de salida, dy) para t=3.0E+04 sy
V=0.1, es del 0.00124 mientras que para V'=0.4 es de 0.0430
presentandose un incremento del 97.7 %.

t
(1 —e Tl)] aumenta, mudando rapidamente
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La distribucion de las deflexiones normalizadas para
t=1.0E+06 s siguen un distribucion de probabilidad
lognormal para V=0./ hasta 0.4, con promedios de la
deflexion que varian desde [.057 ‘hasta [.336
respectivamente, con un incremento del 20.86%. El
parametro estadistico que sufri6 mayor variacion fue la
varianza de E(t), pues para V'=0.1 fue de 0.0105 y para V=0.4
fue de 0.301 véase Fig. 13, es decir obtuvo un aumento en la
dispersion de las deflexiones esperadas del 96.50%.

La variacion V en las variables aleatorias de entrada (E«,
E;y pi) para los tiempo =1, 3.0E+03, 3.0E+04, 1.0E+06 s
y fijando =3E+03 y p;=IE+04 produce diferentes
variaciones en la deflexion normalizada respecto a la
deflexion en el centro de una viga sometida a carga
uniformemente distribuida (deterministica). Esta variacion
en la salida puede llegar a ser grande como se indica en la
Fig. 14, por ejemplo para t=3.0E+03 s y V=0.4 la variacion
de dvpuede llegar ser del 0.6 con distribucion de probabilidad
lognormal. La variacion de la deflexion normalizada tiene un
comportamiento no lineal y puede ajustarse a una
distribucion parabodlica (de segundo orden) para todos los
tiempos ¢.

i T T ———— e = = = = — —

g 0.6
A
W 05
=
o 04
®)
03 -_ V=01
. —\=0.2
...... V=03
01
- =V=04

00
0.0 0.5 10 15 20 25 30 3.5 4.0 4.5 50 55 6.0
Sy (1)
Figura 13 Funcion cumulativa de densidad de probabilidad de la deflexion
normalizada,dy parat = 1.0E+06 sy V=0.1 a 0.4.
Fuente: Los Autores.
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0.1

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 14 Relacion entre la variacion de las variable aleatorias de entrada
(con V=0.1, 0.2, 0.3 y 0.4) y la variacion de la respuesta Sy, respecto al
centro del vano para t=1, 3.0E+03, 3.0E+04, 1.0E+06 s y fijando
t=3.0E+03 y p;=1.0E+04.

Fuente: Los Autores.
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Figura 15 Comportamiento de la deflexién normalizada en el tiempo para
diferente variacion de las variables aleatorias de entrada (V=0.1, 0.2, 0.3 y
0.4) y la variacion del promedio de dy, respecto al centro del vano para =1,
3.0E+03, 3.0E+04 y 1.0E+06 s.
Fuente: Los Autores.

Esta investigacion estableci6 que para variaciones V' = 0.3
y 0.4 ent = 3.0E+04 s la deflexion normalizada es mayor a
la deflexion eléstica esperada y para t = [.0E+06 s la
deflexion puede ir desde /.07 hasta .30 veces la deflexion
elastica esperada para V' = 0.1 a (0.4 respectivamente, véase
Fig. 15. Si consideramos todas las variables que intervienen
en el proceso estacionario estocastico, definido por la ec. (15)
con margenes de variacion similares a los anteriormente
expuestos, estos valores de deflexion normalizada
incrementen aun mas.

4. Discusion

Se presenta alta variacion en los valores de deflexion
maximos probables, pues ellos pueden variar desde 3.5%
hasta 350% de la deflexion maxima eléstica para =1/ s hasta
1E+6 s respectivamente; para los t=3.0E+04 sy 1.0E+06 s
los valores de deflexidn maximos probables no aumentan,
mas si su probabilidad, contrario a lo observado para =1 sy
t=3.0E+03 s.

No existe una relacion directamente proporcional entre la
variacion en las variables de entrada y la variacioén en la
variable de salida (), es decir para coeficientes de variacion
mayor a 20% se esperan una dispersion en la variable
estocastica de salida aun mayor llegando a ser hasta del 60%
para V=0.4 con t=3.0E+04 s y 1.0E+06 s véase Fig. 14,
mientras que para otros tiempos la relacion entre V' de las
variables aleatorias de entrada y las variable estocastica de
salida es directamente proporcional y similar.

Es decir que para un tiempo ¢ igual 3.0E+04 s se tiene la
mayor variabilidad en el médulo de relajacion y esta a su vez
genera una alta variacion en la deflexion para cualquier 0 <x
<L. Lavariacion en la deflexion puede representar un peligro
para las construcciones civiles que no tengan un buen control
de calidad en materiales, mano de obra y equipamiento, pues
ello puede incrementar hasta en un 60% las deflexiones
previstas por el disefiador, véase Fig. 14.

5. Conclusiones

Este articulo demostrd la eficiencia y precision de PEC
acoplado con técnicas de superficie de respuesta para simular
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variables estocasticas con pocas rodadas para determinar la
respuesta estructural de las propiedades de los materiales a
través de la modelacion numérica/matematica visco elastico.
Esta caracteristica fue crucial para problemas visco elasticos,
ya que la propagacion de la incertidumbre de los parametros
ajustados de los datos de laboratorio se propaga a través de la
interconversion de la representacion matematica visco
elastico (E(t) a D(t) y modelacion numérica de las
ecuaciones constitutivas las cuales consisten de convolucion
matematica sobre el tiempo. Aunque este trabajo se centr6 en
solo el modelo solido de tres parametros para materiales
visco elasticos mecanicos, se demostr6 que la variabilidad en
los ajustes experimentales impacta en la interconversion del
modulo de relajacion (E(z)) después de la transformacion de
Laplace y causa la propagacion relevante de la incerteza a
través de la modelacion.

Los resultados también mostraron que la variabilidad en
el modulo de relajacion, E(?) no es unico en el tiempo, pero
depende del tiempo # en el cual el modulo de relajacion es
evaluado E(t = t;). El coeficiente de variacion para E(t)
incrementa para la parte de descenso intermedia de la curva
E(t) mas que para el tiempo ¢ inicial y final.

El méaximo incremento en la varianza de la deflexion
normalizada esperada para una viga biapoyada con carga
uniformemente distribuida se presenta en =3.0E+03 s,
cuando todas las tres variables aleatorias (Ex E; y p;) son
relevantes en la determinacion de £(z), mas que en los ultimos
tiempos (es decir =1.0E+06 s) cuando solamente E» es
relevante para la relajacion visco elastico. La variacion en el
moédulo de relajacion E(#) puede generar deflexiones
importantes no previstas cuando se aplican cargas a temprana
edad (pudiendo ser consideradas probabilisticas, utilizando
integral de convolucion), estas deflexiones pueden ser
evaluadas si se consideran materiales visco elasticos y aun
mas si se consideran todas las variables aleatorias. Técnicas
como Polinomios de expansion de caos disminuye el costo
computacional con poca o ninguna pérdida de precision y
pueden ser aplicados en cualquier sistema mecanico.
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