UNA APLICACION DE LA TEORIA DE GRAFICOS AL PROBLEMA DE LOS
POTENCIALES

Por :  JORGE CHARUM

. PRELIMINARES .- La teoria de graficos es una rama del algebra modernay
mas especificamente de |a teoria de conjuntos. En los (ltimos aios ha sido of
jeto de estudio por muchos matematicos (&erge. Ore, Harris, . | (). La razon en
mi concepto ha sido la posibilidad de su aplicacidn a las ciencias sociales
(psicologia, sociologia economia) alateoria de juegos, a la teoria de |a infor
macion y porque actualmente |as maquinas electronicas u ordenadoras hacen po
sible la resolucidn practica de problemas que ain cuando desde el punto de vis
ta tedrico se sabia la existencia de soluciones basadas en | a teoria de graficos
no se habia podido procesar dada |a gigantesca cantidad de operaciones, Es dig
no de notar que en el estado actual de cosas, en el dominio comercial e indus -
trial. y ain en el social. los estudios mas tedricos no son completamente de -
sinteresados y por el contrario. buscan casi siempre la aplicacion precisa de
los resultados.

Esta es una nota descriptiva sobre el método de potenciales que permite
obtener algunos resultados practicos para resolver problemas de ordenamiento
(sequencing y seheduling en Inglés ordonancement en Francés), y el problema
de los potenciales definide en estanota.

2. GRAFICOS .- En primera aproximacion un grafico es un dibujo. en el cual
figuran un cierto nimero de puntos y un cierto nimero de rectas, orientadas o
no. (Por ejemplo, en la figura 1 los puntos son, A B. C, D, las lineas v,
s, 5L nw)
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Al conjunto de este dibujo lo |lamamos pues un grafico. A los puntos los

|lamamos vértices y a las rectas las |lamamos arcos o aristas segln que sean
orientadas o no.

En una arista la orientacion no cuenta, y asi podemos decir que correspon
den a 2 arcos (uno en cada direccion), Nos restringiremos a los graficos sin
aristas, Asi un grafico estda formado por un conjunto de vértices X. y un con -
junto de arcos U.

La representacion de un grafico por un dibujo con las caracteristicas ano-
tadas es la mas simple, pero evidentemente dificil de manipular en los desarro
llos tedricos.

Definiremos entonces un grafico como unapareja G = (X. U) (donde X es
el conjunto de vértices del graficoy U es el conjunto de arcos) tal que si
ve U entonces existen x, xje X tales que existe un arco que vade «x

(extremidad inicial) a x; (extremidad terminal). Este hecho o denotaremos
escribiendo v - (x; "’.)

1

Se dird que x, es el antecesor de x; oque x; esel sucesorde x;

Sea I una aplicacion multivoca [ 1] definida asi . paratodo x si

y « ' x enfonces existe (x y). U Setieneasique I'x -1y |y:X (xy)
Ut

El grafico G esta perfectamente determinado por lapareja (X - U) o po!
lapareja ( X. ")

Defmicion 2. 1.~ Sea card(X) ~n, y G el grafico que tiene como conjun
to de vértices a X. y como conjunto de arcos a . A iamatriz cuadrada de
orden . M - (m,;) donde . m,; - 1 siysolosi (x;. x)cU

mi; =0 siy solosi (x;. xpfU.

la llamaremos |a matriz asociada al grafico G.

Definicion 2, 2.~ Se |lama camino auna sucesion ordenada de arcos tal
que la extremidad terminal de un arco seala extremidad inicial del arco si -
guiente, En el caso de que la extremidad inicial del primer arco y |a extremi-
dad terminal del Gltimo coincidan, se dice que se tiene un circuito,

Definicion 2. 3.- Se |lama longitud de un arco a un numero que esta rela -
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cionado con este arco. (El sentido de esta definicion debe siempre precisarse
segln el campo de aplicacion, Esta longitud no satisface necesariamente los
axiomas habituales de longitud).

3. (GRAFICOS SIN CIRCUITO.

Proposicion 3, 1.- Sea G = (X . U) = (X . ') un grafico, entonces las
tres propiedades siguientes son equivalentes -

(a) G no tiene circuitos -
(b) Cada A c X admite por lo menos un vértice que no tiene
sucesores en A ;

(c) Se pueden numerar los vérticesde G - (X. U) de tal ma
nera que el nimero dado a cada vértice sea estrictamente
superior al de cualquiera de sus predecesores y estricta-
mente inferior a cual quiera de sus sucesores,

Es decir existe una aplicacion » definida sobre X con valoresen Z
tal que paratodo x.X. si y«[, ! entonces h(y) < b(x),

Demostracion 1. 1.- Supongamos que G - (X. U) tiene al menos un cir
cuito y que existe al menos un subconjunto A de X tal que cada vértice
de A tengapor lo menos un sucesor de A. Entonces dado que para todo
x ¢ A hay por lo menos un sucesor en A tenemos que

PxMN A # ¢ paraxeA.

De donde se puede seguir que el hecho de que G tenga al menos un circuito
implica que existe por lo menos un subconjunto A de X tal gue cada uno
de sus elementos tiene un sucesor en A. Esto podemos sintetizarlo ponien-
do

no (a) implica no (&)

1. 2.- Sea A el subconjunto de x tal que paratodo

x¢ A, "xMA# ¢. Construyamos un circuito teniendo todos sus vértices
en A. Sea card (A) = n. Tomemos x;. A entonces existe un x,¢A tal
Qe x,¢I"x; (x, sucesorde x;). Dado que x,¢ A entonces existe un
X3¢ A tal que x3¢ ' %5, Repitiendo este proceso »+ 1 veces, existe por
lo menos un vértice que es utilizado 2 veces, Si llamamos py ¢ el orden de
la operacion en los que aparecen por primera y segunda vez el mismo vértice
x, y que nos sirven también como indice, tenemos que el camino formado por
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los vertices x donde

p,xp_hl,....xq,,‘;;-\'q

Xp=xg=x CON g-p<nesun circuito,

Este podemos sintetizarlo poniendo no (&) implica no (a). y con el resultado
precedente tenemos (a) siy solo si (b).

1. 3.~ Construyamos un conjunto de nimeros que tengan la
propiedad (c) es decir, si asociamos un numero a cada vértice x, X este
nimero tiene la propiedad de ser mayor que el nimero asociado a cualquiera
de los vértices predecesores de x, pero menor que cada uno de los nimeros
asociados a los sucesores de x, Se puede transformar |a propiedad (&) reem
plazando el concepto de sucesor por el de predecesor, Es claro que la propie-
dad se conserva pues cambiando |a orientacion de todos los arcos no se modi
fica el hecho de la existencia o no existencia de un circuito del grafico.

Sea Y, el conjunto de los vértices que no tienen predecesores es decir
Y, esel conjunto de los x, X y tales que "1x-p. Sea b laaplica-
cion que asocia a cada uno de los elementos de Y, el valor cero es decir
paratodo x Y, Ah(x) -0 Sea X, =X-Y, ysea Y, el conjunto de los
vértices de X, que no tienen predecesores en X, (es decir sus predecesg
res pertenecen a Y ). Entonces Y, = | x| xeX, I Te ) X, -0l

Asociemos a estos vértices de Y, mediante 5 el valor 1 es decirpara
todo ¢ Y,.bix)- L

Se puede sequir este procedimiento construyendo en cada caso el conjunto
¥4 a cuyos elementos les asociamos el valor £ asi

v ikl

.\'k‘ X -+ Y; ¥ )”k—~|-l“ xe Xp l-‘-}-\'nxk_ﬂl

U
120
y para todo x, Yi b(x) &

Se tiene pues un sistema iterativo para |a construccion del sistema de nu
meros A(x) paso a paso que [lamaremos el rango del vértice en cada etapa
se define A(x) por lo menos para un vértice, y sabiendo que card (X) es fi-
nito. en un numero finito de pasos se llegara al final .

Tenemos entonces que (b) implica (c) como se sabe que (a) implica (&),
entonces (a) implica (c). Que de (c) se sigue (a) es claro. pues. recorrien
do un camino. la aplicacion es estrictamente creciente de vértice a vértice,
No se puede entonces, a lo largo del camino pasar 2 veces por el mismo vérti
cey esto para todos los caminos lo que termina la demostracion ,
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4. SISTZMAS DE POTENCIAL SOB&E UN GRAFICO-- Se |lama sistema de po-
tencial a un sistema de desigualdades de la forma ¢. - 1y > ay donde los 1. j
varian de 1 a = los f; son las incognitas los valores a;; son valores da
dos, El término potencial se debe a la analogia con los curcun{os eléctricos,

I. Enunciado del problema. Sean » incégnitas de la forma ¢;. donde

ieN N=11,23 ... n} yque satisfacen las desigualdades :
1) 42 by ieN ;N CN
2) 15k ieN“ :N7CN
3) ti-t:-;a-’.f (i.7)e K . K'CN=xN
LU RPN aj; (i.j)¢e K "K"CNxN
donde &, b a';; son constantes dadas, Pesolver el problema signifi

ca a) determ{nar Ia o las soluciones del sistema {(eventualmente la no existen
cia) b) a partir de una funci6n criterio determinar ia solucion Gnica optima,

Es evidente que este problema cae bajo el campo de |a programacion lineal
y que un algoritmo (p. e, el simplex) puede resolverlo. Se vera que basandose
en la teoria de graficos se pueden encontrar criterios de existencia y de opfi
mi zacion mucho mas simpies. Se resolvera el problema agui encontrando ja so
lucién que minimiza el sistema,

I). Resolucién del problemo. Sea P el conjunto de las soluciones T del
sistema, Int:oduzcamos una refacion de orden - definida asi

T ¢T siysolosi f; ¢, paratodo i, N

entonces si P # p el sistema admite una solucion minima (bajo esta rela
cion de orden. P es un reticulo).
Sea @ la solucion (minima) tal que
8<T paratodo T en P, si P+ @
1. Asociemos al sistema de potenciales un grafico asi  sea G - (X. U)
el grafico tal que X = 1xtNU1xa N=112....n!
Sea N, = Njlol Definamos &; - a,; paratodo ic N

b= a; paratodo i. N

@y a; paratedo (i j)e K

a‘_'i = ﬂ’.’» para tho (i: j) 3 K*

Sea KCN,x N, tal que (i j)ecK siysolosi (x;.%)¢0
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Asociemos cada valor #; i N aun vértice x; y a x, el valor

fp=0.ya cada arco (x;. x,-) el valor a;j. Que se llamara su longitud,

2. Una condici6n necesaria y también suficiente (pero la demostracion no
se hara aqui, Ver por ejemplo [2]. paginas 95 - 99). de la existencia de un
sistema de potenciales sobre G es la de que no haya circuitos de longitud
positiva,

Demostracidn. Sean x; x, , ... x,. x; Vértices que forman un circui
to de longitud positiva, Se tiene entonces que
fa - Hz2a
t3 - 1y zay
I3 - .
p p1z2%1 p

Fp = by 2 8y

Sumando tenemos que 0 _ K y K -0 lo que es absurdo, Reciprocamente. se
puede construir un sistema de potencial sin circuitos de longitud positiva. En
tonces si no hay circuitos de longitud positiva p /4.

1ll. Metodo de Resolucisn Sea ¢ tal que todo arco es de longitud posi-
tiva necesariamente no tiene circuitos. Asociemos a cada vértice x, un nu
mero o, - ilamado su ~marc3cion’ utilizando el mismo método que nos ha
servido para encontrar el rango de un vértice en un grafico sin circuitosy de

vaior .

a) a; -0 paratodo x», que no tiene predecesores es decir todo x
tal we s, fjx 0.

1

b) Entre los vértices no marcados se toma un vértice x, tal que todos
sus prede cesores estén marcados v se e asocia el valor :

ay - max [alb-i db']
X ]"'1 z
be x;
es decir dado que todos los predecesores de x, estan marcados. el valor de
estamarca. mas |a longitud del arco al vértice x, y esto para todos los pre-
decesores. nos determinara el valor maximo marcacion de x;. Se continua
la fase b) hasta que todos los vértices estén marcados.

Es claro que existe necesariamente por lo menos un vértice para el cual
todos los antecedentes estén marcados . De no ser asi. G tendria por lo me
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nos un circuito (propiedad (b) secc. 3).

El método es facilmente programable en un ordenadar: el algoritma corres
pondera a las fases (a) y (b) los valores a; nos dan los valores minimos que
los ¢; pueden tomar,

El sistema de soluciones la;| para ¢, N, esigual a & ya queenca
da vértice por lo menos una condicion de desigualdad es cerrada,

EJEMPLO - Seael sistema:

by Ry 3
ty - by 3 4
g ~dp 2 4
ty o by 3 9
by - 43 2 9
s« ty 2 8

Construyamos el grafico

1) Se marca 24 - ¢ (tiene a xp como antecesor y la longitud de arco
rxo x4) es cero).

2) x, tiene todos sus antecesores (x4 unicamente) marcados entonces
eneste caso max 10+ 91-9 4, - 9.
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3) x, tiene todos sus antecesores marcados,
Enestecasc o, =maxl9+ 5} 14

4) x5 tiene todos sus antecesores marcados (en este caso x; y x,) lue-
90 a3 =max[(14+4).(9+9)]=18

5) x5 tiene todos sus antecesores marcados (en este caso x;y x,) luego
as =mdx [ (14+4). (9+8)] = 18

Entonces la solucion minima del sistema es ;

. 1%
9
18

= 0

= 18

N

-
i u.n

~
A

.
o
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