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A. Presentacion del Problema.

Multicolinealidad es el nombre dado al problema que aparece cuando alguna o
todas las variables independientes en una relacion esuin altamente correlaciona-
das una con otra. Aqui llega a ser muy dificil sino imposible, detectar sus influen-
cias por separado y obtener estimadores razonablemente precisos de sus efecwos
relatvos, esto es, los coeficientes de regresién parcial pueden no ser significan-
tes aunque cxista una relaciéon estadistica entre la variable dependiente y el con-

junto de variables independientes.

Este fendmeno es tipico en problemas economicos y de mercadeo, por ejemplo
las variables independientes ingreso familiar y activos tenderdn a ser altamente

correlacionadas.

B. Casos que se presentan.
Se pueden considerar varios casos distintos :

Caso | : Existe una relacion lineal exacta entre 2 variables (Perfecta multicol inea-

lidad).

Supongase que en el siguiente modelo :
Y =& * Pixq * ByXpte
Se cumple la siguiente relacion exacta entre X ¥ X2

X;=k; * ky X;
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Tomando desviaciones con respecto a la media aritmética tenemos :

I ExXp 2 EX%  kpEXP

S| Ekz*z y ¥'% =
5x,X;  3x%, k x5 %yt

Entonces el determinante de ¥'¥ es

| %3] =k,2(3%,202 - k2 (5x%,)2 =0

Esto implique que (330! no existe y asi no podemos estimar /3 .

La interpretacion geométrica de este caso es interesante

Y

g

§

Xy

La dispersion de puntos en ¢l plano XX, ocurre exclusivamente sobre la
linea X, - k; ! ky X7. Los valores de Y simplemente elevan estos puntos de-
jandoles en un plano vertical; acriba v abajo de una linea recta en el espacio tri-
dimensional. Al tratar de explicar Y. ¢l hecho de que las vadables X y X,
esten relacionadas literalmente hace que se pierda una dimension, y el mejor

djuste minimo cuadratico para Y no es un plano sino una linea, Ia linca AB pa-

ra este caso.
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Si se mantiene la misma estructura de correlacion, es decir si se conserva la
relacion de X; y X, y nos limitamos a predecir sobre la linea AB de la figu-
ra no se presentan problemas especiales pero no podemos examinar como X1y
X, afectan a Y individualmente; cualquier intento de definir By, _1?2 , los e-
fectos marginales de X, X,, implicaria tratar de explicar Y con un plano en
lugar de con una linea y se encontraria que hay infinitos planos que pasan a tra-
vés de la linea AB; cada uno de los cuales produce uha suma de cuadrados de

los errores igual y pir lo tantwo obtenemos el mismo ajuste para todos.

Caso JI : Un caso menos extremo pero mucho mas probable es el caso en que los
valores de las variables independientes que aparecen en nuestra mues-

tra estan altamente correlacionadas, pero no perfectamente correlaciona

das. Lo que sucede, en otros términos, es que una o mas variables tien-

den a ser funcion lineal de una u otras variables con una pequedia dis-

turbancia.

Supongamos el mismo modelo Y; = /i, + 51 Xy; + 5 X+ § con

Xy =kyp tkyXg YU, i = 1,2,.... n donde U; es unapequedia disturbancia

tal que E(U;) = 0y ademas > X;U; = 0 Xp; = kpXy; 1 U; entonces:
2 2 2
R SRS TRIRAY 2% (kg X5 * U
*x = o
> Xy (kg Xp; +.U}) > X%
[ 42 542 - 112 2
ltz b X3 t 2U§ ltz Zxﬁ
*l % =
2 2
ky 2% F X3

|lx| = k2(sx3? + x3) cud)-Bxd)? = (3x3) zudh)

£ %#| es por tanto muy pequeiio.
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Entonces :

: EX3i Ky 23 \
(ool = ——
(zxdysud
-k, T2, ky 3 x3; + su?

Luego los elementos de (3¢ 30} son muy grandes y por tanto los elementos
de la mawiz de covarianzas de ;} seran también muy grandes, asi como también

-~
los errores standar de los J%{ 1o cual nos da valores poblacionales muy inciertos.

Debemos observar que es posible tener una relacion que se ajuste muy bien,
" ) 2 ; : -
es decir, tenerun R alew, y ain asi, al aplicar prucbas t para los iy se pue-

de obtener que ninguna de éstas son significativas por separado.

C. Un método pora detectar multicolinealidad.

Como ya se ha dicho, se puede sospechar que existe una severa multicolinea-
lidad cuando las variables en conjunto son sigaificativas pero individualmence no

lo son.
Prueba empirica de Klcin : Pasa examinar la severidad de la colinealidad por

pares de las varables independicentes, Klein sugiere construir la matriz de corre-

laciones de las variables :

kgl (xki - xi) (.‘(kl C x])

v -2 I T2
Mg”‘ki X;) kfltxk] Xy)

R es lamatriz de correlacione s.

Se sugiere como regla que si el m:iu | iy ' © R %, donde R ¢s el coe

liciente de comelacion miltiple. la multicolinealidad es tolerable.
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D. Soluciones al Problema de Multicolinealidad.

. Eliminacion de una o varias variables independientes del modelo.

Se propone esta solucién para disminuir la multicolinealidad y asi reducir los
errores standar de los coeficientes de regresion estimados de las variables
que restan en el modelo. Esta accién sin embargo no ayuda a evaluar los efec
tos de las variables independientes por 2 razones. Prilnero : No se obtiene in-
formacion acerca de las variables dejadas. Segundo: Las magnitudes de los coe
ficientes de Regresion para las variables independientes que quedan en el mo-
delo son afectadas por las variables independientes no incluidas en el modelo;
la influencia de las variables eliminadas pasaal término de error, de esta for
ma, el término de error quedara correlacionado con las otras variables y el esti

mador minimo cuadrado deja de ser insesgado.

2. Uso de informacion extrana.
En algunos casos es posible obtener informacion adicional acerca de los pasl-

metros del modelo; esta informacion puede ser conocimiento de la razon de al-
gunos coeficientes; de los valores de algunos coeficientes, de los valores de
alguna combinacion de los coeficientes; o simplemente del signo de algunos
coeficientes.

Este conocimiento puede provenir de investigaciones empiricas anteriores o

de otras muestras.

Restricciones Lincales exactas : Minimos cuadrados restringidos. Supongamos

que la informacion extrafia es una restriccion lineal exacta sobre los coeficien-

tes.

Doade ¥ es ] x 1 conocidoy R esunamatriz ] x k conocida, de rango

] <k yasitenemos | restricciones independientes sobre los elementos de

B.

Casos especiales son :
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i) Conocimiento de los valores de algunos elementos de /% por ejemplo

fy= fs con y=(8) R=(1,0,...,0
ii)  Conocimiento de la razon de algunos clementos de /3 por ejemplo

,51/:‘32=61 Y 53"’162 = c3 con

l-cl.ﬂ...,O
R =
Oy c3, 10...,0

itil) Conocimiento del valor de una combinacion lineal de los valores de los

clementos de /7 por ¢jemplo
Byt...*Bpy=1com ¥y=(1) R=(LL4...,1

Para incorporar esta informacién se propone el método de los minimos cuadra

dos restringidos.

Debe obtenerse el /i que minimice [a suma de cuadrados del ermor, es decir,
(W -X /" (¥ - X /) sujeto a la restriccion kg-y=0
Por consiguiente minimizamos

s=(¥-xXA'(Y-xXP)-2N(R B (2)

Donde A es un vector Jx1 de multiplicadores de Langrange. Detfivando S

con respecw a /7 e igualando a cero tenemos

1 a8 * . .
— — -x Y@ A-mA =0
2 "‘[‘
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- -
donde = son los valores que minimizan a S,

x a* A L] _] ’ -
Entonces T X X) R (3)

el

Donde “es (X X)X ¥
Premultiplicando por R se obtiene

- A

R R+ rRxho! g (4
Imponiendo la restriccion R.‘. = ¥ daz
A 1 >
y= RO R¥EXE) R'A (5)
-
A = [ R YR [v- R (6)

Reemplazando (6) en (3) tenemos

A

. 7 - <1 ge1-1 1. >
A= A+ 'l R R0 IR I [y-REAT

. >
Se ve que el estimador reswingido 7 difiere del no restringido /* por una
- -
funcion lineal de la cantidad v- R /7 por lo cual /1 decae para satisfacer la

restriccion.

Propiedades de /3"

o~

=@l x [xp+tel = Lt ¢
Reemplazando en (7) tenemos :

A = p+(xm! X ¢ +(x0! R [RX ORI yRA-RIXXYIX €]
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ol wn e ot ol = 8)
A RN NS S VR U 0 4 St GRS RIC 3k

Yaque y-RO =0
Entwnces
E[A"] - Luego /i"es un estimador insesgado de /1

-
-

V= E [ - A A

E{-x ! r[REx TR ol xx! xt e @ xix'x!
» -1 _

(1-R [ROxX T R]IREETH =

o 1 {xxy! xR IR R) T R(XX) T}

s o2(xo' (1-r [RXD R TRXDO

Luego V* =V - VR' (RVR')-] RV donde Vv - 2 (I'I]'I

Es facil ver que hay una ganancia en eficiencia. Se sabe que V es definida
positiva; puesto que K es una matriz k=] de rango ], se¢ sigue que RVR'
es definida positiva y por tanto (RVR' )'l tambi¢g es definida positva. Ademas
(RV)\"(RVI‘I")"IRV es definida no negativa, asi cada elemento de la diagonal de

V* cs menor o igual que el correspondiente elemento de V.

- . - -
Concluimos que la varianza de cada elemento /7 s menor o igual que la va-

: . >
rianza del correspondiente de

Ademas ﬁ. es el BLUE de /*
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S— . ; .
En la prictica puede ser mas conveniente computar /3 usando las restriccio

nes para eliminar algunos elementos de [3 entonces se aplican minimos cundro'«j

dos ordinarios y finalmente imponiendo la restriccion se estiman los elementos

de /i que restan

Ejemplo : Supongamos el modelo Y = 31 X1 + ,‘32 X, t € y sea la restriccién

1=-28,4 [, sustiuyendo la restriccién en el modelo se tiene :
Y=[31x'+(2ﬁl*l)X2+E o,

Y-Xp= Bplx; + 2Xp) + ¢

Lo cual puede éscribirse como

Y* = ﬂl X+ ¢

Regresando Y* sobre X'obrtenemos ,f*.l e imponiendo la restriccién da

B =241
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