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UNA APLICACION DEL METGDO DE MAXIMA
VEROSIMILITUD EN ASTRONOMIA GALACTICA

Eduando Brieva B.' Antondio Uribe B.?

1. Introduccidn.

Desde la publicacidn del libro ya cliasico
de Trumpler y Weaver (1930) la utilizacidn de la
estadistica .en las disciplinas astrondmicas 3@
ha generalizado. Por ejemplo, el estudioc de 1la
rotacidn de la Tierra emplea series de tiempu:
el andlisis multivariado es una poderosa herra-
mieﬁii'de seleccidn y clagificacidn de objetos
astrofisicos, tales como pulsares, cimulos glo-
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bulares, cefeidas de periodo muy corto; los mé-
todos de mixima verosimilitud y Monte-Carlo se
aplican al estudio del campo de velocidades este
lares en la vecindad del Sol, etc.

Se presenta aqufi una aplicacidn de la in-
ferencia estadistica para resolver el problema
de la pertenencia de estrellas a los denominados
ciimulos abiertos, mediante el método de miaxima

verogsimilitud.

Los ciimulos abiertos, que se hallan distri
buidos en el disco de la galaxia, son conglomera
dos de decenas a centenares de estrellas, en ge-
neral jOvenes, con una relacidn gravitacional
mds estrecha que la existente entre las estrellas
del campo que los rodea (Alter et al., 1970).
El Catdlogo mas reciente (Ling3d 1980) contiene
1.130 cimulos. Sus propiedades cinemdticas, foto
métricas y espectroscdpicas permiten un mejor co
nocimiento de la distribucidn estelar en nuestra
galaxia, contribuyen al analisis df la evolucidn
de las estrellas, al estudio de la dindmica este
lar y de la evolucidn galdctica. Para ello es de
crucial importancia determinar cuales estrellas
pertenecen al climulo, para luego elaborar um dia

grama magnitud-color, o diagrama de Hertzprung-



Russell, no contaminado, que es el objetivo prinmn
cipal de los estudios astrométricos sobre perte-
nencia. Todo €sto encuentra una aplicacidn funda
mental, ademds, en la calibracidn de la escala
de distancias del universo, en la cual el ciimulo
de las Hiadas juega un papel preponderante (Han-
son, 1980).

Asi pues, la distincidn de las estrellas que per
tenecen a un cimulo abierto, a partir de la observacidn
de una regidn generalmente rica en estrellas, mn-
chas de las cuales aparecen en el campo conside-
rado sin pertenecer al clmulo, es uno de los pri
meros problemas que se debe afrontar para estu-
diar tales objetos y analizar sus propiedades.

A menudo se quiere confirmar o rechazar la perte
nencia de cierta clase dé estrellas a un clmuio
en particular, por ejempio, supergigantes, cefei
das u otras variables, estrellas en etapas tum-

pranas de su evolucidn, "blue-gtragglers'", etc.

Existen bisicamenie tres métodos para de-
terminar la pertenencia de estrellas a un cimulo

abierto.

El m&@todo fotom&trico se vale del diagrama Hertz
prung-Russell para distinguir los miembros del

cGmulo. Este método estd limitado por la absor-



cifn interestelar, diffcil de estimar, que modi-
fica la ubicacidn de las estrellas en el mencio-

nado diagrama.

El método de las velocidades radiales, determina
das por efecto Doppler, ubica en el climulo aque-
llas estrellas cuya velocidad radial no difiere
mucho del promedio de la velocidad radial para

el cimulo.

El método de los movimientos propios, una de cu-
yas modalidades se expone aqui, adscribe al cimu
lo ciertas estrellas de la regidon de acuerdo con

un criterio probabilistico.

2. Material observacional.

Consideremos la velocidad V de una estre-
1la con respecto al Sol. Esta se descompone en
una velocidad radial 71, cuya magnitud se deter
mina espectroscdpicamente por medio del efecto
Doppler, y una velocidad Vt‘ tangencial a la es
fera celeste, cuya magnitud solo puede determi-
narse a través del llamado movimiento propio,
conociendo la distancia de la estrella al obser

vador.
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"El1 movimiento propio, U, de una estrella
de coordenadas (u,6), se define como el cambio
angular anual de su direccidn heliocéntrica en
la esfera celeste, debide & su velocidad ﬁt. A
su vez Pt puede descomponerse en sus preoyeccioc-
nes.segiin el circulo paralelc al ecuador celeste
y el circulo miximo perpendicular al ecuador, en
componentes (Ut)a' ‘Vt)a' Se definen las conmvo-
nentes U y-us-del movimiento propio, como loso
desplazamiewtos angulares que dan lugar a las ex

presiones siguientes:

. = {
(W, = b n (1)
(Vt)é - uék’

siendo 4 la distancia a la estrella y #' el radio

de! circulo paralelo. Por tanto se cumple:

(Ut)u = (uac036)& (2)

w no.

s = Vs

Las unidades de Wy ¥ MHg som segundos de ar
co por afio; para la gran mayoria de las estrellas
Mo
afios. En el plano tangente generado por (Vt)a,

Y ug s6lo son apreciables al cabo de muchos

consideramos las proyecciones de uacosé



y de ué, que respectivamente se llaman ux y u,:

U
Uy = uucosﬁ (3)

uy = Uy
La determinacidn del movimiento propio se
logra tratdndose de estrellas débiles, mediante
la comparacidn de dos o mids placas fotograficas
de la misma regidn del cielo, obtenidas en obser
vaciones separadas por un lapso de muchos afios,
preferiblemente bajo las mismas condiciones ins-
trumentales. Como resultado de este proceso(‘)

se obtienen valores de ux y U, para las estre-

Y

llas de la regidn; estos datos son los que se

utilizan en el anfdlisis de pertenencia.

3. Distribucién de los movimientos propios.

Obtenidos los movimientos propios de la re
gi0n considerada se elabora un diagrama cartesia
no en donde se representan dichos movimientos co
mo puntos de coordenadas (ux,u ); este diagrama

Yy

se denomina Diagrama Vectorial de Dispersidn, DVD,
Ver figura 1.

(1) Para los detalles véase por ejemplo Smart (1965),
p. 299,
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Figura 1 Diagrama de dispersicn de los movimientos proplos
en la regi106n del cumulo abierto NGC654.Las unidades son ce-
gundos de arco por siglo. El diagrama tiene 2500 celdas, en
cada uns de iss cuales ge ubica un punto (+). entre 2 y 8,
o mds de 8 puntos (*)

Pigura 1
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Se plamtea el problema de discernir cufiles
de estos puntos corresponden a estrellas que real
mente son miembros del cfimulo y cufiles a estre-
llas que son del campo considerado. Para ello
se introduce un modelo de funcidn de densidad bi
variada mixta ('"contagious'") de los movimientos pro

pios Hys M dada por

Y

¢(ux.uy) = a¢l(ux,uy)+(l—a)¢2(ux.uy) (4)
siendo a y l-o las ponderaciones de las componen

tes.

Esta funcidn ¢(px,uy) estd formada por 1la
superposicidn de dos distribuciones, ¢1 y ¢2,que
se suponen normales bivariadas,lo cual se justifi-

ca a continuacidn.

Para los movimientos propios de las estrellas del
climulo se adopta un modelo de funcidn de densidad
¢1, normal bivariada circular, ya que - salvo en
climulos muy cercanos - para tales estrellas pesan
fundamentalmente los errores accidentales de ob-
servacidn, que se dispersan en igual forma en am
bas direcciones, como es ldgico suponer. Para las
estrellas del campo se postula una funcidn de den

sidad, ¢2. normal bivariada eliptica, va que aqui



intervienen mGltiples factores de dispersidn al
tratarse de una poblacién cinemdticamente hete-
rogénea. Se considera que esta funcidn es una
aproximacion adecuada, si se eliminan del DVD
aquellas estrellas cuyo comportamiento se apar-

ta notoriamente del de la pobliacidn (Sanders, 1971).

A este modelo se ha llegado después de va-
rios ensayos. Inicialmente {(Vasilevskis y Rach
1957) se pensd en una funcidn uniforme para el
campo y en una normal bivariada circular para e!
cimulo, modelo que fue modificado mediante la st
perposicidén de dos ‘normales bivariadas, una civ-
cular y otra eliptica, por Vasilevskis, Klemola

y Preston (1958).

La distribucidon mixta ¢ es una distribu-
cidn bivariada no normal para la cual se tierne,

de manera explicita:

n o e
dugu,) = Ly exp{-[(RaHHY2 | (RubuL)?))

n2 1 My “Ux212  Hy Hyoy2
+ == exp{-————{( I+ (S
- 2p(Racix2y (Rutudy )y (5)

X y
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Esta funcifn de distribucidn depende de 7 parame-

tros:
n,: nlimero de estrellas pertenecientes al ciimulo.
n,: nimero de estrellas pertenecientes al campo,
= N.
n1+n2
(uxl,uyl): coordenadas del centro de la distri-
bucidn del clmulo.
0: desviacidn estdndar de ¢1.
(uxz uyz): coordenadas del centro de la distri-

bucidn del campo.
(ox,cy): desviaciones estandar de ¢2.
p: coeficiente de correlacidn de la distribu-

cidn del campo.

Puesto que el coeficiente de correlacidn
de esta distribucidn correlaciona movimientos
propios, #u valor no es, en principio, signifi-
cativo en la interpretacidn del modelo y por 1lo
tanto puede mmularse mediante una transformacidn
de coordenadas tal que la forma cuadridtica aso-
ciada a la distribucidén eliptica tome su forma

candnica (Trumpler and Weaver 1930); la anula-
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cidn de p simplifica los cdlculos para la estima
cidn de los pardmetros de ¢. Aunque es lo que sue
le hacerse conviene aclarar que se obtendria upa
mayor precisidn si no se hiciere tal simplifica-
cidn. La validez de ésta requiere que las dos

componentes del modelo mixto se superpongan sufi
cientemente, lo cual no es un hecho que se pueda

garantizar en general (Slovak 1977).

Eliminado p, se obtieme ¢ dado por:

" ~Ux1y2, (Hy-Hy)y2
$gany) = Ly expl-3{(EEL 5 (DA )
2mao
"2 1 Mx-Ux2y2, (Hy-By2y2
+ exP{_f[( xoux ) +( yoUJ/ ) 11. (6)

4. Estimacion de pardmetros por el método de
maxima verosimilitud.

Los ocho par@metros de (6) se pueden esti-
mar por el método de mdxima verosimilitud (Sanders

1971) a través de los siguientes pasos:

a) Escritura de la funcidon de verosimilitnud.
N

L= TT oG my) 57



12

siendo N el nimero total de estrellas de la re-
gidn, Esto es,el niimero de estrellas del campo
mas el nimero de estrellas del cimulo.

N

log L = L_leogwuxi,uyi) - (8)

b) Obtencidén de las ecuaciones de verosimilitud.

Derivando parcialmente (8) con respecto a
cada uno de los ocho parametros e igualando a ce
ro se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
no lineales, en el cual figura a la izquierda el

parametro asociado con cada ecuacidn:

N R
] o l(AL By -

n : -
2 =) GxO'u 02
N -1
Hyx 2 LZI¢ Al -uy,) = 0
N 1
- a 9
My LZI¢ Ai(uyi uyz) 0 (9)



13.

N — 2
. -1 UxL Hy2 _
G+ g IR AT -
N My s -Hyo. 2
o, 1 ¢ lA&.[(—g-é:——-‘ﬁ) -1] = o (9
£=1 y
N ” i s lw 1 ran! 5{ L 2
s -1 (hee-tx1y *Lf 4~ 51) _
ot ’Z‘¢ B, [ 5 -2] =0
A=1 a

con Ai’BL dados por:

Le iXs—g Uy r-Uy2
A, = exp{-g[(FEX2) 2, (28 02Y 21
x %y
Lr Mxg-Uxly 2. Mye-Hyly 2
B, = exp{-5[(—7) "+ (-4 ]} .

c) Solucidm del sistema de ecuaciones.

El sistema (9) se puede resolver utilizan-
do t&€cnicas num@ricas como 12 desarrollada oo,
Brown (1969). Para lograr convergencia a unz & -
lucidn es necesario depurar antes los "outliers™
en el diagrawma de dispersifn de movimientes pru-
pios y partir de una solucidn inicial convenien-

te, suficientemente vecina de la solucidn fiuv«i.

5. Criterio de pertenencia.

El proceso anterior ha permitido estimar
todos los pardmetros de las distribuciones ¢, y
¢2. Por tanto es posible construir um criterio

bayesiano de pertenencia mediante 1la expresidn
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siguiente, que asigna a la estrella {-ésima de
la regidn considerada una probabilidad de perte

nencia al cfimulo, designada por Pi (Wolfe 1970):

_ PCo) puxg,Myi/e)

(10)

P'(-' = P(C/uxi.uyi)

en donde
p(c/“xi’“yi)’ probabilidad condicional de estar
en el c@imulo, dados uxi,uyi.

p(e): probabilidad de pertenecer al climulo.

p(ux.,uy,/c): probabilidad condicional de tener
L A
el movimiento propio ”xi'“uz dado que se estd

en el cimulo.

p(uxi,uyi): probabilidad de tener el movimiento

propio Hx oWy ,e

La £0rmula (10) se traduce inmediatamente

en,

p. = n1¢l(ux‘(_.1‘ly‘é) (11)
« 6 Cuy oty )

Determinadas las antericres prebabilidades

de pertenencia p.eee forma un vector de probabi
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lidades P, cuyas componentes aparecen en orden

descendente. Como se tiene ya un valor para ﬁl’
estimador del niimero de miembros del cimulo, se
pueden considerar como estrellas m3s probables
de 8ste aquellas que corresponden a las primeras
[ﬁl] componentes de P, en donde [ 1 designa 1la

parte entera.

Debe anotarse que el numero de estrellas
consideradas en la regidn N, fluctlia en los tra
bajos observacionales de acuerdo con la magnitud

(2)

limite que se haya escogido para el estudio.

6. Aplicaciodn.

Se presentan a continuacidn los resultados
obtenidos al aplicar el método descrito al cimu-
lo NGC654, ciimulo galdctico joven, clasificado
por Trumpler (1930) como I2p. Los movimientos

propios se obtuvieron de Stone (1977).

(2) La escala de magnitudes mide el brillo aparente de
las estrellas. A una diferencia de 5 magnitudes co-
rresponde una relacidn de brillos igual a 100. En
@sta escala a mayor magnitud menor brille.
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En la Figura 1 se muestra el diagrama de
dispersidn de los movimientos propios de NGC654.
Claramente se observa una regidn de concentra-
cidon de (px,uy). El modelo que superpone dos dis
tribuciones normales bivariadas, una eliptica y
otra circular, parece ajustarse a la dispersidn

que presenta dicha figura.

El procedimiento seguido para determinar
las probabilidades de pertenencia, en especial
el proceso de depuracidn de los datos, es el de Zhao

et al. (1981), que puede resumirse asi:

a) Se eliminan todas aquellas estrellas con

I“xl > 2"/siglo & |ug| > 2" /siglo.

b) Con las restantes se encuentra un valor aproxi
mado del angulo de giro, se calculan los movimien
tos propios en el sistema rotado y se eliminan

aquellas estrellas tales que qul > 1.5 0 |Uy| >
Iz 5%

c) Con las estrellas que pasan los dos filtros
anteriores se resuelve el sistema de ecuaciones
(9), se calculan las probabilidades de pertenen-

cia (l1) y se identifican los miembros del campo.

d) Con los miembros del campo se determina de nue
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vo el dngulo de giro, se apliza la rotacidon de
ejes, y se eliminan las estreilas que quedan fue

. B . _ o
ra de uno de los intervszlos [”xz Zox,ux2+gox],

[1y2-20,002%29,]-

e) Resolviendo upna vez mas el sistema de ecua-
ciones se determinan los estimadores finales de
la distribucidn y los valoves defimitivos de

las probabilidades de pertenencia.

Para resolver el sistema de ecuaciones se
utilizd 1la subrutina ZSYSTM faeilitada per Slo-
‘vak (1985). Como valores iniciales usamos los
propuestos por Sanders (19713%. La primera solu-
cidon se obtuve en 4 iteracicnes; para la solu-
¢idn final se requirieroan 6 iteraciones. Todo el
proceso se llevd & cabec en uras 2 horas, en =zl
computador Texas Business 300 del Observatoria

Astrondmico.

En la Tabla 1l se mussatran los valores de
los parametros segin el presente estudio, v les
obtenidos por Stome (1977). El acuerdo @s ampl.:
mente satisfactorio. En la Tabla 2 se indicam,
para cada estrella de la regidn considerada, su
nimerc de orden, sus mevimientos propios ux. Moo
en segundos de a2rco por siglo, su probabilidaf

de pertenencia, vy el valor de &sta obtenido por
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Stone (1977). Como puede verse, la concordancia
es aceptable, Las discrepancias que se observan
se explican probablemente por la diferencia en
la técnica de depuracidn de los datos y en el

cdlculo del @ngulo de rotacidn.

7. Conclusiones.

En este articulo se presenta una aplica-
cidn de la inferencia estadistica en astronomia
galactica. Se analiza la pertenencia de estre-
llas a clmulos abiertos, utilizando los movimien
tos propios de las estrellas de la regidnm en es
tudio, mediante un modelo de distribucidn mixta
(Vasilevskis et al, 1958), cuyos parametros se
estiman por el método de ma@xima verosimilitud

(Sanders 1971, Slovak 1977).

Con el fin de ilustrar el método se elabo
ro un programa que depura los datos segiin la téc
nica de Zgao et al. (1982), resuelve las ecuacio
nes de maxima verosimilitud, mediante una subru
tina facilitada gentilmente por Slovak (1985),
y calcula las probabilidades de pertenencia de
las estrellas de la regidn. El programa se apli

cd al ctimulo NGC654 ya estudiado por Stone (1977)
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con una metodologia similar. El acuerdo es am-

pliamente satisfactorio.

El programa es muy sensible a la depura-
cidn de los datos y a la escogencia de los valo
res iniciales de los pardmetros de la distribu-
cidn en la solucidn del sistema de ecuaciomnes.
Depurando de manera sistemdatica y partiendo de
una solucidn inicial adecuada se logra conver-—

gencia en pocas iteraciones.

Debe mencionarse, finalmente, una dificul-
tad relativa a la eliminacidn del coeficiente de
correlacidn p mediante una rotacidn del siste-
ma de coordenadas. Esta eliminacidn es vialida en
la medida en que haya superposicion de las das
componentes de la distribucidn mixta, lo que no
se puede garantizar a priori, antes de distin-
guir entre las estrellas del campo y las del c¢d
mulo. Esto hace pensar que no rotar, y resolver
un sistema mads general de ecuaciones de verosi-
militud, que incluyan el coeficiente p, permi-
tiria una estimacidn analiticamente mi3s precisa
de los parametros de la distribucidn mixta. En

esta linea se desarrolla nuestro trabajo actual.

Este articulo es el resultado de una pri-

mera etapa del proyecto de investigacidn "Aproxi-
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macidn probabilistica en el andlisis de la perte
nencia de estrellas a climulos abiertos'", finan-
ciado por el Comité de Investigaciones y Desarro
1lo Cientifico, CINDEC, de la Universidad Nacio-

nal.
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TABLA 1

\gﬁRAHETROS ESTIMADOS DE LA DISTRIBUCION MIXTA

Parametro Este estudio Stone

. UX2 0.13 0.10
uUY2 : -0.02 -0.05%
SIGMAX 0.49 0.47
SIGMAY 0.30 0.33
UX1 0.00 0.00
UY1 0.00 0.00
SIGMA 0.06 0.07
N2 131 130

TABLA 2

MOVIHIENTOS PROPIOS Y PROBABILIDADES DE PERTENENCIA EN LA
REGION DEL CUMULQ GALACTICO NGC654

Numero Ux Uy Pi Pi(Stone)
~ 1 1.14 -.42 0.00 0.00
‘2 -.27 .64 .00 .00
3 vl .28 .00 .00
4 .12 .23 .01 .02
5 .05 ~.01 .95 .92
6 .31 -.81 .00 .00
7 1.53 -.62 0.00 0.00
8 .73 -.03 .00 .00
9 .01 -.02 .96 .92
10 -.02 .22 .08 .10
11 -.09 .22 .03 .0S
12 .32 -.62 .00 .00
13 -.04 .12 .81 .74
. 14 .76 .03 .00 .00
15 -1.35 -.44 0.00 0.00
16 S5 ~.04 .00 .00

17 —- 11 .27 .00 .00
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