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Resumen: Se ilustra con un ejemplo tedrico el procedimien
to para obtener un modelo ARMA, a partir del modelo de esta
dos que se identifica con el espacio predictor del proceso
que genera una serie temporal.
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1. Introduccibn.

Akaike (1974, 1976) disefid un procedimiento para
identificar un modelo estoc@stico (nico para una serie crono
1légica. El método estd basado en el espacio predictor del
proceso que genera la serie y una presentacidn didéctica del

tema aparece en Nieto (1991).

El objetivo de Akaike era diseiiar una metodologia pa-
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ra identificar un modelo ARMA. Sin embargo, como paso inter-
medio, &l identificd primero el modelo Markoviano del proce-
80, el cual sera llamado en lo sucesivo el modelo de estados

y se encuentra definidopor Nieto (1991).

En el procedimiento STATESPACE del paquete SAS/ETS
(984), aparece programada la estrategia disefiada por Akaike.
Con esta herramienta computacional se obtiene el modelo de
estados del proceso y la pregunta que surge inmediatamente
es: cOmo conocer la representacidn ARMA del proceso dado que

se conoce el modelo estados?

El objetivo de este trabajo es ilustrar con un ejemplo
tedrico, una manera de pasar del modelo de estados al modelo
ARMA. La idea es facilitar el entendimiento del trabajo de

Akaike a los principiantes en este tema.

2. Del modelo de estados al modelo ARMA.

Considerar el proceso estocdstico bivariado
V(n)+81V(n-1)+82V (n—2)+83V (n-3) = X (n)-l-AIX(n-l) (1)

donde
VYo = [V m,,m]".
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0 0 a 0
B, = A =
3700 b, 0 Y lo o

Se asume que 31,82,83 y Al son tales que el proceso es

estacionario e invertible.

Se demuestra (Nieto (1991)) que el proceso tiene un mode

lo de estados fGinico

(2)

V(n+l) = AV(n) +BX(n+1)
Y(n) = CV(n)

donde
(0 0 1 0 0 (1 0 |
0 0 0 1 0O 0 1
A=1by 0 b, 0 0], B=|ab; 0
0 0 0 0 1 0 by2
{ 0 by 0 by blzl | 0 bi +b,,

X(n) = ¥Y(n) - ¥Y(n|n-1), y
Vo) = [V,00,Y,(0,Y 01 [n), Y, om1 | n), Y, one2|m)]

con
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Vj(n+k|n) = E[Vj(n-l-k)IV(n),V(n-l),...,]
§=1,2; k>0,
Y(n|n-1) = EY () |Y(n-1),...).

La idea es usar el modelo (2) para obtener la represen

tacidn ARMA {inica del proceso Y(n) .

Si qi(n) denota la {-&sima componente de V(n), £ = 1,
.ss 33, entonces

Vi) = g, (a[n),Vy(n) = ¥y(nln),V ()

= Vl(n+1|n),V4(n) = ¥, (n+l|n)

Vs(n) = ¥, (n+2(n).

De la primera ecuacion de (2) se obtiene que

5
V (n+l|n) = ,§ i Ve(n), 4 =1,2,...,5.

Por lo tanto, en particular,
Y, (n+2|n) = 03(n+1|n)
by Yy (n|n)+b, ¥, (nt1|n)

b,y 1(n|n)+ov (n[n)+b, 1(n+1|n)+ov (n+1|n)
+ 0¥, (n+2|n)+0V2(n-|-2|n)



= [b,.,0] Y(n)+[b,,,0] Y(n+t1|n)+[0,0] Y(n+2|n)

21° 11°

= B (1) V(n+2|n)+81(1) V(n+1|n)+82(1)y(n|n)

2
= ] B ()Y (n+2-m|n). (3)
m=o

Y, (n+3|n) = Vg (n+l|n)

b4,Y, (n)+0,, Y, (n41[n)4b, Y, (n+2|n)

[0,b45,]Y(0)+[0,b,,]V (n+1[n)+[0,b,, ]V (n+2|n)

+ [0,0]Y(n+3|n)

B (2)V(n+3|n)+B, (2)Y (n+2 | n)+B, (2)Y (n+1 | n)

+ 83(2)V(n|n)
3
= [ B (2)Y(n+3-m|n). (4)
m=0

Como

Vi(n+1)-V£(n+l|n) = d X (D Xo (1+1), 4 = 1,...,5
donde B = (dij)SxZ’ entonces en particular,
Vl(n+2|n+1)-V1(m-2|n) = (atb, )X; (n+1)
Y, (3| n1)=Y,, (143 ] n) = (b3, +b,,)X, (n+1).

Ahora, sea X;(n+2) la componente ortogonal de Vl(n+2)

63
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con respecto a P(n), el espacio predictor en el tiempo n
(Nieto (1991)). Entonces

X](n+2) = X; (n+2)+Y, (n+2 | n+1)-‘V1 (n+2|n)

= x1 (n+2) + (a+bu)x1(m-1) .

Xl(n+2) es la componente ortogonal de Vl(n+2) con respecto a
P(n+l) y la esperanza condicional se interpreta como una pro

yeccidn ortogonal.

De la misma manera y con notacidn aniloga se obtiene

que
Xy (n42) = X, (n42)+Y, (n+2| nt1)-Y, (n+2| n)

= x2(n+2) +b12X2(n+1).
Como ¥, (n42) = ¥, (u+z|n)+x;(n+z) entonces
Y, (k2)=Y, (42| ) = X (me2)+(atb, DX, (nH) (5)
De (3) se obtiene que

v, (n+2|n) = B_(1)[Y(n+2)-X" (n+2)]+8, (1) [Y(n+1)-X (n+1)]

+ B, () [Y(m-x"(m],
donde X' (n+h) = [X] (m+), X, (#k)]E, k= 0,1,... .

Como X'(n+1) = X(n+l) y X'(n) = 0 (el vector cero) en

tonces
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Vl(n+2|n) - Bo(l)V(n+2)-B°(1)X' (n+2)+B, (1)Y (n+1)
- B, (1)X(n+1) +B,(1)Y (n)
= B_(1)Y (n+2)+B, (1)Y (n+1)+B, (1)¥ ()-B_(1)X (n+2)

-B °(1)12X(n+1)-81(1)X(n+1),
pues X'(n+2) = X(n+2)+0X(n+1) con D = diag{a+bll,b12}.
Por lo tanto y usando (5),

2
Y, (n+2) -"zosm(l)vcm-z-m) = X, (n42)+(a+b, )X, (n+1)

- B (L)X(n+2)-[B_(1)D+B, (1)] X (n+1)
= X, (1+2)HA_ (L)X (r+2)+A ;| (1)X(n+1). (6)
donde A (1) = -B_(1) y A (1) = -B_(1)D+[a,0].

En realidad Bo(l) = [0,0] pero se deja con el fin de

generalizar.

Procediendo como antes y con notacidn andloga, se ob-

tiene
x;(u+3) = X, (n+3)+Y, (43| n+2)-Y , (43| n)

- xz(ma)wlzxzcmzmbfz +b,,)X, (n+1).

Como ¥, (n+2) = vz(n+3|n)+x;(n+3) entonces
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Vo(nt3)=Y, (nt3 n) = X, (n+3)+b; X, (n+2)

, ™
+ “’12“"22)"2 (n+1)

Ahora, de (4),

Vo (n+3|n) = B_(2) [V (43)-X" (n+3)] 4B, ()]¥ n+2)-X" (n+2)]

+ B, (2) [Y(n+1)-X(n+1) ]+B4(2)Y ().
Para conocer X'(n+3) se debe conocer Xi (n+3):

X'l(n+3) = X, (143)4Y, (n+3|n42)-Y | (n#3|n)

2
= x1 (m+3)+(bu+a)x1 (n+2)+(b21+abu+bu)x_1 (n+1).

Entonces

. X, (n43))
X' (143) = | ]
i)(2 (n+3) )

; ] 2
[, [(bnm)xl(m)] . [(bu*“bu*"u)xl (n+1)]

X, (143) ] [by, X, (m+2) (bfz“’zz)xz(”*l)

= X(n+3) + DIX(!H-Z) + OZX(DH-I),

2
b11+a 0 b21+°’b11+b11 0
=0 by ¥ %2=( o b2 +b

127722

donde -

Luego



Vz'(n+3| n) = BO(Z)V(n+3)-Bo(2)X' (n+3)+8, (2)Y (n42)

- Bl(z)x' (n+2)+8,, (2)Y (n+1)-B,, ()X (n+1)48,(2) ¥ (n)

3
= § B (2)V(n+3-m)-B_(2) [X(n+3)+D X (n+2)+D X (n+1)]
m=o °

- B, (2) [X(n+2)+0X (n41)] -B, (2)X (n+1)

3
= mZOBm(z)V(ma-m)-Bo (2)X(n+3)+[—Bo(2)1Jl-Bl(2)]

-X(n+2)+[-Bo(2)02-Bl (z)v-sz(z)]x<n+1)

3
- ZBm(z)V(n+3-m)+Ao(z)X(n+3)+Al(z)*X(n+2)
M=o

+ Az(z)*xom),

donde

A,2) = -B_(2)
*
AI(Z) = -80(2)01-31(2)
*
A2(2) = -80(2)02—31(2)0-82(2)

En consecuencia

3
Y, (n+3) -"zoam(z)s/(ms) = X, (H+3)+A_(2)X(n+3)

* 2 %
+ A1(2) X(n+2)+b12x2(n+2)+(bu+622)x2(n+1)+A2(2) X(n+l)
2

= X,(n+3) + ] A (2)X(n+3-m), (8)
m=0

* 02
donde A, (2) = A (2)"+[0,b,,] ¥ A,(2) = A, +[0,b3,4b,,].

67
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De (6) se obtiene que

3 2
Y, (n43) = T B (L)Y (rt3-m) = X, (n+3) + | A ()X(n+3-m) (9)
m=o m=o

donde B,(1) = 0 y A,(1) = 0.
Por lo tanto, de (8) y (9):

3 2
Y(n+3) + | B Y(nt3-m) = X(n+3) + ] A X(n+3-m) (10)
m=o m=0
donde

-B (1)
B =] " , m=0,1,2,3,
-8 (2)

(
S

] , m=0,1,2,
Am(Z)

En realidad (10) viene a ser

(I+B°)V(n+3)+BIV(n+2)+32V(n+1)+B3V(n)

= (I-l-lo)X(n+3)+11X(m2)-l-KZX(n+1).

Como -B_(1)
B = 2 =0=24 entonces
o _Bo(z) o

Y (rt3)+B, ¥ (1+2)+B,Y (n+1)+85Y (n)
(11)
= X(n-|-3)+KIX(n+2)+IzX(M1).
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’, - -8, (1) _ -6, 0 s
=%
B, @) (0 -byy)
o [B®) [t 0] ]
2 2
\-82(2)4 so -b221

Al(l)‘ a 0
AL(2), 00 <

Az(l)‘ _ 01x2 J
2
A, (2)) -B_(2)0,-B, (2)0-B, (2)+[0,b],+b,

>0

En consecuencia la representacidon (11) es idéntica al modelo
de (1), lo que muestra que del modelo (2) (Modelo de Estados)
se puede obtener el modelo (1) (Modelo ARMA) de manera imica.

3. Conclusiones.

Se ha ilustrado un método para identificar un modelo
ARMA. Este consiste en identificar primero un modelo de es-
tados usando el espacio predictor del proceso que origina la

serie y luego obtener el modelo ARMA a partir de ese modelo.

La unicidad del modelo de estados identificado con la
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estrategia de Akaike asegura la unicidad del modelo ARMA de-
rivado de &l. Asi, no es necesario utilizar el criterio de
Hannan (1969) para verificar la unicidad de la reﬁresenta—
cidn ARMA para el proceso. El presente trabajo ha ilustrado

estas afirmaciones.

Siguiendo el ejemplo, se destaca la influencia decisi-
va que tiene la ecuacidn del sistema (o de estado) en la for
ma del modelo ARMA. Como a su vez esta ecuacidn estd determi
nada por una base del espacio predictor (Nieto (1991)) entonces
la representacion ARMA estd completamente caracterizada por

tal base.
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