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APROXIMACION DEL MOVIMIENTO
BROWNIANO DE RAMIFICACION
EL ESPACIO B[O, 1]

Liliana Blanco C.

Resumen

Es bien conocido el método presentado por Bilingsiey [1] para obtener una
aproximacién del movimiento Browniano mediante procesos mds simples.
En la construccion juega un papel fundamental el espacio C[0, 1] de las
funcicnes continuas de valor real definidas sobre el intervalo [0, 1] junto con
la métrica del sup.

Para poder imitar el método alli presentado con el fin de obtener una
aproximacién del movimiento Browniano de ramificacién es indispensable
construlr un espacio meétrico apropiado que ‘reemplace’ al espacio C[0, 1].
Dicho espacio lo hemos llamado espacio B[O, 1] y su construccion se des-
cribe en el presente articulo.

1. infroduccién

El movimiento Browniano es un proceso estocastico (Xi)re(o, =) que permite
describir el movimiento de una pairticula en un vaso de agua, causado por
choques moleculares.

Este fenémeno fisico fue observado por primera vez por el boténico inglés
Brown en el afo 1827. La primera descripcidén matematica de dicho fend-
meno fue hecha por Einstein en el afno 1905. Wiener fue quien presenté por
primera vez una formulacién matemdética completa de dicha teoria en el
aho de 1918.
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Se tiene que X, representa una coordenada de la posicién de la particula
en el tiempo t, es decir (X1)tg(g, =) €5 un proceso estocastico cuyo conjunto
de estados $ es el conjunto R de nimeros reales.

Las realizaciones del movimiento Browniano son ejemplos de funciones
continuas en tfodo punto y diferenciables en ninguno.

Es bien conocido el hecho de que el movimiento Browniano se puede
aproximar mediante procesos mas simples (ver por ejemplo Billingsley (1968) ).

El método presentado por Bilingsley es el siguiente:

Se considera el espacio C[0, 1] de todas las funciones continuas reales defi-
nidas sobre el intervalo [0, 1] junto con la metica del "Sup”, esto essif, g €
C[0, 1] entonces

dtt.g) = sup |- o]
O<tx<l
A partir de una sucesion dada £g, €1, 2, ... de variables aleatorias indepen-

dientes e igualmente distribuidas se construye una sucesion (Pn)nen de
medidas de probabilidad sobre C[0, 1] que satisface la condicion de "tight-
ness', esto es, para todo ¢ > 0 existe un K, compacto tal que Pp(Ke) > 1 - ¢
para todo n, y cuyas distribuciones finito-dimensionales convergen débil-
mente hacia las del movimiento Browniano. De ahi se deduce (ver por
ejempilo Billingsley (1968) Teorema 8.1 p. 84) que la sucesion (Pp)nen CONverge
débilmente hacia ia medida Wiener.

Nosotros nos proponemos imitar el método presentado anteriormente para
dar una aproximacion del movimiento Browniano de ramificacion mediante
procesos mas simples.

El movimiento Browniano de ramificacion es un proceso estocdstico que se
desarrolla de la siguiente forma:

Una particula en el tiempo t = 0 en posicién x = 0 se mueve segin un Movi-
miento Browniano estandar (Bo(t))te (0, =) hasta un punto Lp €(0, =) que no
depende del movimiento y que se distribuye segun la distribucién exponen-
cial de parédmetro 1, es decir g g Exp(1). En lg la particula se divide en un
numero aleatorio de particulas (sus "hijos*) segun una distribucién dada p =
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(Po. Py, ...) donde p = P ("n hijos") y con pg + P 1= 0 Los descendientes dan
origen a procesos independientes del mismo tipo.

Geométricamente tenemos que una realizacién del proceso Browniano de
ramificacion tiene la siguiente forma:

Posiciédn ?

Bo(, ()))

L gilo) Tiempo

Para poder imitar el metodo presentado en Billingsley para el caso del mo-
vimiento Browniano construiremos primero que todo un espacico metrico que
ha de desempenar el papel del espacio (C[0, 1], d), luego definiremos una
sucesién de medidas de probabilidad sobre ese espacio que satisfaga la
condicion de "tightness’ y cuyas distribuciones finito-dimensionales converjan
debilmente a las del movimiento Browniano de ramificacion, por dltimo vere-
mos que de esta forma se garantiza la convergencia debil de la sucesiéon y
qgue con ello se obtiene una aproximacién del movimiento Browniano de
ramificacién, lo cual era nuestro objetivo.

El primer paso es entonces construir el espacio métrico apropiado sobre el
cual vamos a trabajar. Este espacio lo denotaremos por B [0, 1] y a sus ele-
mentos los lamaremos arboles continuos.
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2. Construccién del espacio B[O, 1]

Como aclaramos en la introduccién nos preponemos constiuir un espacio
métrico que "reemplace" al espacio métrico (C[0, 1], d). Para nuestra cons-
truccidén requerimos del concepto de distancia de Hausdorff. Esta distancia
define, en particular, una métrica sobre el conjunte de los subconjuntos finitos
de un espacio métrico,

2.1 La distancia de Hausdorft
2.1.1. Definicién
Sea (S, d) un espacio metrico y sean A, B C§. Deflnimos:
e(A, B) :=Sup{d(x, B) : xEA}
donde
d(x, B) :=Inf {d(x, y) : yE B}.
La distancia de Hausdorff enfre A y B estd dada por:
h(A, B) := max (e(A, B), (B, A)).

En particular se tiene que si A y B son conjuntos finitos, digamos A = {xj, X2,
w0 Xot Y B ={Y1. Y2 .... Ym} €NntONnces

max min max min

h(A, B) = max d(x. v).

d(x.v) |
l=<isn 1=<jsm l=sjsm 1sisn
2.1.2. Propiedades de la distancia de Hausdorft

a) h(A, B) = 0siy sdlo si A = B donde A denota la adherencia del conjunto A.
b) h(A.B) s h(A, C) + h(C, B).

En particular se tiene que (P(S). h) donde P(S) := {ACS : A es cerrado en
S} es un espacio métrico. Es maés si (S, d) es un espacio mético completo en-
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tonces (P(S). h) también lo es (ver por ejemple C. Castaing. & M. Valadier
(1977)).

Para la definicion del espacic meétrico B[O, 1] requerimos de un espacio me-
trico especial que denotaremos por Fy el cual definiremos a continuacién.

2.2 El espacio métrico F
2.2.1. Definicion

Sea I'={0yU {i:i=<iyip...ix> k. iy, i2, ..., ik EN }, es decir 7€ Isi ysolosi !
=00 [ es una sucesion finita de nimeros naturales.

El conjunto I se llama conjunto de todos los individuos. Con <0> se denota
al individuo inicial, su i-esimo hijo se denota con <i», el j-&simo hijo de su i-
ésimo hijo se denota por < jj > En general, <iyip ..ix> denota el k-ésimo hijo del
individuo <t i2 ...ik-12.

2.2.2. Definicién
F = U {r'\}x IxR ‘.

neM

es decir, un elemento de F es un numero natural n junto con una lista de in-
dividuos a cada uno de los cuales se les ha asignado una posicion en R.

Definimos ademas la distancia p entie los elementos V y W de Fcomo si-
gue:

2.2.3. Definicién

Sean V = (N, ((11. B1). ... (in. Bn) ) Y W = (M, ((v1. Y1), - (U, Ym)) €lementos
de F. definimos

o, wy =hllg, v el

siendo h la distancia de Hausdorff sobre {A CR : #A < x}.
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2.2.4. Observacién

Elementos V, W € Fcon p (V, W) = 0 serdn consideramos a partir de ahora
como iguales.

2.3 El espacio métrico B[O, 1]
2.3.1. Definicién
Un &rbol continuo es una funcién
o :[0, 1 ] - F

toe bl = (o). ([0 810 ) - fiou, Bed )

con la siguiente interpretacion:
p(t) := niUmero de individuos presentes en el tiempo t,

In(h) = "identificacion" del n-ésimo individuo presente en el tiempot, n=1, ...,
b(t).

Bn(t) := posicidn del n-ésimo individuo presente en el tiempot, n=1, ..., b(1). y
con las siguientes caracteristicas:

—

B[0] = (1, (0>, OY),
2. b(t) es una funcién no decreciente continua a derecha,
3. b(l) <=,

4. losindividuos se mueven segun una funcién continua hasta el momento
en gue mueren, luego son reemplazados por un numero aleatorio k = 1
de individuos (sus hijos), los cuales inician movimientos del mismo fipo a
partir del punto donde se encontraba el padre al momento de morir.

Un arbol continuo puede considerarse como un conjunto finito de C[Q, 1].
En efecto, sea b un drbol continuo y A el conjunto de todos sus individuos fi-
nales, ésto es individuos que estén vivos en el tiempo 1 = 1.
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Sea i€ A fijo. Nosotros seguimos el movimiento de ese individuo hasta el
momento de su nacimiento, luego seguimos el movimiento de su padre
hasta el momento del nacimiento de éste, etc. Nosotros repetimos este
procesc hasta llegar a t = 0. La i-ésima rama del drbol b es la funcién
continua que podemos construir al unir los fragmentos de funciones
continuas que describen los movimientos del individuo y de sus antepasados.
Es decir, un arbol continuc b puede verse como un conjunto finito de
funciones de CI[G, 1] con f(0) = 0 para toda feb. Las funciones f Eb tienen
indices 7 adecuados.

Por lo tanto un drbol continuo b puede considerarse o bien como una fun-
cion sobre[0, 1] con valores en el espacio métrico F o bien como un conjunto
finito de funciones de C[0, 1].

Lo primera formulacion facilita la interpretacién grafica de los arboles con-
tinuos. La segunda serd con la que trabajaremos mas frecuentemente.

2.3.2. Definicién
B[O, 1] designa el conjunto de todos los arboles continuos.

Ahora queremos dotar al conjunto B(0, 1] de una métrica con la cual re-
sulte ser un espacio meétrico separable.

2.3.3. Definicién

Seana, b B0, 1]. Supongamos:
a={Q, 0 ...Qn} Yy b={D7, b2 .... Om},

donde
Qj=i-ésima ramadel dibolQ,i=1,2, ..., n
b:=j-ésima rama del arbol b, j=1,2, ..., m.

Definimos la distancia A entre a yb como sigue
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A(a, b):=h({a), a2, ..., an}, {O1. D2, ... Bm}).
slendo h la distancia de Hausdorff sobre {ACC [0, 1]: #A < x}.

vamos a demaostrar a continuacion que el espacio métrico (B [0, 1], A) es
separable.

2.3.4. Tecrema
(B [0, 1], A) es separable.
Demostraciéon:

Sabemos que el espacio (C [0, 1], d) es separable. Sea A un subconjunto
denso y numerable de C [0, 1].

Consideremos el conjunto Bg de todos los arboles cuyas ramas son elemen-
tos de A, Puesto que A es numerable y puesto que existen solamente una
cantidad numerable de posibles formas de escoger conjuntos finitos de indi-
viduos finales entonces existen sélo un numero numerable de posibles formas
de escoger "ramas’ del conjunto A, esto es Bg es numerable.

Secaa&B(0, 1]yt > O fijos. Queremos demostrar que existe un b€ Bg con
A(a, b) < e. Supongamos que A designa el conjunto de todos los individuos fi-
nales del arbol @, Sea i€ A y a; la rama correspondiente entonces existe una
funcion f; EA tal que d(a; ,fi) <&

Consideremos el arbolb €B [0, 1] con:
1. Losindividuos finales de b son los mismos individuos finales de a,

2. Cada rama q; del arbol a serd reemplazada por la correspondiente
funcién f; €A

Es claro que

bEByy gue A(q, b) < ¢, pues
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X gy, £ e PR glandii<e ¥
max N gias,#g <O dias i <e @

Es importante aclarar que los conceptos de compacidad relativa y de
"tightness" de una familia Il de medidas de probabilidad scbre un espacio
metrico § no son en general equivalentes. Se tiene que si Il satisface la con-
dicion de 'tightness' entonces es relativamente compacta §i 8 es separable

y completo y IT es relativamente compacta. entonces I satisface la condi-
cion de "tightness”
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