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RESUMEN

Se analiza la teoria economica cldsica fiente a la explotacion de recursos naturales
no renovables como la mineria y el petrileo.

Se presentan los principios de la economia minera y la senda éptima de explotacion
bajo los supuestos de monopolio, duopolio y libre competencia. Se utilizan
herramientas matemdticas avanzadas para optimizacién y se incluyen los efectos de
los impuestos y las tasas compensatorias.
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1. LoS PROBLEMAS PECULIARES D, 1.A RiQuUEZA MINERAL

La consideracion de la desaparicion de reservas mundiales
de minerales, bosques y otros activos agotables ha
conducido a restricciones para la regulaciéon de su
explotacion. La scnsacion de que estos productos son
ahora demasiado baratos para cl bienestar dc
generaciones futuras, que estin siendo explotados
egoistamente a una tasa demasiado rapida y que a
consecuencia de su excesiva subvaloracion, estan siendo
explotados y consumidos con despilFarros. ha dado origen
al movimiento conservacionista.

El método cominmente propuesto para detener la
devastacion masiva de recursos naturales no renovables
o de recursos naturales renovables solo con dificultad y
en el muy largo plazo, ha consistido en prohibir su
explotacion durante ciertos periodos de tiempo y en
ciertas regiones o reducirla suponiendo que continuaran
utilizando métodos obsolctos e ineficientes. Las
prohibiciones contra el desarrollo petrolero y minero y
la tala de arboles para el aprovechamiento de madera en
ciertas tierras de propicdad publica tienen csta
justificacion, como también las temporadas de veda para
pesca y recreacion y los reglamentos prohibicndo cicrtos
métodos altamente eficientes para la captura de peces.

En lugar de ineficiencia de la administracion publica,
los impuestos serian un método mas econémico en el caso
de actividades meramente comerciales tales como la
mineria y la pesca con animo de lucro, asi como también
para la pesca deportiva. Sin embargo la oposicion de
quienes estan haciendo utilidades. con la apatia de todos
los demas. es usualmente suficiente para impedir la
desviacion del tesoro publico de un aporte considerable
de los ingresos procedentes de la explotacidn de los
recursos naturales.

En contraste a la creencia conservacionista de que esta
ocurriendo una explotacion demasiado rapida de los
recursos naturales, tenemos la influencia moderadora de
los monopolios y asociaciones cuyo crecimiento en
industrias directamente relacionadas con la explotacion
de recursos no renovables ha sido sorprendente. Si las
«asociaciones en la restriccion del comercio» imponen
altos precios a los consumidores y restringen la
produccion jpuede decirse que sus productos son
demasiado baratos y se estan vendiendo con demasiada
rapidez?.

Puede parecer que la explotacion de un recurso natural
agotable nunca pucde ser demasiado lenta para el interés
publico; para cada tasa propuesta de produccién
indudablemente habra algtin punto para el agotamiento
final. Pcro si se esta de acuerdo en que la oferta total no
va a ser rescrvada para nuestros descendientes remotos
y quc hay una tasa optima de produccion presente,
entonces la tendencta del monopolio y del monopolio
parcial cs mantener [a produccion por debajo de la tasa
optima y exigir precios excesivos a los consumidores.
El movimiento conservacionista, dado que se motivamas
por prohibiciones absolutas que por los impuestos o la
regulacion con cl interés de la eficiencia, puede ser
acusado de hacerle el juego a quienes estan interesados
cn mantener altos precios para su propio beneficio mas
que para la posteridad. Dc otro lado ciertas condiciones
técnicas mas significativas en la industria petrolera
conducen a grandes desperdicios de material y a una
costosa perforacidn competitiva, pérdidas que pueden
reducirse con sistemas de control que conlleven retardos
en la produccion. El gobierno de Estados Unidos bajo la
presente administracion ha sacado de produccion campos
petroleros con el fin de conservar este activo y también
ha dado pasos hacia el enjuiciamiento de un grupo de
compaiiias petroleras de California por conspiracion al
mantener precios indebidamente altos restringiendo asi
la produccion. Aunque estas politicas pueden a primera
vista parecer contradictorias en su proposito, estan
realmente inspiradas contra dos distintos males, entre
los cuales debe ser conducida la politica pablica.

Ademas para estos asuntos piiblicos, la economia de los
activos agolables presenta una completa maraiia de
problemas complejos. Eltipo de equilibrio estaticode la
teoria cconémica que actualmente esta tan bien
desarrollado es claramente inadecuado para una industria
en la que el mantenimiento indefinido de unatasa estable
de produccion es una imposibilidad fisica, lacual porlo
tanto es obligada a descender ;cuanto de éstos ingresos
de una mina deberian ser calculados como renta, y cuanto
como rendimiento del capital? ;cudl es el valor de una
mina cuando sus reservas se suponen complemente
conocidas, y cual es el efecto de incertidumbre en su
estimaciéon? Si cl propictario de una mina produce
demasiado rapido. hara descender el precio, quiza hasta
cero. Siproduce con demasiada lentitud, sus ganancias,
aunque mayores, pueden ser pospuestas en el futuro
mas alla de lo que garantiza la tasa de interés. ;Ddnde
cstd su media ideal? ;Y como varia esta tasa mas




rentable de produccion cuando se aproxima el
agotamiento? ;Es mas rentable completar la extraccion
dentro de un tiempo finito, prolongarla indefinidamente
de tal manera que la cantidad remanente en la mina se
aproxime a cero como limite, o explotar tan lentamente
que las operaciones de mineria no solamente contintien a
una tasa permanentemente decreciente sino también
dejando en tierra una cantidad que no se aproxime a cero?
Suponga que la mina es de propiedad piblica. ;Cémo
deberia desarrollarse la explotacion para el mayor
bienestar general, y como una politica que tiene tal
objetivo se compara con la del empresario que busca
beneficios economicos? ;Cual es la situacion de los
obreros y de las industrias subsidiarias cuando una mina
se agote? ;Como puede el Estado, por regulacion o
tributacion, inducir al propietario de la mina a establecer
un programa de produccion mas arménico con el
bienestar pblico? ;Y los impuestos de importacion sobre
el carbon y el petréleo? ;Y para estos sistemas dinamicos
qué sera de las teorias clasicas de monopolio, duopolioy
libre competencia?

Los problemas de los activos agotables estan
peculiarmente destinados a estar involucrados con el
infinito. No solamente, se considera el tiempo infinito,
sino también la posibilidad de que para una necesidad
determinada, el precio podria incrementarse sin limite
cuando la oferta tiende a cero. Sino contamos con tener
propiedad de valor infinito, al seleccionar formas
empiricas para las curvas de costo y demanda debemos
tomar precauciones para evitar supuestos, perfectamente
naturales en problemas estaticos que conducen a tales
condiciones.

Mientras un estudio completo del tema incluiria activos
semirenovables tales como bosques y reservas de pesca,
ordenando gradualmente en forma descendente tales
operaciones de corto plazo como remanentes de cosecha,
este documento se limitard al ambito de activos
absolutamente no renovables. Los bosques de un
continente ocupado por una nueva poblacion pueden, al
menos para los propdsitos de una primera aproximacion,
ser considerados como compuestos de dos partes, de las
cuales una sera reemplazada después de latala y laotra
sera consumida sin reemplazo. La primera parte obedece
las leyes de la teoria estatica; la segunda, aquellas de la
economia de activos agotables. La vida silvestre que
puede reponerse por si misma si no es explotada muy
rapidamente, presenta asuntos de un tipo diferente.

Los problemas de los activos agotables no pueden evitar
el calculo de variaciones, incluyendo ain las mas recientes
investigaciones en esta rama de las matematicas. Sin
embargo, los métodos elementales seran suficientes para
resaltar, en las préximas paginas, algunos de los
principios de la economia minera, con la ayuda de varios
supuestos simplificadores. Estos seran generalizados mas
tarde examinando una serie de casos que incorporen
gradualmente algunas de las complejidades de la situacion
actual. Asumiremos siempre que el propietario de una
oferta agotable desea maximizar el valor presente de todos
sus beneficios futuros. Latasa de interés sera denotada

por Y, asique ¢ =" es el valor presente de una unidad de
beneficio obtenida después de un tiempo ¢, asumiendo
que las tasas de interés permanecen constantes durante
ese periodo. Elcaso de tasas de interés variables originan
modificaciones claramente obvias?.

2. LiBreE COMPETENCIA

Ya que es indiferente para el propietario de una mina si
recibe por una unidad de su producto un precio p, ahora
o un precio Po€ " después del tiempo t, no es ilogico
esperar que el precio p sera una funcion del tiempo de la
forma P = /006” . Esto no se aplicara al monopolio,
donde la forma de la funcién de demanda esta destinada
a afectar la tasa de produccidn, pero es caracteristica de
la competencia completamente libre. Varias unidades
del mineral van a ser entonces tratadas como si fueran
igualmente valorables en todo tiempo, exceptuando los
costos variables de colocarlas en el mercado. Seran
removidas y usadas en orden de accesibilidad, las mas
baratas disponibles primero. Si las tasas de interés o
grados de impaciencia varian entre los propietarios de la
mina, este hecho también afectara el orden de extraccion.
Aqui p vaa ser interpretado como el precio neto recibido
después de pagar el costo de extraccion y colocar el
producto en el mercado - una convencion a la que nos
adherimos.

La férmula:
(1) P = pee”

fija los precios relativos en diferentes periodos de tiempo

2 Como en « A General Matematical Theory of Depreciationn, por Harold
Hotelling, “Journal of the American Statistical Association”, Septiembre, 1925.
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bajo libre competencia. El nivel absoluto, o el valor p,,
del precio cuando ¢t =0, dependera de la demanda y de la
oferta total del producto. Denotando esta tltima pora, y
haciendo g =f{p,?) para la cantidad tomada en el tiempo
t si el precio es p, tenemos la ecuacién:

@ [qdt=] 1(p,e" 0 =a,

siendo el limite superior 7, el tiempo del agotamiento
final. Yaque g sera entonces cero, tendremos la ecuacion:

(3) f(poeﬂ’T)=0
para determinar 7.

La naturaleza de estas soluciones dependera de la funcién

JSp.1), la cual da gq. De acuerdo con las suposiciones
usuales, asumiremos que es una funcién decreciente de
P, y depende del tiempo, en una forma tan simple que
todas las ecuaciones tienen soluciones Gnicas.

Suponga, por ejemplo, que la funcidn de demanda es
dada por:
g=5-p (0=ps5)
g=0parap 25,

independientemente del tiempo.

Cuando g decrece y se aproxima a cero, p aumenta hacia
el valor 5, el cual representa el precio mas alto que se
pagara. Asien el tiempo T,

p.e” =5

Larelacion (2) entre las incognitas pp y T'llegaaseren
este caso

a=[(5-pye”)di=5T-F, (" ~1)/7
Eliminando po , tenemos:

ai=T+(e™ -1)jy

estoes:

e =1+y(a/5-T)

Ahora, si graficamos como funcionesde T’

T

Yy =e

v, =1+y(a/5-T)

tenemos una curva exponencial decreciente cuya pendiente
donde corta el eje Y, es -y, y una linea recta con lamisma
pendiente. Lalineacortael eje Y en un punto mas alto que
lacurva, ya que, cuando 7=0, y, <y,. Por lo tanto hay uno
y solo un valor positivo de T'parael cual y,=y, Estevalor
de T'da el tiempo de agotamiento completo, que claramente
es finito.

Si la curva de demanda esta determinada, la cuestion de
si el tiempo hasta el agotamiento sera finito o infinito se
transforma en investigar si se necesita un valor finito o
infinito de p para hacer g igual a cero. Para la funcion
de demanda g = e  donde b es una constante, la
explotacion continuara para siempre aunque por supuesto
a una tasa gradualmente decreciente. Si g = o - Bp,
todo sera agotado en un tiempo finito. En general, a
mayor precio anticipado cuando la tasa de produccion
llega a ser extremadamente pequeiia, comparada con el
precio para una produccion mas rapida, mas prolongado
serd el periodo de operacion.

3. EL MAXIMO VALOR SOCIAL Y LA INTERVENCION
pEL EsTADO

Como en el caso estético, bajo libre competencia y en
ausencia de factores complejos existe una cierta
tendencia hacia la maximizacion de lo que podria llamarse
la “utilidad total” aunque es mas apropiado llamarlo el
“valor social del recurso”. Para una unidad de tiempo
esta cantidad puede ser definida como

4 u(q)= f p(g)dq,

donde el integrando es una funcion decreciente y el limite
superior es la cantidad actualmente colocada en el
mercado y consumida. Si el disfrute futuro es descontado
con la tasa de interés v, el valor presente es:

v=[ulgw] 7" a

3
Ya que qut esta determinada, el programa de
produccién q(t) que maximiza ¥ debera ser tal que un




incremento unitario en ¢ incrementara el integrando tanto
en un tiempo como en otro. Esto es,

d oyt
CquMJe .

fo cual por (4)esiguala pe™ |, vaaseruna constante.
Llamando esta constante p,, tenemos:

p=p,e"

el resultado (1) obtenido al considerar libre competencia.
Que ésto proporcione un maximo genuino aparece del
hecho de que la segunda derivada es esencialmente
negativa, debido a la pendiente decreciente de la curva
de demanda.

Esta conclusion, por supuesto, no ofrece mas justificacién
parael laissez faire en la explotacion de recursos naturales
que con otras actividades. Muestra que la verdadera
base del movimjento conservacionista no es una tendencia
inherente a la competencia bajo esas condiciones ideales.
Sin embargo, en las industrias extractivas hay
discrepancias de nuestras condiciones asumidas
conduciendo a formas de explotacion particularmente
despilfarradoras que bien podrian ser reguladas en el
interés piblico. Tacitamente hemos asumido
completamente conocidas todas las condiciones. Grandes
desperdicios se originan de lo repentino e inesperado de
los descubrimientos de mineral, que conducen a
precipitaciones salvajes, inmensamente despilfarradoras
socialmente, para apropiarse de la propiedad valiosa.

De este caracter es la perforacion de “pozos
compensados” a lo largo de cada lado de una linea de
propiedad sobre un yacimiento petrolero recientemente
descubierto. Cada propietario debe perforar y conseguir
rapidamente el precioso petrdleo, de lo contrario sus
vecinos se lo llevaran todo. En consecuencia grandes
complejos de torres de perforacion se originan de la noche
a la mafiana a un costo de $50.000 o mas cada uno;
mientras un nimero mucho mas pequefio y una
explotacion mas lenta seria mas econdmico.
Incidentalmente, se pierden grandes volimenes de gas
natural y petréleo porque lo repentino del desarrollo
hace imposible el adecuado almacenamiento.’

3 Cf. George W. Stocking, The Oil Industry and Competitive System, Hart
Schaffner and Marx prize essay (Houghton Mifflin, 1928).

Lo inesperado de los descubrimientos de mineral ademas
del despilfarro provee otra razon para el control
gubernamental y para la tributacion especial. Grandes
beneficios de un caracter completamente ocasional se
originan en conexion con descubrimientos de mineral, y
no es buena politica publica permitir que tales beneficios
permanezcan en manos privadas. Por supuesto puede
decirse que el explorador ha ganado su recompensa por
el esfuerzo y el riesgo; pero puede decirse ésto del
propietario de la tierra quien descubre el valor de su
subsuelo solamente observando los resultados de la
mineriay la perforacion de sus vecinos?

La tasa de interés del mercado y debe ser usada por un
empresario en sus calculos, pero ;deberia ser usada para
las determinaciones diel valor social y la politica publica
optima? El uso de £ pdq como una medida de valor
social por unidad de tiempo, mientras menor sea la
cantidad pg mayor seria el beneficio posible de un
propietario por la misma extraccion de material, sugiere
que una integral similar sea usada en conexion con varias
tasas de preferencia temporal. Hay, sin embargo, una
diferencia importante entre los dos casos en que la tasa
de interés es determinada por una gran variedad de
fuerzas, especialmente independientes de la mercancia
particular y la industria en cuestion, y no es fuertemente
afectada por las variaciones en el producto de la mina o
el bien petrolero en cuestion. Es probable, por lo tanto,
que al decidir cuestiones de politica ptblica relativa a
recursos agotables, no seran cometidos grandes errores
al usar la tasa de interés del mercado. Por supuesto, los
cambios en esta tasa van a ser anticipados, especialmente
al considerar el futuro remoto. Si miramos adelante a
un tiempo distante cuando todos los recursos de la tierra
estén cerca del agotamiento, y la raza humana reducida
a la completa pobreza, podremos esperar en efecto tasas
de interés muy altas. Pero el agotamiento de uno o unos
pocos tipos de recursos no ocasionara esta condicion.

El descuento de valores futuros de u puede ser
confrontado con el crecimiento de usufructos futuros que
son éticamente equivalentes al disfrute presente de la
misma intensidad. La réplica a ésto es que el capital es
productivo, que los disfrutes futuros son inciertos en un
grado creciente con su lejania en el tiempo, y que Vy u
son cantidades concretas, no simbolos de disfrute. Estas
miden el valor social de la mina en el sentido relacionado
con la produccidn total de bienes, pero no propiamente
su utilidad o la felicidad que conllevan ya que ésto
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depende de la distribucién de la riqueza, y es mayor si
los productos de la mina benefician principalmente al
pobre que si se convierten en articulos de lujo. Una mina
de platino es de mayor utilidad general cuando el platino
es usado para propésitos eléctricos y quimicos que cuando
es pre-vaciado para el comercio de la joyeria.

Sin embargo, debemos dejar los asuntos de distribucién
de lariqueza para ser tratados de otra manera, quiza por
ingreso gradual e impuestos de herencia, y considerar
los efectos de varios programas de operacion sobre el
valor total de los bienes producidos. Es por esta razén
que estamos interesados en V.

Elasunto general de cuénto de su ingreso deberia ahorrar
una persona ha sido bellamente tratado por F. P. Ramsey*.

Los metales utilizados como moneda, por supuesto,
generan un efecto muy especial para el interés publico.
No solo la produccion de oro tiende a desestabilizar los
precios; pero si los usos en las artes pueden ser
despreciados, los costos de exploracidn, extraccién y
transporte desde la mina son, desde el punto de vista
social, despilfarrados.

Sin embargo para deducir una politica de laissez faire a
partir de la maximizacién tedrica de V bajo “libre”
competencia, una razon diferente de precaucion es que
las condiciones actuales, aun cuando existe la
competencia, probablemente estan lejos de ser removidas
del estado ideal que hemos estado postulando. Una gran
compaiiia de produccién puede frecuentemente afectar
el precio variando su tasa de mercadeo. Existe entonces
cierto elemento de monopolio, con una tendencia hacia
el retardo indebido de produccién y elevacion del precio.
Esto sera considerado posteriormente en nuestra Giltima
sesion. El problema del monopolio por supuesto se
extiende también a industrias no extractivas; pero
tratando con recursos agotables hay algunas
caracteristicas de especial interés, las cuales se
examinaran a continuacion.

4. MoNOPOLIO

Lateoria usual de precios de monopolio trata con el punto
méaximo de la curva: y =pq,

4 " A Mathemdtical Theory of Saving", Economic Journal, XXXVIII
(1928), 543. -

siendo y graficada como una funcién de p o de g y cada
una de esas variables una funcién decreciente de la otra
(Figura 1). Ahora consideremos el problema de
seleccionar g como una funcion de ¢, sujeta a la condicion

5) qudt =a

de tal manera que maximice el valor presente,

(6) J= f qp(q)e ™ dt

de los beneficios del propietario de una mina. No
restringimos ¢ a una funcion continua de ¢, aunque p serd
considerada una funcién continua de g con una primera
derivada continua que no es positiva en ninguna parte.
El limite superior de las integrales puede ser tomado como
oo a Un si la explotacion va a ocurrir s6lo durante un
tiempo finito T, por lo tanto ¢ =0 cuando > T.

y

/

FIGURA 1. y =pq.

La tangente gira en sentido opuesto a las manecillas del
reloj. El valor de la mina es proporcional a la distancia
a O desde la interseccion de la tangente con el eje g.

Esto puede ser o no ser considerado un problema en el
calculo de variaciones; algunas definiciones de ese tema
excluirian nuestro problema ya que ninguna derivada esta
involucrada bajo los signos de la integral, aunque los
métodos cientificos pueden ser aplicados en este caso.
Sin embargo, el problema puede ser tratado de manera
muy simple observando que

(7) qp(q)e™ —q

donde A es un multiplicador de Lagrange, va a ser un
maximo para todo valor de r. Debemos por lo tanto tener

o d
8) e”dq(pq)—/“~=0,




y también:
2

. d
9) e ZJF(M) <0

Evidentemente (8) también puede ser escrito

d d
(10) res, & =p+g- % ="
y dq(pq) p qdq

El contraste con las condiciones competitivas de la {iltima
seccion aparecen en e] término g dp/dq.

La constante | es determinada resolviendo (8) 6 (10)
para g como una funcion de 1 y 7 y sustituyendo en (5).
Al integrar desde 0 hasta T se obtendra una ecuacion
para ] en términos de T'y de la cantidad a inicialmente en
la mina, la cual aqui se asume conocida. La ecuacién
adicional requerida para determinar T es obtenida
haciendo g=0parar=T.

En general, si p se toma sobre un valor finito K cuando g
se aproxima a cero, g dp/dq también permanece finito,
(8) 6 (10) pueden ser escritas:

d(lﬂ_) = ke’
dq

Sufaanga, por ejemplo, que la funcidén de demanda es
p= (l _e—Kq)/q,

::K_qu '+K3q2

2 3t

donde K es una constante positiva. Para todo valor
positivo de g esta expresion es positiva y tiene una
derivada negativa. Cuando g se aproxima a cero, p se
aproxima a K. Tenemos
~-K
y=pg=1-e
y' =Ke™ = e

De donde
q = (log KN-gy)/K,

esta expresion es valida cuando ¢ es menor que 7, el tiempo
del agotamiento iftimo. Cuando 7= T, g es por supuesto
cero. Tenemos, por lo tanto, haciendo g =0 para (=T,

log KN=gT;
yde (5)
= [log Kja- it =y [ (-t
a=)T*2K
asi que
T = [2Kafy

logK/A = «/Q—Kya,
dando finalmente
q=(r[2Ka/y -t/K

5. Estupio GRAFICO: SOLUCIONES DISCONTINUAS

La interpretacion de (10) en términos de la Figura 1 es
que la tasa de produccion es la abcisa del punto de
tangencia de una recta tangente que rota en el sentido
opuesto a las manecillas del reloj. La pendiente de esta
recta es proporcional a una suma creciente en interés
compuesto.

Son posibles otras representaciones graficas del agotamiento
de los recursos naturales. Graficando y’ = d(pqg)/dgq como
una funcién de g (Figura 2), tenemos para la tasa mas
rentable de extraccion la longitud de una linea horizontal
RS que incrementa como el interés compuesto.

FIGURA 2. RS aumenta con velocidad creciente.
Su longitud es la tasa de produccién y es decreciente
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La ondulacién con la que estas curvas han sido dibujadas
sugiere que la solucion obtenida de esta manera no es
inequivoca. Tal ondulacién incrementara si la funcién
de demanda es, por ejemplo:

(1) p=b-(q-1)

cuyaderivada,
-3(q- 1),

nuncaes positiva. Aqui b es una constante tomada como
| para la figura 2. Para esta funcion de demanda

y’ =b-(4q- 1)(g-1)?

Cuando la linea creciente RS alcanza la posicion AC, el
punto S cuya abcisa representa la tasa de produccion
podria aparentemente continuar a lo largo de la curva
hasta B y luego saltar a D; o podria saltarde AaCy
luego moverse hasta D; o podria dejar el arco AB en un
punto entre Ay B. A primera vista pareceria haber otra
posibilidad, a saber, saltar de A a C, moverse sobre la
curva hasta B, y luego saltar a D. Pero, ésto significaria
incrementar la produccién por un periodo.- Esto nunca
es tan rentable como moverse a través del mismo conjunto
de valores de q en orden inverso, para el beneficio total
seria lo mismo pero seria recibido en promedio mas
rapidamente si se efectiia una produccion mayor al
principio del periodo. Por tanto aqui podemos considerar
q como siempre decreciente, aunque en este caso con
una discontinuidad.

Los valores de ¢ entre los cuales ocurre el salto en este
caso seran determinados en el numeral 10; se mostrara
que el beneficio maximo sera alcanzado si el monopolista
se mueve horizontalmente desde un cierto punto F sobre
AB hasta un punto G sobre CD.

6. VALOR DE UNA MINA BAJO MoONoOPOLIO
Para encontrar el valor presente
L g2 -
B o= _fl pge ™" dt
]
de los beneficios que van a ser realizados en cualquier

intervalo de ¢, a t, durante el cual el valor maximizante
de g es una funcidn continua de ¢, integramos por partes:

-
J::e:_pqé-___ ]’2 + 1 Lzﬂp_@gﬂe-ﬁdr

" y ‘! 7 dq dt

Cuando hacemos

(12) y=rq
y aplicamos (10), la Gltima integral toma una forma
simple admitiendo integracidon directa. Esto da, después
de aplicar (10) y eliminar ¢~ del primer término,

:z=/1 _yl\ 12
a J y(q y,J I

i

ahora diferenciando (12), encontramos

dp
' + 2 ’
qQg =y+q dg

Deaqui (13) puede ser escrito

Aq* 4
(14) J’Z__, q_ 9 I?
11 ' d t]
vy aq
Las expresiones (13) y (14) proveen medios muy
convenientes de calcular los beneficios descontados. Su
validez sera mostrada en el numeral 10 para extenderse
a los casos en los cuales g es discontinuo.
La expresion q -yy'
que aparece en (13) es, en términos de la figura 1, la
diferencia entre la abcisa y la subtangente de un punto
sobre la curva. Por lo tanto es igual a la distancia a la
izquierda del origen del punto donde una tangente a la
curva corta el eje g.

El valor de la mina cuando r = 0 es, en esta notacion,
Jg es veces la distancia del origen al punto de
interseccion con el eje X negativo de la tangente inicial a
la curva de beneficio del monopolio.




7. POSTERGACION DE LA PrRODUCCION BAJO MONOPOLIO

Aunque la tasa de produccidon puede sufrir
discontinuidades a pesar de que la funcién de demanda
tenga una derivada continua, estos quiebres siempre
ocurriran durante la produccion actual, nunca al final.
Eventualmente g tendera en forma continua hacia cero.
Esto significa que el punto mas alto de la curva de la
figura 2 corresponde a g = 0. Para probar ésto, usamos
el caracter monoténico decreciente de p como una funcién
de g, la cual muestra que:

Yy (@ =p@q *+qp’ (g

es, para valores positivos de ¢, menor que p(g), y que
ésta en cambio es menor que p(0). De aqui la curva
alcanza un valor més alto en el eje y’ que para cualquier
nivel maximo a su derecha.

La duracion de la explotacion monopolistica es finita
o infinita de acuerdo como y’ toma un valor finito o
infinito cuando g se aproxima a cero. Esta condicién
es un poco diferente de aquella bajo competencia,
donde un valor finito de p cuando ¢ tiende a cero se
encontré como condicidn necesaria y suficiente para
un tiempo finito. Las dos condiciones coinciden a
menos que p permanezca finito mientras gp ‘() llegue
a ser infinito, caso en el cual la curva de demanda
alcanza el eje p y es tangente a éste con contacto de
orden superior al primero. En tal caso el periodo de
operacion es finito bajo competencia pero infinito bajo
monopolio. Que este caso aparentemente excepcional
es bastante probable que ocurra en efecto es indicado
por un estudio de las propiedades generales de las
funciones de oferta y demanda aplicando la teoria de
curvas de frecuencia, un tema fascinante para el cual
no habra espacio en este articulo.

Un estudio tal indica que es esperado un contacto de orden
muy alto de la curva de demanda con el ¢je p, y por lo
tanto en la explotacién monopolista de un activo agotable
probablemente sea inmensamente prolongado mas alla
de lo que lo haria la competencia o lo que requerird una
maximizacion del valor social. Esto es simplemente una
parte de la tendencia general para que la produccién sea
postergada bajo condicion de monopolio.

8. PRODUCCION ACUMULADA QUE AFECTA EL PRECIO

El precio neto p por unidad de producto recibido por el
propietario de una mina depende no sélo de la tasa de
producci6n actual sino también de la produccion pasada.
La produccion acumulada afecta tanto el costo como la
demanda. El costo de extraccion incrementa cuando la
mina es mas profunda; y las sustancias duraderas tales
como oro y diamantes, por su acumulacién influyen sobre
el mercado. Considerando este efecto, el calculo de
variaciones no se puede evitar; la siguiente formulacién
en términos de esta teoria incluira como casos especiales
las situaciones previamente tratadas.

Sea x la cantidad que ha sido extraida de una mina, g=
dx/dt la tasa actual de produccién, y a la cantidad
originalmente en la mina. Luego p es una funcién tanto
dexcomode gyt Elbeneficiodescontado en el tiempo
=0, que iguala el valor de la mina en ese tiempo, es

(15) [ p(x.q.00ge ™t

Si el agotamiento va a ocurrir en un tiempo finito 7,
podemos suponer que g=0 para ¢ > T, asi que T'llegaa
ser el limite superior. Entonces
-yt
ftx.q.) = pge””
Luego el propietario de la mina (quién es ahora asumido

como monopolista) no puede hacer otra cosa mejor que
ajustar esta produccion de tal forma que:

o _dof_,
ox dt og

En caso de que fno dependa de x, el primer término es
ceroy se llega al caso anterior de monopolio.

En general la ecuacion diferencial es de segundo orden
en x, ya que g=dx/dt, y asi requiere dos condiciones de
frontera. Una de éstas es x=0 para r=0. La otra frontera
de la curva que da x como una funcién de t puede estar
en cualquier sitio sobre la linea x=a, o la curva puede
tener esta linea como una asintota. Estas indefiniciones
seran establecidas invocando otra vez la condicién de
que el beneficio descontado es un maximo. La “condicion
de transversalidad” asi obtenida,
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ésto es

2?1_?=0

qaq

es equivalente a la proposicion de que, si p siempre
disminuye cuando g incrementa, la curva es tangente o
asintdnica a la linea x = a. Asi finalmente g disminuye
continuamente hasta cero.

Supdngase, por ejemplo, que ¢, x y ¢ afectan el precio
neto linealmente. Asi

p=a-B g-cx+gt.

Comunmente o, B y c seran positivas, pero g puede
tener cualquier signo. Elcrecimiento de la poblacion y
los precios crecientes a los consumidores de bienes
agotables en competencia conducirian a un valor positivo
de g. De otra manera, el progreso de la ciencia podria
Hevar a la introduccidn gradual de nuevos sustitutos para
lamercancia en cuestion, tendiendo a tornar g negativo.
El agotamiento de mercancias complementarias también
tenderia hacia un valor negativo de g.

La ecuacion diferencial se reduce, para esta funcion de
demanda lineal, a la forma lineal

2

d*x dx
2ﬂdt—2—2ﬂ76-l—t-—0}x=—g;4+g—a7

ya que 3, c y ¥ son positivas, las raices de la ecuacion
auxiliar son reales y de signos opuestos. Denotemos m
como la raiz positivay -» la raiz negativa. Ya que

m-n=y,

m es numéricamente mayor que n. La solucion es:

_2pg _g/

x=Ae" + Be™ + & , =%+
c ct ey /c

de donde:
q=Ame™ — Bne™ + gc
Yaquex =0 cuando r =0

A+B—2'Bgc _&

cy -

(4

Yaque x=ay ¢g=0 eneltiempoT
del agotamiento definitivo,

Ael|11'+Be—l;7'+gT _2ﬂg ) _8
c ¢y

Ame™ — Bne™" + gc. =0

A partir de estas ecuaciones se eliminan Ay Bigualando
a cero el determinante formado por los coeficientes y
términos que no contienen A 6 B. Después de multiplicar
la primera columna por e™ y la segunda por e”, se
tiene:

e—m'l' enl _2ﬂg —g/ +a.'//
c cy /c
a=l1 1 8T 2% 8 ta/_g=0
c cZ l/ C}/ //c
m -n g’
c

Expandiendo y usando las relaciones m - n=vy, y
mn= cy/2f3, tenemos para A y suderivadaconrespectoaT,

A= —e")gic+(ne™ +me™ ) gT/c—2pg/c?
—g/ey+ac—a)+(m+n)2Pg/c* +g/cy —ajc)
A =(e" —e )T -1y +(a—ac)/gler/2p

La Gltima expresion es util para aplicar el método de Newton
para encontrar T. Obviamente, la derivada cambia de signo
solo para un valor de T; para este valor A tiene un minimo
si g es positivo y un maximo si g es negativo.

Podemos medir el tiempo en unidades tales que y, la tasa
de interés, sea unitaria. Siel valor del dinero es del 4%,




compuesto trimestralmente, la unidad de tiempo entonces
sera aproximadamente 25 afios y un mes. Con esta
convencion consideremos un ejemplo en el cual hay una
tendencia secular ascendente en el precio que los
consumidores estan dispuestos a pagar: tomemos o.=100,
B=1, c=4, g=16 y a=10. Lacantidad neta unitaria
recibida es en este caso:

p=100-qg-4x+16¢.

Sustituyendo los valores de las constantes, y notando
quem=2 y n=1,tenemos:

el el 19
A=l 1 1 4T +9
2 -1 4

A=(8T +14)e” + (4T +13)e™*" —57
A'=(e" —e " )8T +22)

Evidentemente A< O paraT=0, A=+ paraT=o0,y
A*> 0 para todos los valores positivos de T. De aqui
A=0 tiene una y sélo unaraiz positiva.

Para el valor de prueba T = | tenemos:
A=5.10, A*=77.5
Aplicando a T la correccién - A/A‘= -0.07

aproximadamente, tomamos T = 0,93 como una segunda
aproximacion. Para este valorde T,

A =-0.06,
A=170.0,
de donde -A/A'=10.001

El programa mas rentable de extraccion por lo tanto
agotard lamina en 0.931 unidades de tiempo, o alrededor
de 23 afios y 4 meses, quiza un tiempo sorpresivamente
corto en vista de la posibilidad de obtener un precio
indefinidamente mas alto en el futuro a la tasa de
incremento de 16 por unidad de tiempo.

Dado que el tiempo de trabajar una mina es infinito, es
necesario no s6lo que el precio incremente
indefinidamente sino que incremente al final al menos
tan rapido como el interés compuesto.

Las dos altimas ecuaciones para determinar A y B se
vuelven ahora,

6.4366 4 + 0.3942 B + 12.724 =0
12.87354 - 03942B + 4 =0

yaque: e = 6.4366, ytambién e7=0.3942

De aqui 4 =-0.866, B=-18.13; asi que
x=-0866¢” - 18.13¢* + 4t + 19

Como una prueba observemos que esta expresion para x
se vuelve cero cuando 1= 0.

Diferenciando, tenemos:
g = 1.132e% + 18.13 ¢! + 4,

mostrando como la tasa de produccion empieza en 20.40
y gradualmente declina hasta cero.

La sustitucion en la expresion asumida para el precio
neto da:

p =100 -qg - 4x + 161
= 20 + 5.196 ¢ + 54.39 ¢

mostrando un descenso desde 79.60 al comienzo hasta
74.90 en el agotamiento, debido al mayor costo de
extraccion en las partes mas profundas del depésito. El
comprador por supuesto paga un precio creciente, no
decreciente, a saber,

p+ 4x =100 - g + 161
=96 + 1.732¢" - 18.13¢" + 16t.

Este incremento va desde 79.60 hasta 114.90.

9. LA SEnDA OPTIMA

Para examinar la senda de explotacion de una mina que
fuera la mejor socialmente, en contraste con el programa
que adoptaria un propietario bien informado pero
completamente egoista, generalicemos las
consideraciones del numeral 3. En vez de la tasa de
beneficios pq, debemos ahora tratar con el retorno social
por unidad de tiempo,
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U= .[’p(x,q,t)dt

X'yt son constantes en la integracion. Tomando otra vez
latasa de interés del mercado como el factor de descuento
apropiado para el futuro disfrute, establecemos:

F=ue™

y averiguamos cual curva de explotacion hara maximo
el valor social descontado total.

V= J'th

La ecuacion caracteristica

oF d oF
ox dt oq
se reducea
dpd’xdpde _ ou &p
dqdttoxd T ox o

La condicion inicial es x = 0 para ¢ = 0. El otro punto
final de la curva es mévil sobre la linea x - a=0, siendo
a la cantidad originalmente en la mina. La condicién de
transversalidad,

F—q-af-=0
oq
Sereducea u-pg =0

Esta condicidn se satisface solamente para g =0, de otra
manera deberiamos tener la ecuacion:

p= ; [ pda

expresando que el precio ultimo es el promedio de los
precios potenciales correspondientes a los menores
valores de g. Ya que se asume que p decrece cuando g
incrementa esto es imposible. Aunsi 3p/8q es ceroen
puntos aislados, la ecuacidn sera imposible si, como
siempre es tomado, esta derivada es negativa en todas
partes. Por lo tanto, g =0 en el tiempo de agotamiento.

Si, como en el numeral 8, suponemos la funcién de
demanda lineal,

p=a-Bg —cx + gt
la ecuacion caracteristica se vuelve

d’x dx
) — R —_— +4 o —
ﬁdﬁ ﬁydt c=—gn+g-ay

Esto difiere de la ecuacion correspondiente para el
monopolio solamente en que [ es aqui reemplazado por
f3/2. En un sentido esto significa que la caida del precio
o utilidad marginal, ante un incremento en la oferta al
afectar la tasa de produccion cuenta dos veces, tanto
cuando esta bajo el control del monopolista como en el
caso de querer garantizar bienestar social.

El analisis del numeral 8 puede ser aplicado a este caso
sin ninglin cambio cualitativo. Los valores de my n
dependen de b, y por lo tanto son cambiados. El tiempo
T hasta el agotamiento final sera reducido, si va a ser
maximizado mas el valor social que la rentabilidad del
monopolio. Para el ejemplo numérico dado, se encontr6
T como 0.931 unidades de tiempo bajo monopolio.
Repitiendo el célculo para el caso en el cual la meta es el
maximo valor social, encontramos como el mejor valor
es solamente 0.6741 unidades de tiempo.

Para diferentes valores de las constantes, aun con una
funcion de demanda lineal, las matematicas pueden ser
menos simples. Por ejemplo, la ecuacion A = 0 puede
tener dos raices positivas en vez de una, este sera el caso
si la ilustracion numérica seleccionada es variada
suponiendo que el signo de g es invertido, debido al
progresivo descubrimiento de substitutos, el efecto directo
del paso del tiempo es entonces disminuir en vez de
incrementar el precio. En tales casos es necesaria una
posterior evaluacion de las dos posibles curvas de
desarrollo, para determinar lo que producira mas, la
rentabilidad de monopolio 6 el valor social descontado,
de acuerdo a nuestro objeto.

10. SoLucCIONES DISCONTINUAS

Adn si la tasa de produccion q tiene una discontinuidad,
como en el ejemplo del numeral 5, la condicion que [fdr
sera un maximo requiere que cada una de las cantidades
of

0
f > f - q T~
oq oq




debe sin embargo ser continua®. Esto sera verdad si f
estd definida para la rentabilidad del monopolio
descontado o la utilidad total descontada.

La ecuacion (8), puede ser escrita:
of
9q

la cual muestra, ya que el miembro izquierdo es continuo,

que A debe tener el mismo valor antes y después de la
discontinuidad.

=1

Cuando p es una funcién solo de g, las dos cantidades
continuas pueden ser escritas en la notacién del numeral
4, y'e_'" y también (y - qy')e_" la cual muestra
que y’'e y-qy’soncontinuas. Asi la expresion A(g - y/
»’) que aparece en (13), es continua. Consecuentemente
las expresiones (13) 6 (14) pertenecientes a los diferentes
intervalos de tiempo pueden simplemente ser agregadas
para obtener una expresion de la misma forma. Por lo
tanto el valor presente de los beneficios futuros
descontados de lamina -y por lo tanto de lamina- esen
tales casos la diferencia entre los valores de

Aq-yly)/g
en el presente y en el tiempo del agotamiento.

Ahora estamos listos para responder preguntas tales como
la presentada al final del numeral 5 como la localizacién
de la discontinuidad existente alli mostrada en el
programa mas rentable de produccién cuando la funcion
de demandaes '

p=b-(qg-1)
¥a que en este caso
f=pge” =|bg—q(g -1k
las dos cantidades

b-(49-1)(q-1)’,
39° (9-1)%,

5 C. Caratheodory, Uber die diskontinuirlichen Losungen in ther Variations-
rechnung,” tesis, Gottingen, 1904, p.11. La condicién de que la primera de
esas cantidades debe ser continua es dada en el texto, pero por algunarazon la
segunda es generalmente omitida.

son continuas. Consecuentemente:
(49-1)(q-1)’
Yy
g’ (q-1)°

_son continuas. Siq] denota la tasa de produccién justo

antes del salto repentino y q la tasa inicial después de
éste, significa que

(4q,- D(q- 1)’ =(4q,- 1)(q,- 1)
q2(q, - 1) =4 (q, - 17

La Gnica solucion admisible es:

(3+V3)/4 = 1.1830,

g,
(3-V3)/4 = 031699

q,

11. PRUEBAS PARA UN MAXIMO VERDADERO

Las ecuaciones que han sido presentadas para encontrar
el programa de produccion de maximo beneficio o valor
social son condiciones necesarias, no suficientes para
maximos, como la anulacion de la primera derivada en
el calculo diferencial. Debemos también considerar
pruebas mas definitivas.

Las integrales que han sido originadas en los problemas
de activos agotables van a ser maximas, no
necesariamente, para el tipo mas general de variacién
concebible para una curva, sino sélo para las llamadas
variaciones “débiles especiales” (“special weak”). La
naturaleza de la situacion econdmica parece impedir todas
las variaciones que involucran el retroceso en el tiempo,
incrementando la tasa de produccion, manteniendo dos
tasas de produccion diferentes al mismo tiempo 6
variando la produccidn con infinita rapidez. Los
incrementos extremadamente repentinos en la produccién
usualmente involucran costos especiales los cuales seran
soportados solamente bajo condiciones inesperadas, y
deben ser evitados en la planeacion de largo plazo. Asi
mismo los repentinos decrecimientos involucran pérdidas
sociales de gran magnitud tales como desempleo, que
aGn un monopolista egoista frecuentemente tratara de
evitar. Esto sera considerado en la proxima seccién. En
efecto es posible que en algunos casos especiales estas
variaciones “fuertes” (“strong’) podrén tomar alguna
significancia econémica, pero una situacién tal
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involucraria fuerzas de una categoria diferente de aquellas
con las cuales ordinariamente esta relacionada la teoria
econdmica.

Las pruebas criticas que deben ser aplicadas son por las
consideraciones precedentes reducidas a dos -las de
Leggendre y Jacobi-¢. Dado que la utilidad descontada
total o valor social (numeral 9) serd un maximo, la
prueba de Legendre requiere que

2
TH P
g~ oq

una condicién que siempre es tomada para obtener
ahorros en casos excepcionales. Dado que la curva
seleccionada producird un méaximo genuino para la
utilidad de un monopolista, la prueba de Legendre
requiere que

2 2
Opa) %P 9P o9
oq 0qg ~0Oq

Esto significa que la curva de la figura 1 es convexa
hacia arriba en todos los puntos tocados por la tangente
de cambio. Las porciones re-entrantes, si existen, son
pasadas por alto, produciendo discontinuidad en la tasa
de produccioén.

Cuando la solucidn de la ecuacién caracteristica ha sido
encontrada en la forma

x=¢( A4 B),

siendo 4 y B constantes arbitrarias, la prueba de Jacobi
requiere que

0B

no tome el mismo valor para dos valores diferentes de 1.
Para el ejemplo del numeral 8 esta cantidad critica es
simplemente e™*, que obviamente satisface la prueba.
La solucion representa un maximo real, no ilusorio para
la utilidad del monopolista. Lo mismo es verdad para el

5 A. R. Forsyth, Calculus of Variations (Cambridge, 1927), pp. 17-28

programa de producciéon que maximiza la utilidad
descontada total con la misma funcién de demanda. Cada
caso debe, sin embargo, ser examinado separadamente,
ya que la prueba puede mostrar en algunos casos que un
maximo aparente puede ser mejorado.

12. LA NECESIDAD DE ESTABILIDAD EN LA PEODUCCION

La funcién de demanda de la que se obtiene p puede
involucrar no solo la tasa de produccion g, sino también
la tasa de cambio ¢’ de g. Una condicion tal mostraria
una dualidad con la considerada por C. F. Roos” y G. C.
Evans*, quienes sostuvieron que la cantidad de una
mercancia que puede ser vendida por unidad de tiempo
depende ordinariamente tanto de la tasa de cambio del
precio, como del mismo precio. Sip es una funciéndex,
q, 9,y det, el maximo del beneficio del monopolio o del
valor social solamente puede ser obtenido si la senda de
explotacidn satisface una ecuacion diferencial de cuarto
orden.

Mas generalmente podemos suponer que p y su tasa de
cambio p’estan conectadas con x, ¢, ¢’, y con t por una
relacion

dp.p xqq,9)=0.

Esto presenta un problema de Lagrange, que puede ser
tratado con los métodos conocidos® Una posterior
generalizacion es suponer que el precio, la cantidad y
sus derivadas estan sujetas a una relacion en la naturaleza
de una funcion de demanda que también involucra una
integral o integrales que dan el efecto de los precios
pasados y las tasas de consumo®

La inversion de capital para desarrollar la mina y sus
industrias esenciales es un requisito necesario para una
produccidn estable; el otro es la deseabilidad del empleo

7 " A Dynamical Theory of Economics, " Journal of Political Economy, XXXV
(1927), 632, y referencias; también ** A Mathematical Theory of Depreciation
and Replacement, " American Journal of Mathematics, L (1928), 147.

8 * The Dynamics of Monopoly,” American Mathematical Montly, Vol. XXXT
(1924); también * Mathematical Introduction to Economics (McGraww-Hill
Book Co, 1930).

9 CF.G.A Bliss, "the prolem of lagrange in the calculus of variations”
.(mimeografiado por O.E. Brown), ( University of Chicago Bookstore).

10 Ver “Generalized Lagrange Problems in the Calculus of variations”, por C.F.
Roos, Transations of the American Mathematical Society, XXX, (1927), 360.
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regular del trabajo. Bajo el término “capital”
posiblemente pueden estar incluidos los costos, para
empleadores y trabajadores, para atraer trabajadores a
la mina desde otros lugares y ocupaciones. El retorno de
estos trabajadores a otras ocupaciones cuando la
produccion baja tendria que ser calculada como parte
del costo social. Si éste entrara en los costos del
propietario de la mina probablemente dependeria de si
los trabajadores tienen al principio suficiente informacién
y poder de negociacion para insistir sobre la
compensacion de sus costos de indemnizacion por retiro.

Los problemas en los cuales la rigidez de inversion de
capital juegan un papel para determinar los programas
de produccién pueden ser tratados introduciendo nuevas
variables x,, x,, ..., para representar los varios tipos de
inversién de capital involucrados. En la medida en que
estas variables sean continuas, el problema’es el de
maximizar una integral que incluya x, x,, x,, ..., y sus
derivadas, usando métodos bien conocidos. Las
ecuaciones simultineas

o _dof_,
ox; dt éx,
i=0,12,..,x,=0;x, =dx, dt

son necesarias para un maximo. La depreciacion del
equipo de mineria origina consideraciones de esta clase.

Todos los casos considerados en la primera parte de este
documento conducen a soluciones en las cuales la tasa
de produccion de una mina siempre disminuye.
Considerar la influencia de las inversiones fijas y el costo
de acelerar la produccién, al principio puede llevarnos a
curvas de produccion que incrementan continuamente
desde cero hasta un maximo, y luego caen mas lentamente
cuando el agotamiento se aproxima. Se han encontrado
estadisticamente ciertas curvas de produccién en
industrias de tipo extractivo como la produccion de
petroleo”

11 C.E Van Orstrand, "On the Empirical Representation of certain Production
curves, Journal Of the Washinton Acade my of Sciencies. Xv. (1925), 19.

13. IMPUESTOS AL VALOR DEL CAPITAL Y TASAS
COMPENSATORIAS

Un impuesto no anticipado sobre el valor de una mina
no tendra efecto distinto al de transferir a la tesoreria
gubernamental una parte del ingreso del propietario. Un
impuesto anticipado a la tasa anual o0 y pagadero
continuamente tendra los mismos efectos sobre el valor
de laminay el programa de produccion que un incremento
o en latasa de interés. Esto lo probaremos ahora.

Del ingreso pgq de la mina en el tiempo ¢ ahora debe ser
deducido el impuesto, ot/ (7). Consecuentemente el valor
en el tiempo J es:

J(3) = L"[pq —aJ (Ot

Por diferenciacion esta ecuacion integral en J se reduce
a la ecuacion diferencial:

S (3)=-pg+ o) (3) +y(3J).

La solucion es encontrada por métodos bien conocidos.
La constante de integracion es evaluada por medio de la
condicion segun la cual J(T) = 0.

Tenemos: _](:;) - ﬁlpqe—(aﬂ')(l--:f)d[

Asique o0 es simplemente agregado a .

Una clase bastante diferente de tributo es representada
por las “tasas compensatorias”’?* Un impuesto tal, de

12 Avariant. Unavariante es un impuesto ad valorem. Una gran cantidad de
informacion y discusion concerniente a estos impuestos esid contenido en la
bienal "Report of the Minnesota State Tax Comision", 1928, (St Paul). A
partir de la pagina 111 de este reporte aparece que Alabama desde 1927 ha
fenido una tasa compensatoria de 2 Y centavos por tonelada de carbon, 4 ¥
por tonelada de minerales ferrosos y 3% sobre productos de cantera; Montana
impone al carbon extraido 5 centavos por tonelada ; Arkansas impone una
tasa de 21/2 por ciento sobre el valor bruto de todos los recursos naturales
excepto carbon y madera. 1% sobre el carbony 7 centavos por 1000 listones
de madera. Minnesota impone al material ferroso extraido el 6% sobre el
valor menos el costo de mano de obra y materiales usados en al mineria y
también avalia lus tierras auriferas a una tasa superior que otras propieda-
des para el impuesto de propiedad en general. Estos impuestos no estdn basa-
dos completamente en la idea de la conservacion, sino animadas también en
la imposicion a extranferos. o sea “retener para el estado su patrimonio natu-
ral". Yaque Minnesota produce cercade 2/3 del material ferroso de los Esta-
dos Unidos. la incidencia exterior es dudosamente cumplida. Los impuestos
del petréleo mexicano tienen el mismo objetivo. La Comisién de Minnesota
cree que las prospectivas para el metal virtualmente han casado a causa de
los altos impuestos.

*Los traductores consideran que “severances laxes "’ en esle caso es mas 0
menos equivalente al de tasa compensatoria. témino que se ha introducido
en al legislacion ambiental Colombiana (Ley 99n de 1993).
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un monto por unidad de material extraido de la mina
tiende a la conservacion. La teoria ordinaria de
monopolio de una mercancia inagotable sugiere que la
incidencia de un impuesto tal sea dividido entre el
monopolista y el consumidor, igualmente en el caso de
una funcion de demanda lineal. Sin embargo, para una
oferta agotable la division esta en una proporcion
diferente, que varia con el tiempo y la oferta remanente.
En efecto, la imposicién del impuesto conducira
eventualmente a un precio realmente mas bajo que si no
hubiera habido impuesto.

Consideremos la funcién de demanda lineal

p=o-fq

y por simplicidad, sin costo de produccién. La tasa de
beneficio neto, después de pagar un impuesto v por
unidad extraida, sera

(P-v)q=(@-V)g-Pp g

Como en el numeral 4, la.derivada aumenta en el
mismo sentido del interés compuesto:

a-v-2pq =Ae"
Ya que finalmente g=0y =T, obtenemos:

a—-v=Ae"

de aqui eliminando A y resolviendo para g,

q= ll —e?t™D J(a ~v)/28

\
El tiempo de agotamiento T esta relacionado con la
cantidad original de la mina a través de la ecuacion

a= fqdl =(7T+e"" —lXa—v),’Z,B}/

de aqui:

mostrando cuanto es el incremento en el tiempo de
explotacion como resultado de la imposicion de una

pequeiia tasa compensatoria. El efecto sobre la tasa de
produccion en el tiempo f es

dg = % du+ % dr
ov or

=dv{-1+eP[1+28y a/(a-v)1-e™ ]2

Por la forma de la funcion de demanda se deduce que
el incremento en precio en el tiempo res

dp=—ﬂdq:du{12 —e""”lli, +fya /(a—u)(l-e"T)}j

Si aes muy grande, entonces asi mismo seratambién T; la
expresion en paréntesis cuadrados, para valores moderados
de ¢, diferira infinitesimalmente desde 1/2, reduciéndose al
caso de monopolio con ofertas ilimitadas. Sinembargo, dp

- siempre sera menor que % dv y, cuando el agotamiento se

aproxima, declinara y se volvera negativo. Finalmente,
cuando? =T, el precio de losarticulos incluido el impuesto
a los compradores es menor por

Prav
(@~v)1-e™)

que el precio final si no hubiera tenido impuesto. El
precio, sin embargo sera tan alto que muy pocas de las
mercancias se compraran. Un impuesto sobre un
monopolista que lo condujera a reducir sus precios es
unareminiscencia de la paradoja de Edgeworth segtin la
cual un impuesto sobre los tiquetes del ferrocarril de
primera clase hace que la accién mas rentable del
propietario monopolistico (y no regulado), sea la
reduccion de los precios tanto de primera como de tercera,
a mas de pagar el impuesto mismo”’. El caso de una
mina es, sin embargo, de un tipo distinto al de Edgeworth
y no puede ser asimilado a este caso paraddjico
considerando el mineral extraido en diferentes periodos
como si fueran diferentes mercancias. En efecto en el
caso simple de la economia de la mina que estamos
considerando, las demandas en diferentes periodos no
estan correlacionadas; las ofertas que se colocan en el
mercado ahora y en el futuro no se complementan, ni
compiten unas con otras. La demanda correlacionada
de un tipo particular era, de otro lado, una caracteristica
esencial del fendmeno de Edgeworth.

Ladltima baja del precio y la extension de la vida de una

13 Economic Journal, VIl (1897), 231 y varios pasajes en Edgeworth's Papers
Relating to Political Economy
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mina como resultado de una tasa compensatoria no son
peculiares a la funcién de demanda lineal, sino que
funciona similarmente para cualquier funcion de demanda
decreciente p(gq) cuya pendiente es siempre finita. Esta
proposicién general no depende de que el impuesto sea
pequeiio.

La conclusion alcanzada en el caso lineal de que la
division de la incidencia del impuesto es mas favorable
al consumidor que para una oferta inagotable es
probablemente verdadera en general; al menos ésto es
indicado por una evaluacién de un nimero de curvas de
demanda. Sin embargo, la proposicién general parece
muy dificil de probar.

Ya que la tasa compensatoria pospone el agotamiento,
recae considerablemente sobre el monopolista y conduce
finalmente a una caida del precio, pareceria ser un buen
impuesto. Particularmente va a ser recomendado si el
monopolista es considerado un propietario inequitativo,
y no es factible otro medio de separarlo de una porcién
tan grande de ella como lo haria la tasa compensatoria.
Sin embargo, la riqueza total de una comunidad se puede
disminuir mas bien que aumentar por tal impuesto.
Considerando como en el numeral 3 la integral # de los
precios p que los compradores estan dispuestos a pagar
por cantidades por debajo de las que actualmente se ponen
en el mercado, y la integral de tiempo U del valorde u
descontado por el interés, tenemos en el caso de la
demanda lineal discutida,

u= [ (a-ppdg=ag- 1, Bg’

Si estuviéramos considerando la fraccidn de este beneficio
social que se aplica a los consumidores, tendriamos que
sustraer la porcion pq que ellos pagan al monopolista,
una cantidad de la que él tendria que sustraer el impuesto,
que beneficia al Estado. Pero la suma de todos estos
beneficios es #, la cual es afectada por el impuesto
solamente cuando éste afecta la tasa de produccién g.

Si, por simplicidad, medimos el tiempo en unidades tales
que y = 1, la tasa de produccion determinada antes en
esta seccion llega a ser

g = (l1-e")(a.-v) /2B

Sustituyendo ésta en la expresion para u y el resultado

en U, obtenemos
U= f‘ue"’a’t
S R e e

Diferenciando U y luego, para examinar el efecto de un
impuesto pequefio, hacemos v =0. Los resultados se
simplifican a:

Zﬁ =—(1-e"}a/ap

Z'ITJ' =T +1)e - 2 /ap

De la cantidad inicialmente en lamina, a=(T +¢7-1)/2p,

Obtenemos, como anteriormente,
dar _ 2pa
dv a? (1 - e'r)

Cuando v = 0. Sustituyendo aqui el valor precedente
para a encontramos, después de simplificar,

dU _oU oUdl __a e +e’-2-T
dv ov oT dv 4p e’ -1

El numerador de la tltima fraccion puede ser expandido
en una serie convergente de potencias de T en las cuales
todos los términos son positivos. Por tanto dU/dv es
negativa.

Asi un impuesto pequefio sobre un recurso monopolizado
reducira su valor social total, al menos si la funcién de
demanda es lineal. Siésto es verdad para funciones de
demanda en general es un problema no resuelto.

Aqui hemos supuesto el impuesto u constante, permanente
y completamente previsible. Ya que un impuesto
imprevisible tendra resultados imprevisibles raramente
podemos construir una teoria general de tales impuestos.
Sin embargo, cualquier impuesto de cantidad variable
en el tiempo de una manera definitivamente fijada por
anticipado traera resultados predecibles. De esta forma
un problema interesante es fijar un programa de
tributacion u, que pueda involucrar la tasa de produccion
q y la produccién acumulada x, asi como el tiempo, tal
que, cuando el monopolista entonces seleccione su
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programa de produccién para maximizar su beneficio,
el valor social U sera mayor que si cualquier otro
programa de tributacion hubiera sido adoptado. Esto
conduce a un problema de tipo Lagrange en el calculo de
variaciones, siendo variable un punto final. Haciendo ¢
=dx/dt y

J = [ f(xq.00d, U= fF(x,q,t)dz

el problema es seleccionar v,

sujeto a la relacion diferencial

a,{+<_3f+@u_d(af+af+au 0
Ox Ov ox dt\og oOv 0oq

Asique U sera un méaximo. En general, por supuesto,
se puede lograr un mayor valor de U, al menos en teoria,
por propiedad y operacién publica.

14. INGRESO Y AGOTAMIENTO DE LA MINA

De los impuestos del ingreso no estamos preocupados
excepto por la determinacién de la cantidad del ingreso
de unamina. El problema de la tasa por agotamiento ha
sido complejo. Se ha dicho que si el valor del mineral
removido de la tierra podria ser reclamado como una
deduccion del ingreso, por tanto una compaiiia minera
que no tiene ingreso excepto por la venta del mineral
podria evadir completamente el pago de los impuestos.
La falacia de esta controversia puede ser examinada
considerando el valor de la mina en el tiempo ¢,

J@) = f pgeds

En esta integral p y g tienen los valores correspondientes
al tiempo 3, después de ¢ asignado para cualquier
programa de produccion adoptado, si ésto resulta de la
competencia, de un deseo de maximizar el beneficio de
monopolio o de cualquier otro conjunto de condiciones.
El ingreso neto consiste en el beneficio de las ventas del
material removido (los costos de produccion y venta como
es usual han sido deducidos), menos el decremento en el
valor de la mina. Por lo tanto iguala, por unidad de
tiempo,
pq + dJ/dt,

y de la expresion para J, ésto es exactamente yJ. En
otras palabras, cualquier programa de produccién
particular fija el valor de lamina en una forma tal que el
ingreso en cualquier tiempo, después de tener en cuenta
el agotamiento, es exactamente igual al interés sobre el
valor de la inversidn en ese tiempo.

Pero, aunque la tasa de declinacion en el valor de una
mina parece una cantidad logica para definirla como
agotamiento y deducir del ingreso, ésta no es la practica
de las administraciones tributarias, al menos en los
Estados Unidos. El valor de la propiedad en adquisicidn,
para marzo primero, 1913, una fecha poco antes del
establecimiento del impuesto, si hubiera sido adquirida
antes de esa fecha, se toma como base y se divide por el
numero de unidades de material estimadas en la mina en
esa época. La “unidad de agotamiento” resultante,
una cantidad de dinero, se multiplica por el nimero de
toneladas, libras u onzas de material removido en un afio
para dar el agotamiento para ese afio. El total de latasa
por agotamiento no debe exceder el valor original de la
propiedad.

La diferencia entre los dos métodos de calcular el
agotamiento se origina de las incertidumbres de
valoracion y los prondsticos de precio, demanda,
produccion, costos, tasas de interés y cantidad de material
remanente. Siel método tedrico fuera aplicado, un afio
en que la mina dejara de operar aln seria todavia
considerada como generadora de un ingreso igual al
interés sobre el valor de la inversion. Esto parece anémalo
solamente a causa de otro defecto, desde el punto de vista
teérico, en la legislacion tributaria: la no tributacion del
incremento en el valor de una propiedad hasta su venta.
Durante un afio de paro, si es previsto, el valor de la
propiedad esta actualmente incrementando, para el afio
de ocio ha sido considerado fijando el valor al inicio del
afio.

Una enmienda hecha a la Legislacion Tributaria Federal
de Estados Unidos en 1918 estima que la valoracion sobre
la que tal agotamiento es calculado puede bajo ciertas
circunstancias ser tomado, no como el valor de la
propiedad cuando fue adquirida o en 1913, sino el valor
superior que posteriormente tomd cuando su contenido
mineral fue descubierto. Esta consideracion tiene el efecto
de incrementar materialmente las tasas por agotamiento,
y asi reducir los pagos de impuesto. El repentino
incremento en el valor cuando el mineral es descubierto
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bien puede ser considerado como ingreso gravable, pero
no es considerado asi por la ley a menos que la propiedad
se venda inmediatamente. Los marcos del estatuto
parecen efectivamente, de acuerdo a su lenguaje, haber
considerado este incremento en valor como una
recompensa por los esfuerzos y riesgos de prospeccion
lo cual sugeriria que es una posicion razonable dada la
naturaleza del ingreso. Sin embargo, el objeto de la
enmienda es tratar este incremento como un valor de
capital pre-existente, que debe ser retornado al propietario
por la venta del mineral. La enmienda parece ser
inconsistente y también bastante generosa para los
propietarios particularmente afectados.

15. DuoroLio

Intermedio entre el monopolio y la competencia perfecta
y més estrechamente relacionada que ambos al mundo
econdmico real, es la condicion en la cual hay unos pocos
vendedores en competencia. En un documento mas
formal’ esta situacion fue discutida para el caso, con
especial referencia a un factor usualmente ignorado, la
existencia con respecto a cada vendedor de grupos de
compradores que tienen una ventaja especial en negociar
con €l a pesar de posibles menores precios. Mas de un
precio en el mismo mercado es entonces posible y con
una clase de cuasi-estabilidad que fija un limite inferior
a los precios, asi como el conocido limite superior del
precio de monopolio.

Para los recursos agotables los problemas
correspondientes de competencia entre un pequeiio
naumero de empresarios puede ser estudiado en primera
instancia por medio de los valores estacionarios conjuntos
de varias integrales que representan ingresos descontados.
No necesitamos confinarnos, como lo hemos hecho por
conveniencia al tratar con el monopolio, a una solamina
para cada competidor. Sean m competidores, y el niimero
i controla »n, minas, cuyas tasas de produccion y
contenido inicial denotaremos porg,,, ..., g,,, y también
a,...,a,,respectivamente. Las funciones de demanda
seran intercorrelacionadas, entre las minas poseidas por
cada competidor y entre las minas de diferentes
caracteristicas. Consecuentemente las m integrales J,
que representan los beneficios descontados involucraran

14 Harold Hotelling, “Stability in Competition”, Economic Journal of
Mathematics, XLVII (1925), 163.

en sus integrandos f; todos los g, asi como al menos
algunas de las producciones acumuladas x, = qu at.
Si el i-ésimo propietario desea maximizar su beneficio,
asumiendo que las tasas de produccion de los otros han
sido fijadas, él ajustara sus n, tasas de produccion de tal
manera que

o _49 _,
Ox, dtaq,
J=12,..,n

Continuando la analogia con el caso estatico vamos a
imaginar que los otros competidores, sabiendo los planes,
hacen lo mismo, alterando sus programas para conformar
ecuaciones parecidas a las anteriores. Cuando el i-ésimo
propietario aprende de sus planes modificados, él a su
vez los reajustara. El tinico equilibrio final posible con
un programa de produccién establecido para cada mina
sera determinado por la solucion del conjunto de
ecuaciones diferenciales de este tipo, las cuales son
exactamente iguales al nimero de minas, y por lo tanto
igual al nimero de variables por ser determinadas. Todo
ésto es una generalizacion directa del caso de ofertas
inagotables. Pero mostraremos que la solucion tiende a
sobrestimar las tasas de produccién y subestimar los
precios de las minas en competencia.

Sobre la abundancia han sido manifestadas dudas
respecto al resultado en el caso mas simple, y las razones
que puede aducirse en favor de la solucién son aiin mas
claramente inadecuadas cuando las ofertas son de
cantidades limitadas. La principal dificultad con el
problema de un pequefio nimero de vendedores consiste
en el hecho de que cada uno, al modificar su conducta de
acuerdo con lo que él piensa que los otros van a hacer
puede o no tener en cuenta el efecto sobre sus precios y
politicas de sus propios actos prospectivos. Hay un
“punto de equilibrio”, tal que ninguno de los dos
vendedores puede, al cambiar su precio, incrementar su
tasa de rentabilidad mientras el precio de los otros
permanece inalterado. Sin embargo, si un vendedor
incrementa su precio moderadamente, haciendo algin
sacrificio inmediato, el otro encontrara que su senda mas
rentable es incrementar su propio precio; y entonces, si
el incremento original no es demasiado grande, ambos
obtendran beneficios superiores que enel “equilibrio”.
Pero esa tendencia a cortar los precios por debajo del
equilibrio es menos importante de lo que se ha supuesto
como es mostrado en el articulo referido.
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Con una oferta agotable, y por lo tanto con inenos
pérdidas por una reduccién temporal en las ventas, un
vendedor estara particularmente inclinado a experimentar
incrementando su precio por encima del nivel teérico con
la esperanza que sus competidores también incrementaran
sus precios. Por las pérdidas de negocios incurridas
mientras espera que ellos lo hagan él puede en este caso
estar tranquilo, no solamente a la expectativa de
aproximarse a sus antiguas ventas al precio superior en
el futuro cercano sino también por el hecho de que
conserva sus ofertas para el tiempo cuando el agotamiento
general estara mas cercano y aln el precio teérico sera
superior. Asi una condicion general puede ser esperada
de precios superiores y tasas inferiores de produccion
que son dadas por la solucién de las ecuaciones
caracteristicas simultaneas.

Para productos complementarios tales como hierro y
carbon, la situacion es de alguna manera invertida.
Edgeworth en su Papers Relating to Political Economy
sefiala que cuando dos bienes complementarios son
monopolizados por separado el consumidor esta peor que
si ambos estuvieran bajo el control del mismo
monopolista. Esto supone la solucién de equilibrio. Las
desviaciones tentativas del equilibrio hechas para
influenciar la otra parte puede estar ahora en otra
direccion, segin la naturaleza de la funcién de la demanda
y otras condiciones que hacen mas rentable moverse hacia
precios inferiores y ventas superiores caracterizando el
maximo beneficio conjunto o incrementar el precio de
uno en un esfuerzo para forzar al competidor a bajar el
suyo para conservar las ventas. Cuando las ofertas de
los bienes complementarios son agotables, existe la
misma indeterminacion.

Un problema muy diferente de duopolio que involucra el
calculo de variaciones ha sido estudiado por C. F. Roos”
quien encuentra’s que los beneficios respectivos toman
verdaderos valores maximos. Sin embargo, como en el
caso estatico, el equilibrio estable definitivamente no es
asegurado por el hecho de que cada beneficio es un
maximo cuando el otro es considerado fijo, ya que los
actos de un competidor afectan los del otro. El calculo
de variaciones es usado por Roos y G..C. Evans'  para

15 “A Mathematical Theory of Competition”, American Journal of
Mathematics, XLVII (1925), 163.

16 "Generalized Lagrange Problems in the Calculus of Variations”,
Transactions of the Americans Mathematical Society, XXX (1927). 360.

17 A Mathematical Introduction to Economics (Mc Graw-Hill, 1930).

tratar con funciones de costo y demanda que involucran
la tasa de cambio del precio asi como el precio. Tales
funciones las hemos evitado para concrecion y
simplicidad, pero si se probara su importancia en la
economia minera el tratamiento previsto puede ser
generalizado a éllas (Cf. numeral 12). Evansy Roos no
estan interesados en activos agotables y asumen que en
cualquier tiempo todos los competidores venden al mismo
precio.

Los problemas de los recursos agotables involucran el
tiempo de una manera distinta ademas de involucrar el
agotamiento y los precios mas altos, trayendo informacion
adicional, tanto para la extensidn fisica y condicion del
recurso como para los fenémenos econémicos que se
refieren a su extraccion y venta. En las discusiones mas
elementales de intercambio, como en el trueque de nueces
por manzanas, asi como en las discusiones del duopolio,
un elemento de tiempo siempre es introducido para
mostrar un acercamiento gradual al equilibrio o un
alejamiento de ¢él. Tales efectos de tiempo estan
igualmente o alin en mayor medida involucrados en la
explotacion de activos irremplazables, complicandose con
las tendencias seculares peculiares a esta clase de bienes.
Con el duopolio en la venta de recursos agotables las
posibilidades de negociacion, regateo, y artimaiias llegan
a ser notablemente complejas.

Las guerras de precios periédicos que quiebran la
monotonia de los precios de la gasolina en la Costa
Pacifica Americana son un fendmeno interesante. Al
oeste de la franja de las mil quinientas millas de las sierras
unas pocas grandes compaiiias dominan el negocio del
petroleo. En los campos petroleros de California del Sur,
sin embargo, numerosas empresas pequeiias venden
gasolina a precios rebajados. La gasolina barata es en
gran parte no destilada del petréleo sino filtrada del gas
natural, y puede ser de calidad ligeramente inferior; sin
embargo, es un combustible aceptable para motor. La
movilidad extrema de los compradores de gasolina reduce
aun minimo el elemento de gradualidad en el cambio de
la demanda entre vendedores con el cambio del precio.
Ordinariamente, el precio fuera de la parte sur de
California es estabilizado por acuerdo entre las cinco o
seis principales compaiiias, se fija en cada una de las
grandes areas de acuerdo a la distancia de los campos
petroleros. Pero cada uno o dos afios se presenta una
guerra de precios, en la cual éstos caen dia a dia aniveles
extremadamente bajos, algunas veces casi al punto de
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regalar la gasolina, y ciertamente por debajo del costo
de distribucion. Desde un precio normal de 20 a 23
centavos por galon el precio algunas veces caea 6 0 7
centavos, incluyendo el impuesto de 3 centavos. Se hace
la paz y se restaura el alto precio anterior después de
unas pocas semanas de jabilo universal de los
compradores por los precios bajos y el almacenamiento
en cada contenedor disponible, aiin en las baiieras. Lo
interesante es la lentitud de la propagacion de esas
competencias, que usualmente empiezan en California
del Sur. Las compaiiias pelean entre si violentamente
alli, y a unas pocas semanas mas tarde en California del
Norte, mientras en algunos casos se mantienen los precios
en Oregon y Washington. Estas refriegas dan un ejemplo
de la inestabilidad de la competencia cuando las
variaciones del precio con la localizacion asi como con
el tiempo complican el comercio de un activo agotable.

Harold Hotelling
Stanford University
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	= K-K2,¡2Í +K’l1 v ...

	q = {y Jlka/Y -t¡K

	-3(q - l)2,




	= L' Jí + >.

	y

	(13)

	qy = y + q

	De aquí (13) puede ser escrito

	(15)	|° p{x,q,t)qe~* dt

	f(x,q,t) = pqe~yt


	2P zr~2Py j; ~c)* = -gyt+g-ay dt	at

	Ya que x = a y q = 0 en el tiempo T del agotamiento definitivo, Aen" + Be-"r +gT -2f}g 2-8 +a/-a = 0 c c / cy /c Ame”" -Bne~nr + 8 =0 c

	c~ / cy /c g/ c

	A = (e-"'7 -e"' )g/c + (ne~ml +me”T)(gT/c-2/fe/c2 - gjcy + a c - a)+ (m + ri)(2/3g¡c2 + g/cy -a/c) A' = (enr - e~ml )[r -1 i y + (a - ac)!g\gy/2p

	La ecuación característica

	se reduce a


	dq

	3q2 (q-1)2,


	y

	?,2(<7, - l)2 = q22(q2 - l)2


	-■JA




	i = 0,1,2,....,x0 = 0;x, = dxi dt


	% = lT + \yr-e-nyi*fi

	dl + ¥ + dv_d(df + df + dv)=o dx du dx dt Kdq dv dq)


