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ESTRATIFICACION CONCEPTUAL
DEL PROCESO DE PRODUCCION
DE CONOCIMIENTOS MATEMATICOS

El objeto de esta ponencia es el de presentar a los interesados en
la epistemologia de las ciencias exactas y naturales un aspecto poco
observado de la actividad matematica: la elaboracién de herramientas
conceptuales y simbédlicas a partir de otros conceptos y simbolos pre-
viamente elaborados, con Ia consiguiente aparicién de una estratificacién
conceptual en el interior de la produccién matematica,

Como base de la ponencia puede asignarse la concordancia que el
autor ha intentado explicitar a través de seminarios y conferencias, entre
algunos resultados provenientes de las investigaciones histérico-filoséficas
de Pierre RAYMOND, y algunos resultados obtenidos por los estudios
de sicologia genética de Jean PIAGET 1.

La idea clave podria esbozarse primero negativamente asi:

—ULa produccién matematica no parte de un tipo de abstraccién
pensada segGn el modelo persistente de la contemplacién ayudada por

! Los resultados de Pierre RAYMOND aparecieron en forma sistemética en su obra
capital, Le Passage au Matérialisme [R741, y en sus apuntes programdéticos L’Histoire et
les Sciences [R75]. Sobre esas bases, ha aparecido una serie de estudios histéricos en
la coleccidn “Algorithme” de la editorial Maspero: De la Combinatoire aux Probabilités
[R75al; Philosophie et Calcul de PInfini [H76], con Houzel, Ovaert y Sansuc; Matérialismme
Dialectique ot Logique [R77]. (Los paréntesis cuadrados remiten a la Bibliografia).
De la ingente obra dgl grupo ginebrino citemos como més pertinentes a la problemética
que se enfoca en este trabajo los libros:

Relaciones entre la Légica Formal y el Pensamiento Real [B861;

De la' Légica del Nifio a la Légica del Adolescente [I72], y

Génesis de lag Estructuras Légicas Elementales [P75].
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una iluminacién interior o exterior, que llevaria a la conceptualizacién
de la esencia de los objetos subsumidos bajo el concepto asi abstraido.

—La produccién matematica no consiste en un “segundo grado de
abstraccién” indiferenciado, en el que los diversos conceptos matemati-
cos estarian todos al misme nivel, en una regién simplemente separada
de los conceptos de “primer grado” que adseribimos a las ciencias na-
turales y al sentido com(n, y de los conceptos de “tercer grado”, que
adseribimos a la filosofia.

—La produccién matematica no tiene como producto terminado
algo “ya matematizado” definitivamente, méas alla de lo cual solo podria
llegarse a categorias o nociones filoséficas o ideolégicas, como “los seres”,
“la cantidad”, “la multiplicidad”, etc.

Para intentar decirlo positivamente, he aqui unas primeras aproxi-
maciones que solo se aclarardn en el decurso del estudio, y que inten-
taremos precisar en las tesis que lo concluyen:

—La produccién matematica parte de actividades, de manipula-
ciones, acciones, movimientos, Esta produccién activa tiene analogia
con el trabajo experimental de otros tipos de produccién cientifica en
el campo de las ciencias naturales.

—ZEsta produccidén cientifica matemética tiene como productos
esquemas conceptuales que, méas bien que abs-traidos (“traho”: tiro,
saco), deberiamos llamar abs-primidos (“premo”: empujo, aprieto) o
abs-cudidos (“cudo”: golpeo, sacudo) a partir de esquemas activos pro-
venientes de la actividad sobre objetos y simbolos, v sobre esquemas
operatorios y conceptuales previamente obtenidos.

—En esta produccién matematica juega un papel decisivo la ma-
nipulacién de simbolos. Con este tltimo vocablo queremos significar
aqui cualquier tipo de representacién material, como la que realiza el
pastor némada al representar sus cabritos por piedritas (“calculi”), para
efectuar con ayuda de ellas una serie de manipulaciones simbélico-
conceptuales que llevaran al “célculo” aritmético. Esas representaciones
pueden ser muy variadas: ranuras en un bastén (runas); posiciones
de los dedos de la mano (digitos); nudos en un haz de cuerdas (quipus),
impresiones en conitos de arcilla (&pices); manchas de tinta en un
papiro, impresiones con una cufia en una tableta de arcilla o con una
varita en la arena, etc.

—Los esquemas conceptuales producidos por la actividad mateméa-
tica forman un estrato (que llamaremos “lo ya matematizado”), solo
identificable como tal una vez que haya servido de base a la produccién
de un nuevo estrato conceptual (que llamaremos “lo nuevo matematico”
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en ese momento histérico de la produccién matemética). A su vez, “lo
nuevo matematico” puede convertirse en “lo ya matematizado” respecto
a una ulterior produccién conceptual matematica, formandose asi una
serie de estratos conceptuales superpuestos.

El Desarrollo de la Teoria de Grafos.

Pero no sigamos hablando en abstracto. Estudiemos un ejemplo de
produccién matematica més reciente que la produccién de los conceptos
béasicos de la aritmética y la geometria, cuya prehistoria solo podemos
reconstruir de manera muy hipotética. Estudiemos una de las pocas
ramas de las matematicas que tienen una fecha de nacimiento bien de-
finida: podemos situar en 1736 el nacimiento de la disciplina mateméti-
ca llamada Teoria de Grafos, con la publicacién en las Actas de la
Academia de Ciencias de San Petersburgo (hoy Leningrado) del primer
trabajo sobre esta materia.

Este crucial trabajo matemaético se debe al suizo Leonardo Euler
(1707-1783), nacido en Basilea e invitado desde los veinte afios como
profesor a la Academia de San Petersburgo. Ensefid en Berlin de 1741 a
1766, afio en que volvid a San Petersburgo, en donde permanecié hasta
su muerte,

La fundacién de esta nueva disciplina matematica comenzé por
una actividad bastante poco matemética: los paseos de los habitantes
de Koénigsberg (hoy Kaliningrado) por las riberas, islas y puentes de
la ciudad. Por esta villa prusiana pasaba Euler en sus viajes de Berlin
a San Petersburgo, y él y sus amigos recorrian esos mismos puentes y
avenidas por donde poco después se pasearia otro hombre genial,
Immanuel Kant (1724-1804), quien tenia apenas doce afios en la fecha
de la publicacién del trabajo de Euler sobre los puentes de Konigsberg,

Veamos un mapa esquemético de la ciudad, construida sobre la
confluencia del Nuevo y el Viejo Pregel: 2 (Figura 1).

Era apenas natural que los amigos de Euler quisieran hacer varia-
ciones sobre sus recorridos matinales. Era apenas natural que cada uno
de ellos.deseara estar de nuevo en su casa al final del paseo. Surgid la
pregunta de si era posible recorrer una sola vez todos y cada uno de
los puentes, y regresar al punto de partida.

2Bl esquema esta tomado del mapa de la Enciclopedia Espasa (vocablo Kénigsberg),
de fines del S, XIX. Allf se observa por lo menos un puente adicional a la izquierda
del diagrama (donde se encuentra la palabra ‘“Pregel”). Este puente fue construido por
{a municipalidad de la ciudad a rajz precisamente del estudio de Euler. Con ese puente
adicional si es posible hacer un recorrido que parte de la catedral, recorre una sola vez
todos y cada uno de los puentes, y termina en la zona interfluvial D, Posteriormente
este puente fue bautizado en honor a Kant “Philosophersdamm”, La Calzada (o Digque)
del Fildsofo.

— 101 —



ALTSTADT

L

KNEIPHOF

M e D @

VORSTADT Attor

Pragal

Figura 1: Los puentes de Konigsberg.

Después de varios intentos de encontrar una ruta que no omitiera
ningin puente, pero que tampoco repitiera ninguno, la frustracién los
llevé a proponer el problema a Euler. El trabajador matematico empezé
a transformar el material que se le proporciond.

Este es un caso muy claro en el cual la produccién matematica
parte de unos prxmeros conceptos como “recorrido”, “punto de partida”,
“punto de llegada”, “una sola vez”, “repeticién n”, “omisién”, conceptos
que no son en si propiamente matematicos. Solo el trabajo matemaético
de Euler permite hoy, desde un estadio ulterior de formacién simbdlico-
conceptual, considerar esos conceptos como una “primera matematiza-
cién” del problema del paseo por los puentes, matematizacién que dara
lugar, a través del trabajo matematico, a nuevos productos de la pro-
duccién matemética, que constituyen “lo nuevo matemético” a ese nivel.
Esos productos seran los conceptos de “vértice”, “arco”, “grafo”, “uni-
cursalidad”, “grado de un vértice”, etc. Veamos rapidamente cémo se
forman esos conceptos.

El primer punto de importancia es notar que la formacién de los
primeros conceptos (recorrido, punto de partida, punto de llegada, etc.)
no es semejante a la formacién del concepto de “puente” seglin las teo.
rias del conocimiento de corte mas clasico. No se trata de observar
diversos objetos que lleven el nombre de “puentes”, para abstraer una
propiedad o constelacién de propiedades comunes a todos ellos, que
formen el concepto de puente. No puede pensarse en nuestro ejemplo
euleriano en una serie de objetos materiales de los cuales se obtenga un
“eidos” o un “universal”, La pista para buscar en otra direccién esti
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dada en los estudios de Piaget sobre la primacia de la actividad en la
construccién de los conceptos infantiles. Al hablar de recorrido, salida,”
llegada, se maneja un esquema sensorio-motriz, que es repetible en un
sentido diferente al de la repetibilidad de objetos materiales tomados
de un mismo modelo o ejemplar. Es una repetibilidad activa, que se
refiere a la ejecucién de “la misma accién”, en donde la mismidad es
de un tipo enteramente diferente a la semejanza entre objetos.

Esta primera nocidén —si no se le quiere llamar todavia concepto—
del recorrido de un camino, puede representarse por el trazo de un lapiz
sobre el papel, o de una tiza sobre el tablero, o de una varita sobre el
suelo arenoso. También en ese trazo hay accién, hay recorrido, hay
camino. Y la huella de ese recorrido quedaré como material simbdlico
para ayudar a la reflexxon yala expemmentacxon sucesiva,

Con el trazado de esas marcas se traslada el problema de tener’
que hacer recorridos relativamente largos y de considerable gasto ener-
gético, al facil ejercicio de efectuar recorridos breves que apenas necesi- '
tan un minimo de energia para apoyar y desplazar el lapiz, la tiza o
la varita, y que después de ese primer trazado material, necesitan to-
davia menos energia para poder repetir épticamente los mismos reco-
rridos.

Nétese que el esquema sensorio-motriz del recorrido se repite en
el trazado material activo, y en el trazado dptico de las huellas pre-
viamente marcadas. La importancia de estos trazados Opticos en la
percepcibén de las formas y las medidas ha sido suficientemente inves-
tigada por Piaget y sus colaboradores en los casos de ilusiones percep-
tuales, .para el analisis de las cuales resulta crucxal la frecuencia de en-
cuentros de la vista con la marca (o més prec1samente, de la-i 1magen
retiniana con la févea).

La permanencia y repetibilidad del esquema sensorio-motriz en los
trazos, permiten derivar de ellos algunas conclusiones vélidas para cual-
quier recorrido. Asi, la huella del trazado se convierte én un tipo de
representacién simbélica que no solo permite una permanencia, sino una
facil repetibilidad fisica o imaginativa, asi como una manipulacién y
experimentacién que seran la.base de la produccién de nuevos conceptos.

Analicemos esas marcas o huellas como representacién simboélica de
los recorridos. Podemos observar que el “punto de partida” y “de llegada”
aparecen solo como construcciones mentales. En la huella no puede
distinguirse 'un “punto” primero y uno Gltimo; estos serian indiscerni-
bles empiricamente, pues en un trazo siempre estaran representados por
una superficie cubierta por un sinniimero de granitos de grafito, carbo-
nato calcico, etc., y en el caso del trazo en la arena mas bien por la
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ausencia de granitos de arena en los sitios en donde se bajé o se levanté
la varita, Pero una vez.reconocido. el caracter de construccién conceptual
de esos “puntos de llegada o de salida”, si es posible representarlos por
medio de “puntos” gruesos en el papel, asi como se representa el reco-
rrido por medio de un trazo un.poco menos grueso sobre el mismo

papel:

Figura 2: Representacién del recorrido y los puntos de salida y de
llegada del mismo.

A esos puntos nada matematicos se les suele llamar “vértices”, y al
trazo intermedio “arco”. Propiamente hablando, deberiamos decir que
esos puntos representan la construccién conceptual designada por la
palabra “vértice”, y los trazos la construccién conceptual designada por
la palabra “arco”. . :

Podria discutirse: si esos puntos inicial y fihal pertenecen a un
recorrido dado o no. Podria en’ efecto construirse el concepto de un
recorrido que incluya esos dos puntos (“arco cerrade”), y también el de
un recorrido que no los incluya (“arco abierto”). Ambos han sido fe-
cundos en el analisis y en la topologia.

. La repetida experimentacién con trazos.en el plano de la hoja de
papel permite notar que ciertos recorridos encierran regiones del plano,
mientras que otros no. lo hacen:

F.igu:;é 3: Recor'ridoleue dii(iden y no dividen el plano.

Esta experimentacién lleva a la construccién de los conceptos de
recorrido limitante: y no limitante (que -¢uriosamente, en el caso de
trayectorias curvas en una superficie, da lugar al concepto de curva sim-
ple cerrada y abierta, en donde_las palabras “cerrado” y “abierto” tienen
un sentido diferente al explicado arriba).

Puede pensarse también la distincién entre el recorido en un sen-
tido o en otro, sentido que no puede discernirse en las huellas mismas:
esa: distincién. pertenece al esquema activo. Puede pues fijarse la aten-
‘cién en el sentido del recorrido, para lo cual se representa éste con una
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punta de flecha en punto de llegada, o puede tomarse el recorrido con
prescindencia del sentido en que se describid, para lo cual se omiten las
puntas de flecha:

Figura 4: Representacién del sentido del recorrido.

Estas observaciones llevan a la construccién de los conceptos de
arco orientado y arco no-orientado.

Estos puntos de libertad de opcién en la produccién matemética
son de capital importancia. En las encrucijadas de este tipo se encuentra
1a divisoria de aguas entre diversas disciplinas matematicas; una eleccién
puede resultar infecunda, mientras que otra puede llevar a un alud de
nuevos resultados; en cualquier caso, alli aparece el caricter activo y
creativo de la produccién matematica. Es interesante para nuestro pro-
pésito notar que la fecundidad de una decisién en un sentido o en otro
no se debe necesariamente a que se incluya o no mas informacién: al
prescindir del sentido del recorrido se pierde informacibén, pero se po-
sibilita el avance en el estudio de las representaciones de vértices y
arcos, representaciones que llamamos “graficos”, a partir de los cuales
se elabora el concepto general de grafo y la teoria de grafos. En seguida
veremos otro ejemplo fecundo de olvido de informacion.

Pero volvamos a los puentes de Konigsberg, que esquematizamos en
la Figura 1. En ese mapa observamos que los siete puentes conectan la
isla principal (Kneiphof, que denotamos con la letra A), en la cual
se encuentra la catedral, con la zona interfluvial D y las dos riberas:
la izquierda (Vorstadt, B) y la derecha (Altstadt, C).

Figura 5: Dos reducciones progresivas del recorrido por los puentes.
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Es claro por el esquema que ias calles de estas zonas no importan
para los recorridos por los puentes. Las riberas del 116 y las costas de la
isla desaparecen, y podemos reducir las cuatro zonas a ‘ctiatro'pv.intds
que representan las encrucijadas en donde es pos1b1e dmglrse a uno u
otro puente, y de los que parten tantos trazos como puentes salgan de
la zona respectiva: (Figura 5).

Una vez trasladada la disposicién de las regxones y Ios puentes al
esquema simbélico, aparece claramente que ni la longitud ni-la’ forma
recta o curva de los trazos interviene en la posibilidad dé recorrer
todo el grafo asi dibujado con un solo trazo del lapiz. Se reconoce que
la clave en la solucién del problema es el estudio de los vértices, como
puntos de interseccién de los arcos que representan caminos posibles.
Con la produccién de los conceptos necesarios y de las representacio- .-
nes simbblicas convenientes, ya hay material suficiente: para una expe--
riméntacié;ysobre los graficos. Ensidyese por ejemplo a recorrer los.
siguientes sin levantar el lapiz del papel:

Figura 6: Dispositivos experimentales para la teoria de grafos.

La distincién entre grafos umcursales (que pueden recorrerse inte-
gramente de un solo trazo sin repetir ningin arco) y grafos multmursales,
es ya productible. Notese que la repeticién de vértices no es importante
para la unicursalidad. gQue pasa si sé prohibe 1a repeticién de vértices?

Hay pues un cierto tipo de experimentacién activa, analoga a la
que se realiza en las ciencias naturales, que prepara la produccién del
concepto que permitird resolver el problema. Aqui, como tampoco en
las ciencias naturales, no basta la repeticién ni la observacién para que
“surja” el concepto: hay que crearlo activamente. '

En este caso se empieza por eliminar las caractenstlcas ‘que no
permiten progresar en la solucién del problema se aprecia la necesidad
de analizar los arcos que salen o llegan a un vértice. Se produce el con-
cepto de “grado de un vértice”, que asigna a ese vértice el nimero de
arcos que inciden con él. )

La experimentacién y la reflexién van mostrando que siempre que
se entra a un vértice diferente del punto de salida o de llegada, hay que

tener otro arco por donde seguir si se quiere regresar al punto de
partida. Puede pues omitirse cualquier vértice intermedio de grado 2.
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Estas verificaciones llevan a considerar el grado de un vértice como un
exceso de informacién: basta saber la paridad del ‘vértice, esto es, si
con. él incide un nlmero par o impar de arcos. Si hay un vértice impar,
éste tiene que ser la salida o la llegada, pues de lo contrario se
guedaria un arco sin recorrer. Si hay dos vértices impares, éstos tiehen
que ser la salida y la llegada: el grafico puede recorrerse de un solo
trazo (grafo unicursal), pero no podra regresarse al punto de partida.
Si hay méas de dos vértices impares, el grafo no serd unicursal, y habra
que descomponerlo en tantos grafos unicursales como parejas de vértices
impares tenga. ¢Podrd haber un niimero impar de vértices impares?

La teoria de grafos iniciada por Euler se ha desarrollado amplia-
mente en nuestro siglo, por la importancia que tiene para las conexiones
eléctricas, el disefio de artefactos electrénicos, el calculo de tareas com-
plejas e interdependientes (graficas de Gantt, CPM, PERT), la planifi-
cacién de itinerarios. (“problema del agente viajero”), etc. 3,

Pero méas que las aplicaciones, tan importantes por su impacto en
la infraestructura econdémica y por su fecundidad en la produccién de
nuevas situaciones que exijan nuevos conceptos y lleven a nuevas ma-
tematizaciones, nos interesa en este momento la continuacién del camino
de la elaboracién de “lo nuevo matemético” a partir de “lo ya matema-
tizado”. Estudiemos rapidamente algunos aspectos del proceso .que.ha
seguido esa matematizacién a partir de los grafos.

En un grafico dado, tenemos la posibilidad de numerar los vértices
en cualquier orden, asigndndoles a cada uno un nimero natural a partir
del uno o del cero: '

1
e\\—__.‘__ 3
9 .
0
©
°
Figura 7: Asignacién de nimeros a los vértices de un grafo.

Se reconoce que las parejas de n(imeros répresentan arcos:

(0 1); (13) (02) (2,3); (1,2).
Esta asignacién de rétulos a los arcos elimina la pos1b111dad de
que haya arcos distintos entre dos vértices dados. Para conservar esa

*CPM y PERT son las iniciales de “Critical Path Method” (Método del Sendero
Critico) y ‘“Program Eveluation and Review Technique” (Técnica de Evaluacién y '
Revisién de Programas). Se refieren a programas para computadores que permiten disefiar
y programar las diversas actividades interdependientes que mtervxenen en un proyecto de
gran envergadura.
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posibilidad, se numeran también los arcos, y se estudia la relacién entre
arcos y vértices a través de matrices de incidencia %

Una lista ordenada de nimeros puede considerarse como un camino
compuesto por recorridos sucesivos de arcos simples. Para ello podemos
definir una “suma” o “composicién” de arcos asi:

(k1) + (mn) = (k1n) en caso de que 1 — m.
(k1,...m) -+ (np,....9) = (k1,...,mp,...,q) en caso de que m = n,

En el ejemplo de la Figura 7:

0,1) + (1,3) = (0,1,3)
(0,1,3) + (3,2,0) = (0,1,3,2,0).

A diferencia de la suma aritmética, esta composicién no estid defi-
nida sino en el caso en que el punto de llegada del primer arco sea el
mismo punto de salida del segundo. Ademés, no es una operacién
conmutativa como la suma aritmética; por ejemplo, el resultado de
(1,3) -+ (0,1) no esta ni siquiera definido, y por lo tanto no es lo mismo
que el resultado de “sumar” en orden diferente (0,1) 4 (1,3).

Estas dificultades llevan a definir otra “suma” que si sea conmu-
tativa y esté definida para cualquier pareja de arcos; esa nueva “suma”
permite definir “cadenas” de arcos, cadenas de vértices y de regiones, y
desarrollar la teoria de grupos de cadenas, de grupos de ciclos (cadenas
cerradas), de grupos de fronteras (cadenas limitantes) y de grupos de
homologia. Estos grupos son la base de la topologia antes llamada
combinatoria y hoy topologia algebraica, porque predominan en ella los
métodos algebraicos, desarrollados en las teorias puramente algebraicas
de grupos y mddulos.

La topologia algebraica permite probar un hecho curioso, publicado
por el mismo Euler y conocido ya por Descartes: si se cuenta el niimero
de vértices, V, de un grafico en el plano; se le resta el nGmero de arcos,
A, y se le suma el nimero de regiones planas limitadas 5 por esos arcos
y vértices, R, se obtiene siempre uno:

V_-A+R=1

4En una matriz de incidencia se coloca un cero en la interseccién de la i-&sima
fila con la j-ésima columna, si el arco a; no incide en el vértice vy se coloca un uno en
caso de que si haya incidencia.

El lector notard ademias que la asignacién de parejas ordenadas de nimeros como
rétulos de los arcos, obliga a distinguir entre el arco recorrido del vértice 0 al 1, arco (0,1),
y el arco recorrido en sentido contrario, arco (1,0). Si se quiere prescindir del sentido
de recorrido del arco, deben utilizarse parejas desordenadas, por ejemplo {0,1}, pues

0,1) % (1,0)
por definicién de pareja ordenada, pero {0,1} = {1,0}
por el axioma de extensién de la teoria de conjuntos.
b Nétese que sélo se cuentan las regiones limitadas efectivamente por los trazos del
gréfico, y no la regién ambiente o exterior al gréfico, que se extiende ilimitadamente en el
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Esta relacién puede comprobarse empiricamente en los graficos
de las Figuras 5,6 y 7.

En esta etapa de la “algebrizacién” de los grafos, se obtienen
nuevos conceptos y resultados, en los que el material previo (“lo ya
matematizado”) lo constituye la teoria de grafos, junto con otros resul-
tados mas o menos dispersos del “Analysis Situs” previsto ya por
Leibnitz.

Los nuevos conceptos y resultados (“lo nuevo matematico”) cons-
tituyen la topologia algebraica, tal como se desarrollé a fines del siglo
pasado y comienzos del presente, y que continGa siendo expandida
rapidamente.

A su vez, la topologia algebraica, junto con otros resultados de la
1é6gica, la teoria de conjuntos y el algebra abstracta, sirve de material
ya matematizado a una etapa ulterior de matematizacién, Un andlisis
de los métodos, los simbolos y los conceptos de estas disciplinas llevé
a la construccién de los conceptos de objeto, morfismo, composicién de
morfismos, functores y transformaciones naturales, categorias y pre-
categorias, Estos conceptos, “lo nuevo matematico” desencadenaron el
vertiginoso desarrollo de una de las areas de mayor generalidad en la
matematica moderna, y una de las herramientas mas finas en la inves-
tigacion topolégica, algebraica y ldgica: la teoria de categorias.

Esta “categorizacién” de la matematica, que no tiene aln treinta
afios, es todavia esotérica aun para muchos matemaéticos, y su com-
plejidad nos obliga a omitir su presentacion dentro de los limites de
esta ponencia. Anotemos solamente que fue la “suma” no conmutativa
que intentamos definir primero, y que parecia inservible por no estar
totalmente definida, la que llevd a la conceptualizacién de la compo-
sicién de morfismos. Pero nuestro objeto no era el de profundizar en
estos conceptos de la matematica moderna, sino el de proporcionar el
minimo de material que permitiera captar la estratificacién conceptual
que se presenta en el tipo de actividad productiva tedrica caracteristico
de la labor de los matematicos creativos. A cada nivel u “oleada” de
actividad creativa, el material matemaético ya existente se presenta como
eso mismo, como “material”, que se sitia como “lo ya matematizado” a
un nivel histdrico dado, relativamente a los resultados de esa nueva
produccién matematica: “lo nuevo matemético” a ese nivel.

plano. Si se cuenta también esta regién, la formula es

V—-—A+R=2
que es valida también para los poliedros convexos y los gréficos que pueden trazarse
sobre la superficie de una esfera. Para otras superficies hsy que tener en cuenta un
nitmero adicional, que hoy llamamos precisamente “caracteristica de Euler” de dicha
superficie.
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Se trata, pues, de una distincién relativa y dialéctica, que se va
superando a cada nivel, y que hace resaltar la prioridad: de la actividad
del matematico sobre el material previamente dado, asi como la histo-
ricidad y el caracter experimental (en sentido analogo) de la produccmn
matematica. . e

A estas conciué_iones llega el grupo de Pierre Raymond a través del
estudio de la historia de las grandes producciones matematicas. del
pasado, y de los conceptos y nociones que precedieron a esos desarrollos.
Por una vertiente aparentemente no relacionada con la anterior, el grupo
- de investigadores alrededor de Jean Piaget han investigado paciente-
mente-la “génesis” de los conceptos fisicos, matematicos y 16gicos en los
nifios, y han llegado a conclusiones muy sélidas sobre 6l caricter
_ operacional 'y experimental de esa génesis, sobre la ordenacién y la
sucesién de las estructuras de clasificacion, seriacién, cuantificacion, agru-

pamiento-y grupo; hasta llegar al dominio de las operaciones hipotético-
deductivas hacia los 14 o 15 afios. Los estudios histéricos y.los estudios
genéticos muestran nuevos e insospechados casos de paralelismo entre
1a filogénesis y la ontogénesis. . A
Piaget descubre también en cada etapa una primacia de la actividad
del nifio sobre los objetos, sobre las representaciones, sobre las opera-
clories mismas (ya interiorizadas, reversibles y sistématizadas). Descu-
bre cémo se forman los conceptos a. propodsito de las actividades mismas,
més bien que a propésito de los objetos sobre los que se act@ta. Descubre
que hay una estratificacién en etapas que siguen un orden inalterable,
aunque los periodos de desarrollo varien con los individuos y con las
culturas. No se puede por ejemplo dominar el grupo. INRC hasta no
dominar por lo menos dos agrupamientos®. Y éstos no se pueden
establecer hasta que no se dominen las clasificaciones y seriaciones ele-
_mentales. El paralelismo es sorprendente.

‘Conclusiones.

Después de examinar desde el punto de vista de Raymond algurios

* productos concretos (que para muchos parecerdn muy “abstractos”) de

la produccién matematica de los siglos XVIII al XX, y de verificar su

coherencia con las observaciones de la psicologia genética de Plaget
~podemos refinar un poco las formulaciones de Ia 1ntroducczon.

Tesis 1. La produccién ma’cematwa partlcxpa del caracter experi-
mental de la actividad de produccién cientifica de las ciencias llamadas
naturales, y. esta tamblen determmada prxontarxamente por la praxxs.

~ &Sobre gxupos v agrupamxentos véase [B68], pags. 215-220.. Sobre clasnfzcacmnes v
' seriaciones trata casi todo el libro [P751, .

— 110 —



Tesis 2. Los productos de la produccién matemética son: esquemas
conceptuales abs-primidos o abs-cudidos de esquemas operativos previos,
provenientes de la actividad sobre conceptos y representaciones sim-
bélicas internas o externas previamente elaboradas,

Tesis 3. Los productos de la produccién matemética se estratifi-
can en forma de estratos conceptuales superpuestos, distinguiéndose en la
transicidén de una capa a otra “lo ya matematxzado -de “lo nuevo ma-
teméatico”, lo que a su vez es (o puede ser) “lo ya matematlzado” con
respecto a una ulterior produccién conceptual matematlca.

Tesis 4. Esta estratificacion -conceptual permlte una descrzpcmn
histérica de la produccién matemaética, que a través de su.esquematismo
de tipo geolégico (por no decir “arqueoldgico”), hace resaltar el caracter
esencialmente histérico y prioritariamente praxico de la produccién
teérica en las disciplinas matemaéticas.

La coincidencia de las investigaciones histérico-filos6ficas del gru-
po de Pierre Raymond con las investigaciones sicolégico-genéticas del
grupo de Jean Piaget, refuerzan la conviccién del autor de que el
avance en la epistemologia de las matematicas puede proporcionar ma-
terial de excepcional interés para el avance de las demés epistemologias.
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