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Todos los que han tenido que enfrentarse con el
estudio de losas que tr abaan en dos direcciones
conocen las diticultades del desarrollo nurnerico
de los metod os de calculo de estos elementos,
especialrnente cuando se emplea el Analisis
Elastlco pues implica la solucion de la muy
conocida Ecuaclon de Lagrange 64=W=p/D, pero
tarnbien es conocida la bondad estructural y
reserva de ener qia mher entes a este tipo de losas
debido. especial mente, a su facultad para repartir
car qas. al igual que su economia palpable cuando
se trata de grandes luces. grandes cargas 0

ambas
En este tr abajo se analizaron mediante la Teoria
Elastica y la Te or ia Limite - L1neas de Rotura
"Johansen" y Metodo de las Franjas "Hiller bor q".
drter erites tlPOS de losas apoyadas en cuatr o. tres
y dos bordes. sometidas a cargas tales como
distribuida uniforme y trranqular mente. concen-
tradas: con condiciones de borde como apoyos
simples, empotrados y bordes libres y con
di£erentes r elaciones de luces L/KL

Estudio comparativo del comportamiento
de losas de concreto reforzado
mediante los anal isis elastico y limite

En este articulo se presenta un resumen de la tesis de
grade "Estudio Comparativo del Comportamiento de
Losas de Concreto Reforzado Mediante los Analisis
Elastico y Limite" presentada como requisito parcial
para optar el titulo de Magister Scientiae en Estructu-
ras dirigida por el Ingeniero Jorge Arturo Marquez, y
calificada con la distincion Meritoria,

EI presente trabajo proporciona formulas, tablas y
graficas practlcas para determinar los momentos
flectores y el volumen de refuerzo de los tipos de
losas estudiados, sometidas a diferentes tipos de
carga y analizados mediante la Teoria de la Elastici-
dad y el Analisis Limite (Lineas de Rotura "Johansen"
y Metoda de las Franjas "Hillerborg"); adernas se dan
recomendaciones tanto para el diseiio como para
futuras investigaciones en este campo.

JULIO VERGARA GARCIA
Ingeniero civil, M. Sc. en Estructuras U.N.
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SIMBOLOS Y NOMENCLATURA

Apoyo

borde hbr e
borde simple mente apoyado
borde empotrado

Uneas de rotura

linea de rotura posrnva (tr accion abao)
linea de rotura negativa (tr accion arri-
ba)

_m

p
q

Fuerzas exteriores

valor de la carga total
valor de la carga uniformemente drstr r-
buida

L, KL
n
d

Dimensiones

drrnensiones de las losas
espesor de la losa
altura etecuva del refuerzo por tension

Otras notaciones

modulo de elast.crdad del concretoEc
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modulo de elasticidad del acero
modulo de Poisson
coeficiente de ortotropia
esfuerzo del acero a la tluenc.a nominal
resistencia del concreto a la com pre-
Sian
coeficiente que relaciona momentos
negativos (apoyos) y positivos (Iuces)
brazo de palanca internod'

ANALISIS POR FLEXION DE LAS LOSAS

A continuacion se exponen solo dos de los casos
estudiados para losas apoyadas en cuatro bordes
y sometidas a cargas uniformemente distribuidas.
Los tipos de losas estudiados fueron

Caso 4Caso 1 Caso 7

DOD
Caso 2 Caso 5 Caso 8

CJ I===~I0
Caso 9Caso 3 Caso 6

0 I
Convenci6n I m~

KL m',

l m3

L

A continuacron S8 presentan los resultados obte-
nidos de los casos 1 y 2.

Metodo elastico

Los momentos flectores se obtienen por diferen
tes metod os tales como

a. Solucion por rne dro de series trtqonornetncas
dobles. 0 solucion de Navier.

b Solucicn por medio de series trtqonometncas
simples
b.I . a partir de la solucrcn de Navier
b.Z. solucion de Nadai

c Solucion de las diferencias finitas

TABLA 1
Momentos flectores para la losa del Caso 1.

Metodo elastico

UKL m/qL2 IIm/qL 2

1,0 0,0423 0.0423
1.1 0,0413 0,0353
1:2 0.0399 0.0293
1,3 0,0381 0,0244
1.4 0.0362 0,0204
1.5 0,0343 0,0173
1.6 0,0323 0,0146
1,7 0,0302 0,0124
1.8 0.0283 0.0107
1,9 0,0264 0.0091
2.0 0.0248 0,0079

TABLA 2
Momentos flectores para la losa del Caso 2.

Metodo elastico

UKL m/qt," m3 = m4/qL2 IIm/qL2 m', = m2/qL2

1.0 0.0202 -0.0515 0,0202 -0.0515
1.1 0.0200 -0,0483 0.0164 -0.0449
1.2 0.0199 -0.0447 0.0131 -0.0388
1.3 0.0181 -0,0408 0.0105 -0.0336
1.4 0,0169 -0.0371 0.0084 -0,0291
1.5 0,0157 -0.0336 0.0066 -0.0254
1,6 0,0144 .-00304 0.0053 -0,0223
1,7 0.0133 -0,0276 0,0049 -0.0198
1,8 0.0121 -0,0251 0,0035 -0.0176
1.9 0,0110 -0.0228 0.0028 -0,0158
2,0 0,0101 -0.0208 0.0024 -0,0143

Metodo de las Iineas de rotura "Johansen"

EI caso general de rotura de este up o de losas
se presenta a conunuacron

I-~:-1m,
I

Y'2=~+~; Y34=~+~

JPkyf1TT;V
~ 3 + II [~] _ v;7~ l

Y34 Y34 J

x,

m=
[
~] I

Y34 - r: ~1V II Y34

(Ecuaci6n 1)
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Si X "" X, + X2 >1 debor a girarse la losa 90Q y
coiocar la rmsrna nomenclatura saqun la nueva
posicion para aplicar la ecuaci6n 1,

En general se cscocen valore s de i mas baios que
los elasticos para que no causen tisuraciones
precoces (indeseables) en las tuces. Los porcen-
tajes rnaxirnos de redistr ibucion de mementos
para este tipo de car qa. no super ar on el 25%.

Los valor es del factor de or totropla estan entre
0.3 y 1.0 y se cbtuvier on siquiendo recornenda-
ciones de autores como Kerpel v Jirnenez Monto-
ya.

TABLA 3
Momentos flectores para la tosa del Caso 1.

Metodo de las Hneas de rotura

1,=i2=i:l=i4=O
-

L/KL p rn/ql2 pm/qL2 X
" .. . .

1.0 1.00 0.0417 0.0417 1.00
1.1 0.90 0.0396 0.0356 0.92
1.2 0.80 0,0376 0.0301 0.85
1.3 0.70 0.0357 0.0250 0.78
1,4 0.65 0.0332 0.0216 0.72
1.5 0.60 0.0308 0.0185 0.67
1.6 0.55 0.0288 0.0158 0.62
1.7 0.50 0.0269 0.0134 0.57
1.13 0.45 0.0252 0.0113 0.52
19' 0,40 0.0236 0,0094 O.4e
H) 0.30 0.0228 0.0069 0.41

. . . "

TABLA 4
Momentos flectores para la losa del Caso 2.

Metodo de las Hoeas de rotura
i,=i2=i3=i4=1,50

- ~- - _. -

L/KL m/qt..2 m')-m'4/
pm/qL2 m',-'rtl\1, Xu , qL2 , , qL2--

1.0 1.00 0.0167 -00250 0.0167 -0.0250 1.00
1.1 0.90 0.0159 -0.0238 0.0143 -0.0214 0.92
1.2 0.80 0.0151 -0.0226 0.0120 -0.0181 0.85
1.3 0.70 0.0143 -0.0215 0.0100 -0.0150 0.78
1.4 0.65 0.0133 -0.0199 0.D086 -0.0130 0.72
1.5 0.60 0.0124 -0.0185 0.0074 -0.0111 0.67
1.6 0.55 0.0115 -00173 0.0063 -0.0095 0.62
1.7 0.50 0.0108 -0.0161 0.0054' -0.0081 0.57
1.8 0.45 0.0101' -0.0151 0.0045 ~0.0068 0.52
1.9 0.40 0.0094 ·-0.0142 0.0038 -0.0057 0.48
2.0 0.30 0.0091 -0.0137 0.0027 -0.0041 0.41

-

Metoda de las franjas "Hillerborq"

Momentos en tr anas "prlnclpales" (q)

Los momentos aquf obtenldos se emplean
tanto para el anal ISIS comparatlvo de
momentos asi como para el anallsls econ6mlco
de las 105as.
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CASO 1
4

~"=~/~ '. i i q/2 71 K~/4

~---1 r---- i
'" q I 1q I .a., 2 KL/2·~---~ ~---~-+

I q/2 'I I J KL/4V I Q/2;::..
~;'~' ==..' ..it.....- ............-:::-- ................L.J..::..=~--,l

3
L ~ KL/2 1 KL/4

y
.,

i == 0
m/ql2 = K2/S

pm/ql2 = K2/32
rn' = 0

CAS02
4 x

KL/4 J L ~KL./2_
Y "I "I

i= 1,50
m/qL2 = (K2/8) • 0,4

m3/qL} E m'4/qL2 = (K2/8) • 0,6
pm/qL.2 == (K2/32) • OA

m',/qL2 = m'2/qL.2 = (K2/32) • 0,6

Mornentos en tr anas "s ecundarias" (q/2)

CASO 1 rn/qt," = K2/64
prfi/qL 2 = K2/64

rn' = 0

CASO 2 m/qt," = (K2/64) • 0,4
m3Iq1.2.= rfi4/qL2 = (K2/64) • 0,6

pm/ql2 = (K2/64) • 0,4
m'd'll2 = m~/qL2 = (K2/64) • 0,6
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TABLA 5
Momentos flectores "franjas principales"

para la losa del Caso 1.
Metodo de las franjas.

L/KL pm/qL2 IJm/qL2

1.0 0.125P; 0.0313
1.1 0.1033 0.0258 >-,

1.2 0.0868 0.0217 "Hi~
1.3 0.0740 0.0185
1.4 0.0638 0.0159
1.5 0.0556 0.0139
1.6 0.0488 0.0122
1.7 0.0433 0.0108
1.8 " 0.0386 0.0096
1.9 0.0346 0.0087
2.0 0.0313 Ilk 0.0078

TABLA 6
Momentos flectores "franjas principales"

para la losa del Caso 2.
Metodo de las franjas

L/KL m/qL2 m3=r;n~(qL216/1m/qL2 m;=m;/qL2
.,,,.,.-

1.0 0.0500 -0.0750 0.0125 -0.0188
1. 1-' 0.0413 -0.0620 0.0103 -0010155
1.2 0.0347 :0.0521 0.0087 -0.0130
1.3 0.0296 -0.0444 0.0074 -0.0111
1.4 0.0255 -0.0383 0.0064 -0.0096
1.5 0.0222 -0.0333 0.0056 -0.0083
1.6 0.0195 -0.0293 0.0049 -0.0073
1.7 0.0173 -0.0260 0.0043 -0.0065
1.8 0.0154 -0.0231 0.0039 -0.0058
1.9 0.0139 -0.0208 0.0035 -0.0052
2.0 0.0125 -0.0188 0.0031 -0.0047

m/qt,"

0.1400

01200

0.1000

0.0800

0.0600

0.0400

0.0200

o
1.0 1.6 1.8 2.01.2 1.4

TABLA 7
Momentos flectores "franjas secundarias"

para la losa del Caso 1.
Metodo de las franjas

L/KL m = pm/qL2

1.0 0,0156
1.1 0.0129
1.2 0.0109
1.3 0.0092
1.4 0.0080
1.5 0.0069
1.6

, 0.0061
1.7 0.0054
1.8 0.0048
1.9 0.0043
2.0 0.0039

TABLA 8
Momentos flectores "franjas secundarias"

para la losa del Caso 2.
Metodo de las franjas

L/KL m'l = m2 = m3 = m:'/qL2

-00094
-0.0077
-0.0065
-0.0055
-0.0048
-0.0042
-0.0037
-0.0032
-0.0029
-0.0026
-0.0023

00063
0.0052
0.0043
0.0037
0.0032
0.0028
0.0024
0.0022
0.0019
0.0017
0.0016

1.0
1,1
1.2 .
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0

Los resultados de las tablas
1 a 6 estan representados
en las figuras 1 a 3.

01

_m ELASTICO

_m ROTURA

_._m FRANJA

_x_/lm ELASTICO

_/1m ROTURA

_ •• _ 11m FRANJA

LlKL
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o
1.0

rn/ql,"

1.2 1.4 1.6 1.8

02

ENCIONES
__ m ELASTICO

__ rn ROTURA

_._m FRANJA

_I_11m ELASTICO

.,._lIm ROTURA

_ .•_lIm FRANJA

2.0 L/KL

-0.1400t----,.---,----.,-----,------.

-0.1200r----+---t----+---+------.j

CASO 2

-0 1000t------t----t----I------+-----J

-0.0800t-------t---t----+---+----J

_______ m', = rn; ELASTICO

_______ m:' = m', ROTURA

_. __ .__ ._ m:' = rn; FRANJA

-x--x-x- m', = m, ELASTICO
_. • _ m; =m, ROTURA

_ ••__ •• _ •• _ m', = m', FRANJA

O~-----:;..I;;------::.l.:---~--~----..l----_
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
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ANALISIS ECONOMICO

EI siquiente analisis ecoriorruco del volumen de
refuerzo de las losas analizadas es basado solo en
los momentos de ariahsis. es decir. no se ha
considerado longitud de desarrollo, refuerzo
negativo en apoyos simples, refuerzo por torsion
en esqumas sirnple rnente apoyadas EI area de
refuerzo requerido por unidad de ancho es
propor c.orial al momento de diseno por unidad
de ancho. SI el brazo de palanca para los
momentos se consider a el mismo para ambas
direcciones. eruonces. el volumen de refuerzo en
la losa es pr opor cional al "Volumen de Mornento".
dado por

Para nuestro caso V = /3(m + utt: + Am') LxLy

( Ecuaci6n 2)

Donde /3 1/Fy . d'
A = Extension del esfuerzo

superior (punto teorico
de corte)

A continuacicn se presenta la coloc acion del
refuerzo recomendable, en ter rnirios generales,
para las diferentes losas y metodos estudiados

Refuerzo posrtivo
Metoda elastica

~
~4

05A, O.2K
I---"~

KL

L
1 A, 2

05A, 02K
3 ----,ok-~~+ L - OAKL +~~
L

L 4

1i Ay i2
o 0

3~~+ L - OAKL t~~
L

L

1
KL

J
v+ = /3 [(m + pm) (O.8KL) (L - O.15KL)]

Refuerzo negativo

4

KL

3

~ ~ L- L06KL---l~oU L
ci ci ~

Refuerzo positivo

4

1 2

3

(ecuacion 3)

02KL

2 OAKL

1_---.,..:0.1 K L
0.2KL

1
KL

J
r
KL

L~~L,--------------J
f3 [(m + pm) (L) (KL)]

4

1 2

3

,~ L

(ecuacron 5)
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j. A,KL i
f3 [(m"A' + m'2A2 + m'3A3 + m'4A4) (KL) (L)]

Metodo de las franjas "Hillerborq"

v : [m(a) (KL) + msec (b) (KL) + msec (C) (KL)+pm(d) (L) + J.lmsec (e) (L) + J.lmsec (f) (L)J
Refuerzo neqauvo (ecuacion 7)

'"A4KL
-1

Refuerzo neq anvo- 4

KL 1 2

3

j A,L }:
v-

L

Refuerzo POSltlVO

4
e

-~- - ..
KL 1 2 d

--- -
f

3

t~_L_J
~

4

----.~

- --KL 1 2

•
1--,1<-

3

A, KL I I
L

L

(ecuacion 6)

IKL

-l
I I

I 4 I
I I

1 I ~
I

I

3

b a c

L

-----r
A3KL

.~....L..L..I~L...L.L.J..L",I"....&..J",..~ --J-
b ca

L

v- f3 [(m',d + m',sec . e + m',sec f)A,.KL + (m'2d + m'2sec e + m'2sec .f)A2 . KL + m'3(A3 . KL)a +
+ (m'3sec . .11'3 . KL) (b + C) + m4,(A4 . KL)a + (m'4sec . A + (m'4sec .114 . KL)(b + C)]

(e cuacion 8)

DETERMINACION DE A

Metodo elastico
I ttl I

CASO 1 f t
Ae = 0

~ =...-7

CASO 2

Ae = 0,2113
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Metodo de las Iineas de rotura "Johansen"

EI refuerzo superior debe extenderse para res.stir.
tanto la distribuciori elastica de mornentos. la
cual exlste para las cargas de servicio. como para
resistir la carga ultima.

La longitud del refuerzo superior como propor-
cion de los tramos es definida por e1coeficiente A.
se escoqio el mismo para ambos tramos par
converuencra

A = 0,5(1 - (1/V1+i))

Caso 1 A, = 0; Case 2 A, 0,1838
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Metodo de las franjas "Hilleborq"

Caso 1

Ae = 0,2113
At = 0,1838

~ L1
,"L ""=<:::===::::::77" 'KL

Caso 2

Ae = 0,1500
Al = 0,1000

EI punta de corte sera el mayor entre los valores

Aey Af
Las tablas 9 y 10 presentan los volurne nes de
refuerzo para los casas estudiados

TABLA 9
Volumen de refuerzo para las losas

del Caso 1. Carga uniforme

"-/KL Vt.elast Vt.rotura'" Vt.franja

1.0 0.0575 0;0834 0.0938
1.1 0.0481 0.0684 0.0741
1.2 0.0404 0.0564 0.0596
1.3 0.0340 0.0461 0.0484
1.4 0.0289 0.0391 0.0399
1.5 0.0248 0.0329 0.0332
1.6 .•. 0.0213 0.0279 0.0279
1.7 0.0183 0.0237 0.0237
1.8 0.0159 0.0203 0.0202
1.9 0.0138 0.0174 0.0174
2.0 0.0121 0.0149 0.0152 ".

v

0.1000..----,.----r----..------r-----,

0.0800P:-J~--+----+----+----+-----i

TABLA 10
Volumen de refuerzo para las losas

del Caso 2. Carga uniforme

L/KL Vt.el8st. Vt.rotura Vt.franja

1.0 0.0790 0.0545 0.0591
1.1 0.0634 0.0449 0.0465
1.2 0.0514 0.0369 0.0372
1.3 0.0412 0.0306 0.0302
1,4 0.0336 0.0255 0:0249
1.5 0.0275 0.0215 0.0207
1.6 0.0228 0.0182 0.0173
1.7 0.0193 0.0155 0.0147
1.8 0.0161 0.0132 0.0126
1.9 0.0136 0.01.13 ,,0.0108
2.0 0.01'16 0.0097 0.0094

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
Antes de proceder a exponer las conclus.cnes se
hacen algunas aclar aciones relacionadas con las
consider aciones hechas en el analisrs de las
losas. en especial para los rnetodos de anal isis
limite

1. Los val ores de i. que relacionan momentos en
los apoyos y en las luces. no deben dlferir
considerablemente de los valores dados par la
distribuci6n elastica de momentos. porque si
existen grandes diferencias puede suceder
que para cargas de servicio. las grietas sean
excesivas a causa de las bajas relaciones de
acero en se ccrones can momentos altos. los
que conducen a grandes esfuerzos en el
acero

2. En el analisis par lineas de rotura no se
corisider o el "efecto de las esquinas" en
apoyos simples. el cual reduce la carga ultima
en un 2% para losas apoyadas en cuatro

CASO 1

CONVENCIONES

___ V. ELASTICO

___ V ROTURA

_._. V. FRANJA

1.6 1.8

Ingenieria e Investigacion 37

1.0 1.2 1.4 20 L/KL



INGENIERIA CIVIL

v

0.1000'1- ----r-----.-----r----.,.-------,
CASO 2

CONVENCIONES

r----+---+-------1f----+-----1 v. ELASTICC
______ V. ROTURA

_._._ V. FRANJA

1.0 1.6 1.8 L/KL1.2 1.4

bordes; este efecto normalmente no se consi-
dera en vista de los resultados conservativos
de los ensayos repor tados. esto debido pnnci-
pal mente a la accion de membrana.

A continuacion se plantean las conclusiones y
recomendaciones:

1. EI anal isis a flexion muestra grandes dtf er en-
cias. hasta de seis veces para carga unif or rne.
en los momentos obtenidos por el metodo de
las fr anas respecto a los rnetoc os elastico y de
rotur a. especial mente para relaciones de la-
dos cercanos a la urudad. Estas grandes
diter encias se deben a que en el rnetodc de las
tr anas. la carga se distribuye solo en el
sentido del lado menor para la trana central,
pero a medida que la rel acion de lados se ale:a
de la unidad -Iosas alargadas-. los valores
de los momentos tienden a ser iguales en los
tres metod os.

2 Las grandes diter encias observadas en el
ana Iisis por flexion se hacen menos notorias
en el analisis eccnornico. el cual presenta
curvas muy coincidentes. tendiendo los tres
metodos a representar iguales volumenes de
refuerzo para relacrones de lados aleadas de
la unidad.
Este arialisis eccnornico muestra las mayores
drter encias de volumen de refuerzo en los
casos "extremos" 1 y 2.
Para e1 caso 1 -Iosa simplemente apoyada-
el metodo elastico es el mas economico. hasta
en un 63% respecto al metodo de las fran~as
Para el caso 2 -Iosa empotrada- el metoda
de las fran~as resulta mas economlco que el

38 Ingenieria e Inve.tigaci6n

2.0

rneto do elastico hasta en un 34% para relacio-
nes de lados iguales a la unidad.

3. Para relaciones de lados pr oxirnas a la unidad.
a rnedida que se aumenta el nurner o y grado
de empotramiento en las losas -mayor red is-
tr rbucion de momentos- se hacen mas eco-
norruccs los metodcs de anal isis limite, en
especial el de las line as de rotura

4. Para el anal isis por flexion de este npo de losas
son dedestacar la f acrlidad y bondad del
metodo de las fr anas comparado con los
rnetcdos elasuco y lineas de rotu ra.

5 Los resultados de los reportes de ensayos
indican la presencia de la accion de membra-
na, la cual no se consider o en estos analisis
Autores como Tirnoshenko. Bares. Wood, Park
y Gamble han estudiado las losas con grandes
deflexiones para anal isis elastico Se han
realizado estudios investiqativos de la accion
de membrana en losas de concreto reforzado
pero solo teorlas aproximadas de resistencia
ultima han sido desarrolladas en el presente.
observe nd ose Ia d ifi cu Itad de incorpo ra r la
accion de membrana en el diserio. l.ueqo. la
accion de membrana rnodificar a el anal isis
limite. el cual esta en ter rninos de accion
flectora solamente en el presente. Este tema es
importante para estudiar. en especial cuando
se toleren grandes deflexlones para ganar por
accion tensiva de membrana. 0 cuando exista
abundante continuldad y restnccion en la losa
para ganar por acclon compresiva de mem-
brana.
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6. EI presente estudio no analiza los efectos de
estructuras compuestas viga-Iosa que se su-
ceden con mucha fr ecuencia. luego la accion

compuesta sera un tema mteresante de estu-
die en el futuro, tanto para el cornportarniento
elastico como para el plastico.
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