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REFLEXIÓN CUÁNTICA Y LA INTERACCIÓN DE
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Resumen

La reflexión cuántica se refiere a la reflexión de part́ıculas
por potenciales atractivos de largo alcance en regiones no
clásicas del espacio de configuración donde no hay puntos
clásicos de retorno. Los avances actuales en el campo de
la nanotecnoloǵıa y en los procesos de enfriamiento de áto-
mos y moléculas permiten la creación de sistemas h́ıbridos
que involucran átomos ultra fŕıos y nanoestructuras, don-
de la reflexión cuántica puede jugar un papel importante.
En este trabajo presentamos una revisión de algunos aspec-
tos fundamentales de la reflexión cuántica. Éstos incluyen la
descripción de la interacción entre part́ıculas y superficies –
cuyos oŕıgenes se remontan a las fluctuaciones de vaćıo del
campo electromagnético –, la caracterización de la reflexión
cuántica cerca del umbral de enerǵıa, posibles aplicaciones
para confinamiento y transporte de átomos ultra fŕıos, y la
descripción de procesos de dispersión en un sistema h́ıbrido
básico: átomos interactuando con nanotubos.

Palabras claves: Fuerza de Casimir, Dispersión, Sistemas h́ıbri-
dos.
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Abstract

Quantum reflection refers to the reflection of particles
by attractive long-range potentials in nonclassical regions of
coordinate space without reaching a classical turning point.
Recent advances in nanotechnology and in cooling proces-
ses of atoms and molecules give rise to the creation of hy-
brid systems involving ultracold atoms and nanostructures,
where quantum reflection might play an important role. In
this work we review some fundamental aspects of quantum
reflection. These include the description of atom-surface in-
teractions – which are originated from the vacuum fluctua-
tions of the electromagnetic field –, the near-threshold cha-
racterization of quantum reflection, possible applications for
trapping and guiding ultracold atoms, and the description
of scattering processes in a basic hybrid system: ultracold
atoms interacting with nanotubes.

Keywords: Casimir force, Scattering, Hybrid systems.

Introducción

Cuando una bola (macroscópica) cae hacia el piso bajo el efecto
único de la gravedad inevitablemente termina en contacto con la su-
perficie. El mundo nanoscópico está regido por las reglas que dicta
la mecánica cuántica y a esas escalas no debe sorprendernos que una
bola cuántica que es atráıda hacia una superficie puede eventual-
mente reflejarse cuánticamente en una región donde no hay ningún
punto clásico de retorno. Con los grandes avances alcanzados en
la década de los 1990 en los procesos de enfriamiento de átomos
y la creación de condensados de Bose-Einstein [1–3] y con los re-
cientes desarrollos en el área de la nanotecnoloǵıa es ahora posible
combinar estas dos tecnoloǵıas y crear sistemas h́ıbridos [4–6]. La
comprensión de procesos fundamentales en sistemas h́ıbridos bási-
cos que involucran átomos a bajas temperaturas y nanoestructuras
es el punto de partida en la búsqueda de un entendimiento bien
fundado de sistemas h́ıbridos en general. Efectos como la reflexión
cuántica pueden jugar un papel importante en tales escenarios.
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El origen de la interacción entre un átomo y una superficie en ausen-
cia de fuerzas externas se remonta a las fluctuaciones del vaćıo del
campo electromagnético [7] que generan un potencial atractivo para
el átomo. Este potencial tiene un carácter electrostático (potencial
de van der Waals) a distancias que son más cortas que las longitu-
des de las transiciones atómicas. En cambio efectos de retardación
deben ser considerados para grandes distancias. Por ejemplo, para
el caso de una superficie plana el potencial de van der Waals (vdW)
tiene la forma −C3/r

3 [8], mientras que el potencial altamente re-
tardado (AR) a grandes distancias es de la forma −C4/r

4 [7]. Para
esta clase de potenciales en particular y para potenciales atractivos
que son más singulares que −1/r2 en general las propiedades de la
reflexión cuántica a bajas enerǵıas han sido estudiadas intensamen-
te [9–13] y dependen esencialmente de la longitud de umbral b y la
longitud media de dispersión ā: el comportamiento de la amplitud
de reflexión R cerca del umbral para una part́ıcula de masa µ bajo
la acción de un potencial atractivo de largo alcance esta dado en
términos del valor asintótico del numero de onda k =

√
2ME/~ por

[9, 11] |R| k→0∼ 1 − 2bk +O(k2), y argR
k→0∼ π − 2āk. Los paráme-

tros b y ā dependen únicamente de las propiedades asintóticas del
potencial a largas distancias más allá de una región semiclásica de
distancias relativamente “pequeñas”, donde funciones WKB con di-
rección de movimiento plenamente definida son soluciones bastante
precisas de la ecuación de Schrödinger. Estas “pequeñas” distancias
corresponden a regiones del espacio más allá del régimen cercano
de unas pocas unidades atómicas donde los detalles de la estruc-
tura y de los constituyentes de la superficie son importantes. La
interacción en esta región cercana es muy complicada y general-
mente conlleva a procesos inelásticos o de adsorción. Sin embargo,
las part́ıculas que son reflejadas cuánticamente no se acercan lo
suficiente a esta región y no se ven afectados por estos últimos pro-
cesos.

En esta contribución se hará una corta revisión de los aspectos más
fundamentales de la reflexión cuántica y sus posibles aplicaciones.
Entender la reflexión cuántica y sus posibles consecuencias requiere
ante todo un conocimiento más que cualitativo de las fuerzas de
interacción de las part́ıculas con las superficies que las rodean.
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Es aśı como vamos a empezar en la Sec. 1 con una breve descripción
de estas interacciones en los pocos casos en que se conocen suficien-
temente bien. En la Sec. 2 trataremos los elementos teóricos de la
reflexión cuántica para pasar luego a mostrar algunas posibles apli-
caciones en las secciones siguientes. Concretamente, la Sec. 3 da
cuenta de los avances teóricos logrados hasta ahora que exploran la
posibilidad de usar la reflexión cuántica como un mecanismo para
atrapar átomos fŕıos o para transportarlos a lo largo de gúıas de
onda. La Sec. 4 revisa algunos aspectos de la interacción de átomos
con nanotubos. Finalmente concluimos con la Sec. 4.

1. Potencial de Casimir y Polder

Un acercamiento puramente electrostático al problema de la in-
teracción de átomos con superficies nos conduce al potencial de
vdW. Sin embargo, no es posible con ello describir efectos de retar-
dación. El tratamiento adecuado de estos efectos requiere la cuanti-
zación del campo electromagnético [7]. El hamiltoniano que describe
el sistema es entonces

H = Hatom +Hcampo +Hint, (1)

donde Hatom es el hamiltoniano del átomo no perturbado, Hcampo

es el potencial del campo cuantizado [7, 14], y el hamiltoniano de
interacción en la aproximación de dipolo está dado en términos del
operador de dipolo µ y el campo eléctrico E por

Hint = −µ ·E. (2)

Los estados del sistema en términos de los estados |ϕj〉 del átomo y
de los estados |nλk〉 del campo1 se expresan a través del producto
tensorial |ϕi;nλk〉.
La corrección a los niveles atómicos de enerǵıa debidos a Hint se
obtiene perturbativamente. Si el estado inicial del átomo es |ϕi〉 y
|0〉 denota el estado de vaćıo del campo, la corrección a segundo
orden (a primer orden la corrección es cero) es [7, 15]

∆W = −
∑
j 6=i

|〈ϕj;nkλ|Hint|ϕi; 0〉|2

Eji − nkλ~ω
, (3)

1nλk es el número de fotones con polarización λ y número de onda k.
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con Eji = Ej − Ei la diferencia de enerǵıa entre los estados |ϕj〉 y
|ϕi〉. Eji caracteriza la frecuencia de transición ωji = Eji/~ entre
estos estados mientras el inverso 1/Eji determina las escalas de
tiempo para estas transiciones y define las longitudes de transición
λji.
La expresión (3) es completamente general, válida para cualquier
clase de átomo e independiente de la geometŕıa y del material de
la superficie. Aplicaciones espećıficas de (3) requieren en general
aproximaciones adicionales. Por un lado, las frecuencias ωij se co-
nocen de manera exacta para átomos hidrogenoides, mientras que
para átomos de dos o más electrones grandes esfuerzos numéricos y
experimentales proveen información parcial acerca de ellas [16, 17].
Esta dificultad se enfrenta t́ıpicamente considerando los casos ĺımi-
tes de pequeñas y grandes distancias d entre el átomo y la super-
ficie, es decir, los casos d � λji (ĺımite de vdW) y d � λji (ĺımite
AR), respectivamente. En el caso de vdW t́ıpicamente se pierde
la dependencia de las transiciones Eji y la suma sobre los niveles
atómicos se simplifica en términos del valor esperado del dipolo
eléctrico 〈d̂2〉 = 〈ϕi|µ2|ϕi〉. Para grandes distancias la corrección
de la enerǵıa depende de la polarizabilidad estática del átomo

αν(0) =
∑
j

2|〈ϕj|µν |ϕi〉|2

Eji
, con ν = x, y, z. (4)

De otro lado, la expresión (3) requiere el conocimiento del campo
eléctrico, el cual a su vez se determina a partir de las condiciones de
frontera en la superficie. Debido a ello a la fecha se ha estudiado con
cierto detalle la interacción tan sólo para geometŕıas relativamente
sencillas, tales como superficies planas, ciĺındricas o esféricas.

Superficie plana. Tal como se menciona arriba, los potenciales
de vdW y AR tienen la forma −C3/r

3 y −C4/r
4, respectivamente.

Las constantes C3 y C4 para el caso de una superficie perfectamente
conductora dependen completamente de las propiedades del átomo
y para el caso de un átomo en un estado esférico (αd(0) := αx(0) =
αy(0) = αz(0)) están dadas por [18, 19]

C3 =
〈d̂2〉
12

y C4 =
3

8π

αd(0)

αfs

. (5)
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Atom Ha Heb,c He(23S)d Nae Rbe Cse

〈 d̂2 〉 [a.u.] 3 2.256 22.8 22.68 40.32 49.68
αd(0) [a.u.] 4.5 1.38 316 163 290 401

β3/103 [a.u.] 0.92 2.74 27.7 158 1046 2004
β4/103 [a.u.] 0.52 0.57 8.68 14.9 38.4 56.4
βvdW/103 [a.u.] 3.67 11.0 111 633 4190 8018
βAR/103 [a.u.] 1.06 1.17 17.8 30.6 82.4 115

De

Ref. a[22]; b[23]; c[24]; d[25]; e[26]

Tabla 1. Valores expĺıcitos en unidades atómicas de los valores esperados del

operador de dipolo 〈 d̂2 〉, de la polarizabilidad estática de dipolo αd(0), y de las
longitudes caracteŕısticas β3, β4, βvdW y βAR para varias especies atómicas en

su estado base (a menos que se indique de otra manera).

αfs es la constante de estructura fina. Si el material de la superficie
es un dieléctrico las constantes C3 y C4 adquieren correcciones que
dependen de la dielectricidad ε del material [20, 21]. A partir de
estas constantes se definen para una part́ıcula de masa µ las lon-
gitudes caracteŕısticas βα, α = 3, 4, tales que Cα = ~2

2µ
βα−2
α . En la

tabla 1 se muestran para algunas especies atómicas los valores de
β3 y β4, los cuales pueden variar desde unos cuantos cientos hasta
un par de millones de unidades atómicas.

Los resultados descritos en esta sección suponen que la superficie se
encuentra a temperatura cero y en equilibrio térmico con el medio.
Efectos debidos a temperaturas finitas y a desequilibrio térmico se
han estudiado [27–30], pero no se tratarán aqúı.

Esfera. Los potenciales de vdW y AR tienen la forma −C6/r
6

y −C7/r
7, respectivamente. Las intensidades C6 y C7 dependen del

radio R de la esfera y están relacionadas con C3 [31] y C4 [32],

C6 = 12R3C3 , C7 =
46

3
R3C4 . (6)

Cilindro. A diferencia de los casos anteriores, no es posible ex-
presar de forma sencilla los ĺımites vdW y AR del potencial de
interacción con un cilindro conductor infinito. De todas formas la
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expresión exacta del potencial [15] se puede simplificar significativa-
mente en estos ĺımites. En estos casos el potencial puede escribirse
como [33]

V x(r) = − ~2

2µ

βαx−2
x

rαx

1

π

+∞∑
m=−∞

∫ ∞
0

dη η fx
m

( r
R
, η
)
. (7)

El śımbolo x designa los ĺımites vdW o AR, con αvdW = 3 y
αAR = 4. Las longitudes caracteŕısticas

βvdW =
2µ

~2

〈 d̂2 〉
3

, βAR =

√
2µ

~2

αd(0)

2αfs

, (8)

dependen, igual que en los casos anteriores, de las propiedades
intŕınsecas del átomo. En la tabla 1 se listan valores expĺıcitos para
hidrógeno, helio y átomos alcalinos. Los valores de βvdW van desde
pocos miles a millones de radios de Bohr, mientras que los valores
de βAR se encuentran en los ĺımites de miles de radios de Bohr.

Las funciones fx
m indican la influencia del radio del alambre y

están definidas como

fx
m (s, η) =

Im(η/s)

Km(η/s)

[
η Km(η)

]2
+

1

2

(
Im(η/s)

Km(η/s)
+

(−1)αx−1 I
(αx−3)
m (η/s)

K
(αx−3)
m (η/s)

)([
η K ′m(η)

]2
+
[
mKm(η)

]2)
, (9)

donde I
(αx−3)
m y K

(αx−3)
m son las derivadas de orden αx − 3 de las

funciones modificadas de Bessel Im y Km, respectivamente.
En el ĺımite de grandes radios los dos ĺımites respectivos re-

producen los potenciales (5) como es de esperarse. En el ĺımite de
radios pequeños los dos casos tienen el comportamiento de series
logaŕıtmicas lentamente convergentes, las cuales no tienen uso en
objetivos prácticos [34–36].

2. Reflexión cuántica y la aproximación semiclásica

La forma más sencilla de ilustrar el proceso de reflexión cuántica
nos remite a cualquier curso elemental de mecánica cuántica: Uno
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de los primeros problemas que se resuelve allá es la ecuación de
Schrödinger para una part́ıcula de masa µ en un potencial unidi-
mensional de paso V (r) = ~2K2

0/(2µ)Θ(r), donde Θ(r) es la función
de paso de Heaviside. Una part́ıcula lanzada desde r → +∞ con
enerǵıa ~2k2/(2µ) es modelada en este caso por una onda incidente
e−ikr. La solución de la ecuación de Schrödinger incluye en todo
caso una onda transmitida Te−iqr, q =

√
k2 +K2

0 , y una onda re-
flejada Re−ikr, donde T y R son las amplitudes de transmisión y
reflexión, respectivamente. La probabilidad de reflexión en este caso
esta dada por

|R|2 =

(
q − k
q + k

)2
k→0∼ 1− 4bk +O(k2), donde b =

1

K0

. (10)

Las propiedades de reflexión de part́ıculas bajo la acción de poten-
ciales atractivos de forma más general y que son más singulares que
−1/r2 tienen un comportamiento similar. La definición ineqúıvoca
de las amplitudes y probabilidades de transmisión a través de una
región localizada del espacio de coordinadas requiere la existencia
de soluciones unidireccionales de la ecuación de Schrödinger. Estás
pueden ser obtenidas con la ayuda de funciones de onda WKB siem-
pre y cuando éstas sean aproximaciones suficientemente precisas de
las soluciones exactas. La función de onda WKB para una part́ıcula
incidente está definida por

ΨWKB(r)
r→0∼ 1√

p(r)
exp

[
− i
~

∫ r

r0

p(r′) dr′
]
, (11)

donde p(r) =
√

2M [E − V (r)] es el momento clásico local. Es
común encontrar en la literatura que la aproximación WKB es váli-
da cuando la longitud de onda de de Broglie λ = 2π~/p(r) varia
lentamente. Menos común, pero más precisa y apropiada es la con-
dición para la aplicabilidad de la aproximación WKB en términos
de la función de cuantalidad,

Q(r) = ~2

(
3

4

(p′)2

p4
− 1

2

p′′

p3

)
. (12)

En este caso la aproximación WKB es válida cuando |Q(r)| � 1 y
es exacta cuando Q(r) = 0 [11].
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Figura 1. Condiciones de frontera con funciones de onda WKB incidentes.
La función de cuantalidad forma una “barrera cuántica” alrededor de r0, donde
tiene lugar la reflexión cuántica de una part́ıcula con enerǵıa Ek = ~2k2/(2µ).

Para potenciales que son más singulares que 1/r2 la función de
cuantalidad es pequeña cerca del origen y cero en la singularidad.
También tiende a cero a grandes distancias y no es despreciable en
la región alrededor de r0, el punto de retorno asociado a la ener-
ǵıa −Ek, Ek = ~2k2/(2µ). r0 suele interpretarse entonces como
el lugar donde ocurre la reflexión cuántica. Como consecuencia de
lo anterior se pueden modelar fácilmente condiciones de frontera
absorbentes en el origen con funciones WKB incidentes (ver Fig.
1). En tales condiciones la amplitud de reflexión R es compleja y
el comportamiento a bajas enerǵıas E = ~2k2/(2µ) se resume en
[9, 11]

|R| k→0∼ 1− 2bk +O(k2), si r2V (r)
r→∞→ 0 ,

arg(R)
k→0∼ π − 2ak +O(k2), si r3V (r)

r→∞→ 0 , (13)

o lo que es equivalente, R = e−2iδ, δ
k→0∼ −kA, con A = a − ib.

Igual que antes, b es la longitud de umbral. a es la longitud media
de dispersión y A es la longitud compleja de dispersión. Para el
caso particular de potenciales atractivos homogéneos de la forma
−Cα/rα, α > 2, estas longitudes caracteŕısticas se pueden expresar
anaĺıticamente en términos de la longitud caracteŕıstica βα definida
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Figura 2. Amplitud de reflexión como función de kb para el potencial de paso
(ĺınea punteada), para el potencial retardado −C4/r

4 (ĺınea a rayas) y para
el potencial (15) con β4/β3 = 1,0 (ĺınea continua), donde b es la longitud de

umbral asociada a cada potencial.

a partir de Cα = ~2
2µ
βα

α−2 [11, 13]:

A = βα
Γ(1− ν)

Γ(1 + ν)
ν2νe−iπν , ν =

1

α− 2
. (14)

El comportamiento de la amplitud de reflexión más allá de bajas
enerǵıas se muestra en Fig. 2 en términos de la variable adimensio-
nal kb para tres potenciales: el potencial de paso (ĺınea punteada),
el potencial AR −C4/r

4 (ĺınea a rayas) y el potencial

V (r) = − C3

z3(1 + z/λ)
, con λ =

C4

C3

=
β2

4

β3

. (15)

Para el potencial AR la longitud de umbral es b = β4 (ver Ec. (14)),
mientras que para el potencial (15) esta longitud se puede expresar
en términos de las funciones de Bessel J1(x) y Y1(x) [10],

b =
1

π

β2
4/β3

J1(2β3/β4)2 + Y1(2β3/β4)2
. (16)
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El potencial (15) reproduce los ĺımites de vdW y AR de cortas y
grandes distancias, respectivamente, y permite una transición suave
entre estos ĺımites. La longitud λ se puede interpretar como la lon-
gitud de transición entre estos dos ĺımites. Se constituye aśı en una
sencilla aproximación al potencial exacto que, sin embargo, permite
reproducir las mediciones experimentales de reflexión cuántica. Ese
es el caso, por ejemplo, en el trabajo de Shimizu [37], donde por
primera vez se observó este efecto en átomos de neón interactuando
con superficies de Silicio.

En la Fig. 2 vemos el comportamiento linear de |R| para valores
de k cercanos a cero y que su valor es 1 en el umbral indepen-
dientemente de la forma del potencial. En cambio, la probabilidad
de reflexión depende drásticamente del potencial más allá de cierta
enerǵıa. Para átomos ultra fŕıos interactuando con superficies tiene
entonces la reflexión cuántica una importancia fundamental y en
una primera aproximación es posible describirla con un simple mo-
delo en el cual se remplaza el potencial exacto con una potencial
de paso.

3. Atrapando y guiando átomos con reflexión cuántica

Es de esperar que átomos ultra fŕıos confinados en una cavidad
se mantengan alejados de las paredes de la cavidad debido al efecto
de reflexión cuántica. Un estudio detallado y riguroso de este confi-
namiento es bastante complicado, puesto que, como se mencionó en
la Sec. 1, el potencial de interacción se conoce tan solo para geo-
metŕıas simples. A pesar de ello se han hecho algunas estimaciones
del aumento de la probabilidad de supervivencia de átomos fŕıos
debido a la reflexión cuántica en cavidades cúbicas [38] y a lo largo
gúıas de onda ciĺındricas [39].

3.1. Trampas cúbicas con reflexión cuántica.

Cómo dijimos antes, la primera dificultad se encuentra en la
descripción del potencial. Para empezar consideremos un átomo
atrapado entre dos paredes (ver Fig. 3(a)). Si z es la distancia que
separa al átomo de la paredes, el potencial V (z) sufre una transición
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Figura 3. (a) Átomo atrapado entre dos paredes separadas por una distancia
2L. La interacción se puede modelar en una primera aproximación por un po-
tencial de paso. (b) Evolución temporal para la probabilidad de supervivencia
de átomos ultra fŕıos de sodio (β4/β3 =0.113) confinados entre dos paredes
separadas una distancia 2L ≈ 106 a.u. y bajo la acción del potencial (18) (ĺınea
continua). También se muestran los resultados obtenidos con el modelo del po-
tencial de paso (ĺınea punteada) y con la evolución libre de potencial (ĺınea a
rayas y puntos). (c) Densidad de supervivencia de una part́ıcula a un tiempo
escalado τ = 1 para el potencial (18) (ĺınea continua) como función de β4/β3
en las mismas condiciones que (b). El ćırculo señala la densidad de probabi-
lidad para β4/β3=0.113 (átomo de sodio). Para comparar se muestra también
los resultados obtenidos con la potencial retardado −C4/r

4 (ĺınea a rayas) y
con el potencial de paso (ĺınea punteada).

suave entre los ĺımites de vdW y AR. Esta transición se puede

modelar a través de una función de forma v(x) tal que v(x)
x→0→ 1

y v(x)
x→∞∼ x. El potencial se puede aproximar por

Vat−superf(z) = − C3

z3v (z/λ)
, (17)

donde λ = C4/C3 es la longitud de transición entre los ĺımites vdW
y AR. Por ejemplo, la función v(x) = 1 +x reduce el potencial (17)
al potencial de Shimizu (15) [37]. El potencial para un átomo entre
dos paredes separadas una distancia L es entonces

V (z) = Vat−superf(L− z) + Vat−superf(L+ z) (18)

Los átomos en el interior de una trampa se modelan por un pa-
quete de ondas cuya dinámica esta gobernada por la ecuación de
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Schrödinger dependiente del tiempo. Ésta, en términos de las va-
riables adimensionales x = z/L y τ = t/t0, t0 = 2ML2/~, se reduce
a

i
∂

∂τ
Ψ(x, τ) =

(
− ∂2

∂x2
+ U(x)

)
Ψ(x, τ), (19)

con U(x) = (t0/~)V (xL). Para fines prácticos el paquete de ondas
inicial tiene la forma Ψ(x, τ = 0) = N exp(−γ|x|)Θ(1 − |x|), con
N la constante de normalización. Sin embargo, el carácter tanto
cuantitativo como cualitativo de los resultados que se presentan en
esta sección son independientes de la forma de la función inicial.
La enerǵıa del paquete de ondas está determinada por la constante
adimensional γ y por la dimensión de la trampa: 〈E〉 = ~2

2µ
γ2

L2 . Por
lo tanto los valores de γ y L definen la temperatura de los átomos
en la cavidad. La probabilidad de supervivencia en el interior de la
cavidad es ρ(t) =

∫ 1

−1
dx|Ψ(x, τ)|2.

Ya en la Fig. 2 de la cercańıa de las ĺıneas sólida y a rayas pode-
mos intuir que el efecto del potencial no retardado no es significa-
tivo en la interacción de átomos ultra fŕıos con superficies planas.
Más aún, si los átomos son suficientemente fŕıos un potencial de
paso con la longitud de umbral b = 1/K0 escogida apropiadamente
debeŕıa modelar suficientemente bien a los átomos en la cavidad.
Este modelo propuesto originalmente por Jurisch y Friedrich [38]
da cuenta del comportamiento de la probabilidad de supervivencia
entre dos paredes. En este caso el potencial U(x) = σ2Θ(|x| − 1)
y el sistema queda completamente caracterizado por el parámetro
σ = L/b. La ĺınea punteada en Fig. 3(b) muestra ρ(τ) para átomos
de sodio (b = β4 se encuentra definida en la tabla 1) en una trampa
cuyas paredes se encuentran separadas una distancia 2L ≈ 106 a.u.
(σ ≈ 30). El valor de γ = 5 garantiza que los átomos tienen una
temperatura del orden de los nanokelvin [38] que son posibles de al-
canzar experimentalmente [40]. El potencial (15) introduce algunas
pequeñas correcciones al modelo anterior. La curva sólida de Fig.
3(b) es la densidad de probabilidad obtenida con (15) para átomos
de sodio (β4/β3 =0.113). Aunque el modelo del potencial de paso
subestima en algo la probabilidad de supervivencia las diferencias
con el resultado obtenido con el potencial de Shimizu o superan el
5 % [41]. En cualquier caso alrededor del 50 % de los átomos siguen
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σ = L/b 0 10 20 30
ρ(τ = 1) 0,125 0,26 0,41 0,50
ρ3(τ = 1) 0,002 0,018 0,069 0,125

Tabla 2. Densidad de probabilidad para diferentes valores del parámetro σ =
L/b después de un tiempo τ = 1. ρ(τ) es obtenido con el modelo de potencial
de paso y t́ıpicamente subestima el valor obtenido con el potencial de Shimizu

en un 5 % aproximadamente.

confinados entre las paredes después de un tiempo τ = 1 (t ≈ 0,4s)
y el valor de ρ(τ) es significativamente mayor que la supervivencia
de átomos libres (ĺınea a rayas y puntos en Fig. 3(b)). Al variar la
especie atómica esta situación no cambia sustancialmente tal como
lo indica Fig. 3(c) donde ρ(τ = 1) se presenta como función de
β4/β3. Más aún, nuevamente aqúı resulta evidente que el poten-
cial AR (ĺınea punteada) domina el proceso de reflexión cuando β4

es mucho menor que β3 y que el modelo del potencial de paso la
subestima ligeramente.

Al ignorar los efectos del potencial debidos a las esquinas y a las
aristas de una trampa cúbica el sistema tridimensional es separa-
ble. Ésta es una aproximación bastante significativa, sin embargo se
puede asumir correcta si las dimensiones de la trampa y las separa-
ciones t́ıpicas del átomo y las paredes son muy grandes comparadas
con las dimensiones del átomo. En este caso la probabilidad de su-
pervivencia ρ3D resulta del producto de las probabilidades en cada
dimensión. La tabla 2 resume esta probabilidad después de un tiem-
po τ = 1 para algunos valores de σ. Es de notar que en condiciones
reales para átomos de sodio esta probabilidad es tres ordenes de
magnitud superior al caso de una part́ıcula libre.

3.2. Transporte de átomos a lo largo de gúıas de onda
con la ayuda de reflexión cuántica.

Una gúıa de ondas cuadrada (circular) es una cavidad de lado
2L (radio L) en la cual los átomos se propagan libremente en la di-
rección z. Al igual que en el caso de las trampas cúbicas el potencial
para átomos ultra fŕıos se puede modelar por un potencial de paso
caracterizado por el parámetro σ = L/b. En unidades adimensio-
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nales (x→ x/L, y → y/L, τ = t/t0, t0 = 2ML2/~, r =
√
x2 + y2)

los potencial para una gúıa cuadrada y ciĺındrica son, respectiva-
mente,

Vcuad(x, y) = −σ2θ(|x| − 1)θ(|y| − 1) y Vcirc(r) = −σ2θ(r − 1) .
(20)

Cabe mencionar en el caso de las gúıas cuadradas que independien-
temente de la simplicidad de este potencial la ecuación de Schrödin-
ger no es separable. Esto debido a las esquinas, en donde una fun-
ción de onda plana puede transmitirse y reflejarse en cualquier di-
rección k con una amplitud a(k). La dependencia de los coeficientes
a(k) de k no se puede expresar de manera anaĺıtica [39]. La tabla
3 resume los valores de la probabilidad de supervivencia en la gúıa
para diferentes valores de σ. Al comparar la probabilidad ρcuad ob-
tenida para la gúıa cuadrada con el cuadrado de la densidad de
probabilidad unidimensional ρ2

1D (ver también la tabla 2) se nota
que el efecto de la inseparabilidad originado en las esquinas es des-
preciable. Adicionalmente el factor de aumento de la probabilidad
de confinamiento ρcuad/ρ

libre
cuad con respecto a una part́ıcula libre au-

menta con el parámetro σ. Más aún este factor es aparentemente
independiente de la geometŕıa de la gúıa, tal como se verifica al
comparar con las probabilidades de confinamiento ρcirc para una
trampa circular.

Las dimensiones de una fibra hueca [42, 43] pueden ser del orden
L ≈ 5×105a.u.. Un chorro de átomos de sodio (σ ≈ 30) a una tem-
peratura T ≈ 14µK se propaga a una velocidad de v ≈ 120mm/s
y atraviesa la gúıa de onda de longitud 50 mm en unos 0.4 s. Sim-
plemente debido a la reflexión cuántica se espera entonces que la
fracción de átomos que sobreviven al otro lado sea del orden del
30 %. Sin reflexión cuántica, es decir, ignorando la existencia de la
interacción entre la superficie y los átomos, ésta seŕıa tan sólo el
2 %.

4. Dispersión de átomos ultra fŕıos por nanotubos

En esta sección consideramos un ejemplo básico de un sistema
h́ıbrido que involucra átomos y escalas nanométricas. Se trata de un
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σ 0 10 20 30 40
ρ1D(τ = 1) 0,125 0,259 0,415 0,497 0,551
ρ2

1D(τ = 1) 0,016 0,067 0,172 0,247 0,304
ρcuad(τ = 1) 0,016 0,060 0,173 0,249 0,307
ρcirc(τ = 1) 0,020 0,072 0,208 0,304 0,374
ρcuad/ρ

libre
cuad 1 3,7 10,8 15,5 19,2

ρcirc/ρ
libre
circ 1 3,7 10,6 15,6 19,1

Tabla 3. Probabilidad de supervivencia de átomos en una gúıa de onda de geo-
metŕıa cuadrada (ρcuad) o circular (ρcirc) para diferentes valores del parámetro
σ = L/b después de un tiempo τ = 1. ρcuad se compara con el cuadrado de
la densidad de probabilidad para átomos confinados entre dos paredes ρ1D. Se
muestra también los factores de incremento ρ/ρlibre de la densidad de probabi-
lidad en las gúıas cuadrada y circular. ρlibre es la densidad de probabilidad para

una part́ıcula libre, es decir, para σ = 0.

átomo (o molécula) polarizable interactuando con un nanoalambre
ciĺındrico infinitamente largo y perfectamente conductor. A pesar
de su aparente simplicidad, este sistema está lejos de ser trivial y,
no obstante, entenderlo concienzudamente es un primer paso hacia
la comprensión de sistemas más complejos que comprometen por
ejemplo nanoredes usadas en experimentos actuales de difracción e
interferencia de átomos y moléculas [44, 45].

Debido a la simetŕıa de traslación en la dirección paralela al
eje del nanotubo, el problema de dispersión de un átomo en un
nanoalambre es efectivamente bidimensional (2D). El tratamiento
de este problema es muy diferente al de la bien conocida dispersión
en tres dimensiones, en particular en el régimen de bajas enerǵıas
[46, 47]. De todas formas el proceso de dispersión está dominado a
bajas enerǵıas, al igual que en el caso tridimensional (3D), por la
onda parcial s, aunque el comportamiento de la fase de dispersión
cerca al umbral de enerǵıa difiere sustancialmente del caso 3D y
está dado por

cot δ0
k→0∼ 2

π

[
ln

(
ka

2

)
+ γE

]
, (21)

donde γE es la constante de Euler, γE = 0,577 . . . . La cantidad
a en (21) es la versión 2D de la longitud de dispersión [46–49], y
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Figura 4. Parte real e imaginaria de la longitud de dispersión de átomos bajo
la acción de la parte de vdW de la interacción con un nanotubo perfectamente
conductor como función del radio R del nanotubo escalado con respecto a la

longitud caracteŕıstica β = βvdW (8).

se encuentra bien definida para potenciales que decaen más rápido
que 1/r2 a grandes distancias [47]. Cerca del umbral la amplitud
de dispersión f(φ) (φ es el ángulo polar) y por lo tanto también
la sección eficaz diferencial dλ/dφ se encuentran completamente
determinadas por la longitud de dispersión a:

f(φ) ≡ f0 =
1√

2πik
(e2iδ0 − 1) =

√
2i/(πk)

cot δ0 − i

k→0∼
√
πi/(2k)

ln(ka/2) + γE − iπ/2
. (22)

De esta forma, toda la información acerca del proceso de dispersión
a bajas enerǵıas está contenido en la longitud de dispersión que se
puede obtener de la función de onda parcial s de enerǵıa 0,

u
(0)
0 (r)

r→∞∝ −
√
r ln

(r
a

)
. (23)

El problema entonces se reduce a la descripción precisa de esta
función, lo cual nuevamente requiere el tratamiento adecuado del
potencial de interacción cuyos ĺımites vdW y AR son (7). Debido
a la complejidad de este potencial [15] el uso de la forma exac-
ta del potencial para fines prácticos no es posible. Tampoco se ha
encontrado una forma anaĺıtica simple para pequeñas o grandes dis-
tancias tal como se explicó en la Sec. 1. En cambio, es necesario usar
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todos los términos de las expansiones en (7) para los ĺımites respec-
tivos. Afortunadamente, una jerarqúıa de aproximaciones permite
determinar numéricamente estos ĺımites tan precisamente como se
quiera de una forma relativamente económica [33, 35].

La longitud de dispersión para el caso del potencial de vdW ha
sido calculada [35, 36] y se reproduce en la Fig. 4 como función del
radio R/βvdW. La longitud de dispersión exhibe una dependencia
linear con R para grandes valores de R. De hecho, en este ĺımite el
comportamiento de la longitud de dispersión es

Re(a)
R/β→∞∼ R +O(β) , Im(a)

R/β→∞∼ −π
4
β . (24)

En particular, Im(a) se comporta en este ĺımite exactamente como
la longitud de dispersión de átomos con una pared plana [35]. El
caso opuesto de tubos muy delgados (ver panel derecho de Fig. 4)
muestra un comportamiento algo extraño: la longitud de disper-
sión tiende a cero cuando R → 0 y para valores de R cercanos
a cero su comportamiento es aproximadamente [ln(R/β)]−1. Esto
tiene su explicación en la forma del potencial de vdW (7) para tu-

bos ultra delgados que se comporta como V
R̃→0∝ −r−3(− ln[R̃])−1,

con R̃ = R/β. Para potenciales homogéneos atractivos, −Cα/rα, la

longitud de dispersión a(α) es proporcional a C
1/(α−2)
α , es decir, es

proporcional al coeficiente Cα cuando α = 3 [47]. Por lo tanto la for-
ma del potencial para pequeños radios sugiere un comportamiento
cercano a

a
R̃→0∝ 1

(− ln R̃)
. (25)

Numéricamente se puede verificar que Re(a) tiende a 0 marginal-
mente más lento que (ln R̃)−1, mientras que Im(a) tiende a 0 margi-
nalmente más rápido que (ln R̃)−1 para R̃→ 0 [35].

Un análisis similar se puede realizar con la parte AR del po-
tencial (7). Una jerarqúıa análoga de aproximaciones permite una
descripción precisa del potencial para fines prácticos, en particular
para la descripción del proceso de dispersión. En este caso, una in-
terpolación con la ayuda de una función de forma tal como se usó en
la Ec. (17) permite aproximar el potencial exacto y de esta manera
estudiar el papel del ĺımite AR y del ĺımite de vdW en el proceso
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de dispersión [33]. El resultado en este caso es que la parte AR del
potencial domina prácticamente todo el proceso de interacción de
átomos ultra fŕıos con nanotubos [33], tal como ocurrió en el caso
de la interacción de átomos con superficies (ver Sec. 3).

Conclusiones

Las part́ıculas ultra fŕıas tienden a evitar el contacto con las
superficies que la rodean. Esto no solo abre una ventana de posi-
bilidades para atrapar y guiar átomos y moléculas ultra fŕıas, sino
que también se constituye en una consecuencia de un fenómeno
fundamental de la naturaleza: las fluctuaciones del vaćıo del campo
electromagnético. Si bien hemos alcanzado un entendimiento par-
cial acerca de algunos procesos en la interacción de átomos ultra
fŕıos con superficies de geometŕıas sencillas, aún estamos lejos de
entender, por ejemplo, complejos procesos de difracción, interferen-
cia, reflexión, absorción de gases diluidos de átomos ultra fŕıos o
de condensados de Bose-Einstein que se han empezado a observar
en los laboratorios [44, 45, 50, 51]. Una cosa que nos queda bien
clara de nuestras investigaciones es que en esta clase de procesos
no podemos ignorar la interacción de Casimir y Polder. Más aún,
ésta es fundamental y requiere un tratamiento bastante delicado
que por ahora es posible solamente para algunas geometŕıas de la
nanoestructura.
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European Physical Journal D 63, 33 (2011).

[37] F. Shimizu, Phys. Rev. Lett. 86, 987 (2001).

[38] A. Jurisch and H. Friedrich, Physics Letters A 349, 230 (2006).
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