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1. Introduccion

El algebra de Clifford (o algebra geométrica) como lenguaje unificado para
matematicos y fisicos ha adquirido auge en los ultimos anos y David Hestenes ha sido
uno de sus grandes impulsores con trabajos de datan desde los afos 60 [1], [2],[3].

Esta algebra reune y unifica conceptos geométricos de diferentes algebras que han
sido desarrolladas de manera independiente para expresar o describir determinadas
relaciones geomeétricas con aplicaciones bien definidas en fisica, como el sistema de
numeros complejos, el algebra de matrices, los cuaterniones, las algebras de vectores,
tensores, espinores y formas diferenciales.

Una vez que uno se familiariza con la notacién, la estructura geométrica y las
relaciones basicas que definen esta algebra, tiene a su disposicion un formalismo
matematico sencillo y de gran operatividad con un amplic rango de aplicaciones en
fisica, desde la mecanica clasica hasta la fisica de particulas [4],[5],[6].

Nuestro objetivo es divulgar el algebra de Clifford mediante un resumen de sus
axiomas y relaciones fundamentales que permitan al lector comprender su estructura.
Con esta base, en posteriores articulos de divulgacion, presentaremos algunas
aplicaciones que muestren la ventaja de su empleo en la descripcién de sistema
fisicos.

Dado el amplio conocimiento que se tiene de los espacios vectoriales, la estructura
y propiedades del algebra de Clifford suele presentarse con base en los elementos de
un espacio vectorial. En esta direccién, en la seccion 2 se define la notacién y se
describe la estructura de un algebra de Clifford Gn, introduciendo ccn detalle las
operaciones basicas entre los elementos del dlgebra. La seccién 3 se dedica a

describir una base tensorial de Gn.

2. Axi laci bsi

Los elementos de un algebra de Clifford Gn son denominados multivectores y
suelen notarse con las letras mayusculas A,B,C,... . Los multivectores de Gn puede ser
generados mediante el producto geométrico de los elementos de un espacio
vectorial Vn(R). Los elementos de Vn se denominan vectores y se notan con letras

minusculas a,b.c....
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Se definen la adicién conmutativa y el producto geométrico de multivectores con las
siguientes propiedades: tanto la adicion como el producto geométrico son asociativos;
existen unicas identidades aditiva y multiplicativa (0 y 1 respectivamente); el producto
geométrico es distributivo a derecha e izquierda respecto a la adicién; los escalares
conmutan con los multivectores. Estas propiedades junto con axiomas basicos que
mencionaremos adelante, definen un algebra de Clifford.

Producto geométrico, interior y exterior

El producto geométrico ab de dos vectores ay b se puede expresar mediante la

siguiente igualdad:
ab = 1/2(ab + ba) + 1/2(ab - ba).

El primer término de la derecha define un producto conmutativo denominado
producto interior:

asb = 1/2(ab + ba) = bea, (1)

mientras que el segundo término define ur producto anticonmutativo denominado
producto exterior:

aAb = 1/2(ab - ba) = - bAa 2)

El producto geométrico, que en general no es conmutativo ni anticonmutativo,
queda definido como la suma de los dos anteriores productos:

ab = ab + aAb (3)

Uno de los axiomas basicos afirma:
ab = escalar, siy solo siay b son colineales 4)
El cuadrado de la norma de un vector se define como el producto geométrico del
vector por si mismo: aa = |aj2.
El producto geométrico del vector (a+b) por si mismo es igual a:

(a+b)(a+b) = aa + bb + [ab + ba],

de acuerdo con (1), el término entre paréntesis cuadrado es igual al doble del
producto interior de a y b, y segun (4) los demas términos de esta ecuacion son
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escalares. Concluimos entonces que el producto interior de dos vectores es igual a un
escalar:

a*b = escalar. (5)

El producto exterior de dos vectores no colineales (linealmente independientes, L.1.)
es denominado 2-vector o bivector. Cuando los dos vectores son colineales
(linealmente dependientes) su producto exterior es nulo:

aAb = 0, si a 'y b son colineales. (6)

Esta afirmacién se concluye de las ecuaciones (3),(4) y (5). Dos vectores se
denominan ortogonales cuando su producto interior es nulo:

ab =0, siay b son ortogonales. (7)

Entonces:

ab = ab = bea = ba siay b son colineales.

ab =aAb =-bAa=-ba siayb son ortogonales.

En estos dos casos particulares el producto geométrico es conmutativo y
anticonmutativo respectivamente. '
El producto exterior de vectores es asociativo:

(aAb)Ac =aA(bAc) =aAbAc

y es una consecuencia de la asociatividad del producto geométrico.
Se denomina multivector simple o r-vector al producto exteriorde r vectores

L.L.(no colineales}, con r>n yse nota A, = a;Aa,A...Aa,. El grado de un r-vector es
igual ar, esto es, igual al numero de vectores L.I. que lo constituyen.
Interpretacion geométrica del producto exterior:

Cualquier r-vector de Gn:A = a,Aa,A..Aa, representa un volumen r-dimensional

orientado de Vn. Esta interpretacion puede entenderse como una extension del
concepto de numero dirigido: asi como un vector caracteriza la nocién de segmento
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de linea dirigido, el bivector A, = a;Aa,, por ejemplo, se puede considerar como una

nueva clase de numero dirigido que caracteriza la nocion de segmento de area
dirigido, su magnitud es igual al area del paralelogramo formado por los dos vectores,
y su orientacién (que podria entenderse como la direccién en que fue generado el
segmento de area: desplazando a, en la direccion de a, ) se representa por flechas

que asignan un sentido al segmento de area. El bivector B, = a,Aa, représenta el
mismo segmento de area pero con orientacion contraria como se indica en la figura.
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De igual manera el 3-vector A, = a,Aa,Aa,, representa un volumen orientado de

Vn vy caracteriza la nociéon de segmento de volumen dirigido. Su magnitud es igual al
volumen del paralelepipedo formado por estos tres vectores y su orientacion se
representa por flechas que asignan un sentido a dicho segmento de volumen de Vn .

El 3-vector By = a;Aa,Aa, representa el mismo volumen de Vn pero con
orientacién contraria.

Los términos escalar, vector, bivector, trivector, etc. se utilizan para designar un

0-vector, 1-vector, 2-vector, 3-vector, etc.
r-vectores que representen un mismo volumen r-dimensional de Vn con diferentes

orientaciones son linealmente dependientes. Por ejemplo, los trivectores A; y B3 son
lineaimente dependientes ya que por medio de permutaciones de sus vectores, se

puede expresar el primero en términos del segundo: A, = a,Aa,Aa, = -a,Na;Na, =

a;Na,Na, = B,. Mientras que los trivectores Aj = a,Aa,Aa; y Cy = a,AazNa,

son L.L

El producto exterior se constituye en un medio sencillo para estudiar la
dependencia lineal de un conjunto de vectores de Vn , ya que el resultado del producto
serda nulo si uno de los vectores que entra en el producto es linealmente dependiente
de cualquier otro.

El maximo grado que puede tener un r-vector generado por vectores de Vn es n,
que es precisamente el maximo numero de vectores L.I. de Va . Los términos
seudoescalar y seudovector se emplean para designar los n-vectores y (n-1)-vectores

de Gn, respectivamente.
Como consecuencia de la anticonmutatividad del producto exterior de dos vectores:
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aA\b = - bAg, el producto exterior de un vector y un r-vector serd conmutativo si r es
par y anticonmutativo si r es impar:

aMA, = alhaAay/r.. Aa= (-1) a;AaA . Aafa = (-1) A a (8)

De manera similar al producto geométrico de dos vectores, ecuacion (1), el producto
geométrico de un vector y un r-vector se puede expresar segun:

aA, = 1/2[ aA, -(-1)A,a] + 1/2[aA, +(-1)'Aa], (9)

el segundo término de la derecha es conmutativo para r par y anticonmutativo para r
impar, y de acuerdo con (8) define el producto exterior:

ahA = 1/2[ aA, +(-1)Aa], (10)

mientras que el primer término, que es conmutativo para r impar y anticonmutativo
para r par, define el producto interior:

as A, =1/2[ aA, - (-1)Aa] . (11)

Reemplazando (10) y (11) en (9) obtenemos para el producto geométrico:

aA =a* A, + afA, (12)

r

Un axioma fundamental del algebra de Clifford afirma que cualquier multivector de
Gn, se puede descomponer en una suma de r-vectores - de diferente grado:

M=M0+M1+M2+...+Mn

Es asi como el multivector resultante del producto geomeétrico de dos vectores es
igual a la suma de un escalar M, y un bivector M, (ver ecuacion (2)). Puesto que
r-vectores de diferente grado son L.I. , si un multivector es no nulo entonces al menos
una de sus componentes r-vectoriales es diferente de cero; y si el multivector es nulo,
cada una de sus componentes r-vectoriales sera igual a cero. El grado de un
multivector es igual al grado del maximo r-vector que contenga.

Podemos encontrar una expresién muy Util para el producto interior de un vector
por un r-vector. Consideremos primero el producto geométrico de tres vectores L.I. :
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aa,a, = (aa;)a,=[-a,a + 2(a*a,)]a, = -a,aa, + 2(a*a,)a,
=-a,[-a,a + 2(ava,)]+ 2(aca,)a,
donde hemos empleado la ecuacién (1). Reordenando los términos obtenemos:

a;(a*a,)+ (a*a;)a, = 1/2[aa;a, - a,a,a]

= 1/2[a(a;”a,) - (a;"a,)a]

para la ultima igualdad se expresé el producto a;a, segun (3) y se tuvo en cuenta que
los escalares y vectores conmutan. Finalmente, ya que el término entre paréntesis

cuadrado es el producto interior del vector ay el bivector a, ~a, , obtenemos:
a* (a, "a,) = a,(a*a,)+ (a*a,)a, (13)

Por medio de un proceso similar se puede demostrar (ver [4], ecuacion (1.15)),
que el producto interior de un vector y un r-vector es:

a*A, = a*(a;N..."a.) = (ava;) (a,"... a,) +a;Mas (8,0 ... "a,)]
Aplicando iterativamente esta ecuacion para el paréntesis cuadrado, encontramos:
a*A, = I, (-1)k+ (aca,) (a,N. .. Ag. .. Na,) (14)

donde el simbolo ~ sobre ei vector ay indica que este vector se excluye del
producto, de manera que a* A_es una suma de (r-1)-vectores y por tanto es un

(r-1)-vector. Un caso particular es el producto de dos vectores cuyo resultado es un
0-vector, esto es un escalar.

El producto exterior de un vector por un r-vector es igual a un s-vector de grado
s=r+1 (ver ecuacién (8), mientras que su producto interior es un s-vector de grado
s=r-1 ( ver (14)). Esto es, el producto exterior eleva el grado del s-vector resultante
mientras que el producto interior baja el grado del s-vector resultante.

Consideremos ahora el producto geométrico de un bivector B, y un r-vector A,, cuyo
resultado es un multivector M. Empleando la ecuacién (3):
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M=B,A = (byAby) A = byb,A, - (by*by) A,
Desarrollando el producto geometrico byb,A,, de acuerdo con (12), tendremos:
byboA, = Dby(by*A)+ by(b,AA)

= Dbye(byeA)+ byA(bye A) +bye (b,AA)) + byADLAA,
Reordenando términos:
BoA, = Dby (by*A)) +{(b1- by)A, +byA(bye A)) +bye (bzAAr)}+ by Ab,AA,

El primer término de la derecha es un (r-2)-vector, el término entre parentesis
cuadrado es un r-vector y el ultimo término es un (r+2)-vecter.
Se define el producto exterior de B,y A, como la componente (r+2)-vectorial del

multivector resultante de su producto geométrico:

BZAAY= (b1Ab2)AAr= b1Ab2AAr (15)
y el producto interiorde B,y A, como la componente (r-2)-vectorial:

Bye A = (b;Aby)eA = Db, (bytA)) (16)

En el caso general de un s-vector y un r-vector, su producto exterior es la
componente (s+r)-vectorial de su producto geométrico y el producto interior es la

componente |s-r|-vectorial.
De acuerdo con las anteriores definiciones, el producto interior de r-vectores de

igual grado es un escalar igual al determinante de los productos interiores de los
vectores que conforman cada r-vector.
Segun (16):

B,* A, = (byAby)e (a;Aay) = bye (bye (a4 Aay) )

teniendo en cuenta (13):
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Byt A; = (bp ay) (by*@5) - (bpray) (byray)

que es precisamente el determinante:

(byr a,) (b ay)
B,e A, = (17a)

(byea,) (b4 ap)
Cuya generalizacioén es:

(bera,) ... (bra)
B A, = : . (17b)
(by>-ag) . .n. {byea,)
3._Sistema y base tensorial de Gn

Cualquier conjunto de n vectores L.I. de Vn {ay,a;,....a,} constituye un sistema o
marco de referencia de Vn.

Por simplicidad considermos el caso de un sistema ortonormal de vectores:
{e1,€5,....8,} (18)

de un espacio vectorial V,(R). La generalizacion para espacios de mayor dimension
es directa.

Como los vectores del sistema son ortogonales: para i#j, e e, = 0, ee; = e,/\ej

para i=j, ei/\ej =0, ee; =e;e, (i,j = 1,2,3,4).

Con base en este sistema tendremos: a) 6 bivectores unitarios L.I. , por ejemplo:
e, Ne,, e,/\e,, e,M\e,, eM\e;, e,Me,, ezie,, que notaremos de manera general

como eg; 0 ¢&;; este conjunto de bivectores define un espacio lineal 6-dimensional:

G,2, b) 4 trivectores unitarios L.I. : e,Ae,Ne;, e,AeNe,, e, Aezle,, Ae,Ne,,
4 1NexNez, ©,718,18,, 8171637084, 8718370,

notados ;e 0 &y, los cuales definen un espacio lineal 4-dimensional: G,3, c) 1

L |
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cuadrivector unitario 0 seudoescalar unitario que notaremos e: e = e,Ae,AeMe, =
€,e,8,6, , el cual define un espacio lineal 1-dimensional: G,4. Los vectores del
sistema o 1-vector. e G, definen el espacio lineal V, = G,' y el escalar o 0-vector
unitario 1 define el espacio lineal G,° = R. Como los r-vectores de diferente grado
son L.I. G, es en si mismo un espacio lineal, cuya dimensién es la suma de las
dimensiones de los subespacios de G, : dim G, = ¥, dim G," = 16 = 24. En
general, cuando el sistema es n-dimensional, dimGn= 2"

El conjunto de todos los r-vectores unitarios L.l. generados con los vectores del
sistema (18) constituyen una base del espacio lineal G,:

{1, e, e, eee, ., e } (19)
denominada tambien base tensorial de G,.

De manera que, asi como cualquier vector a de G, se puede expresar como una
combinacion lineal de los vectores unitarios:

a= 3 ae, (20)

cualquier bivector M,de G, se puede expresar como una combinacion lineal de los
bivectores unitarios de la base de G,:

My=2,, Miee =2, Me;, (21)

y cualquier trivector M3 como una combinacion lineal de los trivectores unitarios:

My= I, > >k Mk eeey = 2 >j>k Milk €ijk (22)

Se puede verificar facilmente que los coeficientes al de la ecuacion (20) son iguales al
producto interior del vector a y el vector unitario e;, que es la proyeccion del vector a

sobre el vector . De manera similar, los coeficientes MU = M, + (e;e)) son la
proyeccion del bivector M, sobre el bivector eje; y MK = M- (eeje,) es la
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proyeccidn del trivector M, sobre el trivector unitario e;e e, .

Por tanto la interpretacion geométrica del producto interior es la de
caracterizar la nocion geométrica de proyeccion de un elemento de Gn sobre otros
elementos de Gn.

De otra parte, todo seudoescalar o cuadrivector de G, se puede expresar como el
producto de un escalar por el cuadrivector unitario e. De acuerdo a las anteriores
consideraciones, cualquier multivector M de G, se puede expresar como una

combinacion lineal de los r-vectores unitarios de la base (10):

M= K +z| aiei + Z|<JMI‘|9Aej F o Z|<]<k Mijkeiejex + Re
M = Mg + Mq + Mo + Mg + My (23)

donde p y B son escalares.

La ecuacion (23) es la representacion tensorial de los multivectores de G, .

A manera de conclusion podemos senalar : 1. Tanto los elementos del algebra
como sus operaciones tienen un significado geométrico explicito. 2. Su generalidad:
incluye entre otras, la teoria de determinantes y la teoria de tensores, las cuales
surgen de manera natural.
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