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1. Introduccj6n

EI algebra de Clifford (0 algebra geometrical como lenguaje unificado para
matsmaticos y tisicos ha adquirido auge en los ultimos aries y David Hestenes ha side
uno de sus grandes impulsores con trabajos de datan desde los aries 60 [1], [2],[3].
Esta algebra raune y unifica conceptos geometricos de diferentes algebras que han

sido desarrolladas de manera independiente para expresar 0 describir determinadas
relaciones geometricas con aplicaciones bien definidas en fisica, como el sistema de
numeros cornplejos. el algebra de matrices, los cuaterniones, las algebras de vectores,
tensores, espinores y torrnas diferenciales.
Una vez que uno se familiariza con la notacion, la estructura geometrica y las

relaciones basicas que definen esta algebra. tiene a su otspostcion un formalismo
matsmatico sencillo y de gran operatividad con un amplio range de aplicaciones en
tisica. desde la rnecanica clasica hasta la fisica de particulas [4],[5].[6].
Nuestro objetivo es divulgar el algebra de Clifford mediante un resumen de sus

axiomas y relaciones fundamentales que permitan al lector comprender su estructura.
Con esta base, en posteriores artfculos d~ divulqacion. presentaremos algunas
aplicaciones que muestren la ventaja de su empleo en la oescnpcion de sistema
fisicos.
Dado el amplio conocimiento que se tiene de los espacios veetoriales. la estruetura

y propiedades del algebra de Clifford suele presentarse con base en los elementos de
un espacio vectorial. En esta dlreccicn, en la seccion 2 se define la notacion y se
describe la estructura de un algebra de Clifford Gn. introduciendo con detalle las
operaciones basicas entre los elementos del algebra. La seccion 3 se dedica a
describir una base tensorial de Gn.

2. Axiomas V relaciones bBsjcas
Los elementos de un algebra de Clifford Gn son denominados multivectores y

suelen notarse con las letras rnayusculas A.B.C •.... Los multiveetores de Gn puede ser
generados mediante el producto geometrico de los elementos de un espacio
vectorial Vn(R). Los elementos de Vn se denominan veetores y se notan con letras
rninusculas a.b.c, ...



Se definen la adicion conmutativa y el producto geometrico de multivectores con las
siguientes propiedades: tanto la amcion como el producto geometrico son asociativos:
existen urucas identidades aditiva y multiplicativa (0 y 1 respectivamente); el producto
geometrico es distributive a derecha e izquierda respecto a la aotcion: los escalares
conmutan con los multivectores. Estas propiedades junto con axiomas basicos ,que
mencionaremos adelante, definen un algebra de Clifford.

Producto geometrico, interior y exterJor
EI producto geometrico ab de dos vectores a y b se puede expresar mediante la

siguiente igualdad:

ab :0: 1/2(ab + ba) + 1/2(ab - ba).

EI primer terrnino de la derecha define un producto conmutativo denomihado
producto interior:

a-b :0: 1/2(ab + ba) :0: boa, (1 )

mientras que el segundo terrnino define un producto anticonmutativo denominado
producto exterior:

aAb :0: 1/2(ab - ba) :0: - bAa (2)

EI producto geometrico, que en general no es conmutativo ni anttccnmutativo,
queda definido como la suma de los dos anteriores productos:

ab .. a-b + aAb (3)

Uno de los axiomas basicos afirma:

ab = sscatar , si y solo si a y b son colineales (4)

EI cuadrado de la norma de un vector se define como el producto geometrico del
vector per si mismo: aa :0: lal2.
EI producto geometrico del vector (a+b) por sl mismo es igual a:

(a+b)(a+b) :0: aa + bb + [ab + ba],

de acusrdo con (1), el tsrmlno entre parentesis cuadrado es igual al doble del
producto interior de a y b, Y segun (4) los cemas terrninos de esta ecuacton son
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escalarss. Conclufmos entonces que el produeto interior de dos vectores es igual a un
escalar:

a-b = escalar. (5)

EI produeto exterior de dos veetores no colineales (lineal mente independientes, L.I.)
es denominado 2-vector 0 bivector. Cuando los dos vectores son colineales
(Iinealmente dependientes) su producto exterior es nulo:

aJ\b = 0, si a y b son colineales. (6)

Esta atirrnacion se concluye de las ecuaciones (3),(4) y (5). Dos vectores se
denominan ortogonales cuando su producto interior es nulo:

a-b = 0, si a y b son ortogonales. (7)

Entonces:

ab a-b boa = ba si a y b son colineales.

ab = aJ\b = -bJ\a = -ba si a y b son ortogonales.

E[1 estos dos casos particulares el producto geometrico es conmutativo y
anticonmutativo respectivamente.
EI produeto exterior de vectores es asociativo:

(aJ\b)J\c = aJ\(bJ\c) = aJ\bJ\c

y es una consecuencia de la asociatividad del producto geometrico.
Se denomina multivector simple 0 r-vector al producto exterior de r veetores

L.1.(no cotinaales). con r ~ n y se nota Ar = a1J\a2J\ ...J\ar. EI grado de un r-vector es

igual a r, esto es, igual al numero de veetores L.1.que 10 constituyen.

Interpretacion geometriea del producto exterior:

Cualquier r-veetor de Gn :Ar = a, J\a2J\ ... J\ar representa un volurnan r-dimensional

orientado de Vn. Esta interpretacion puede entenderse como una extension del
concepto de nurnero dirigido: as! como un vector caracteriza la nocion de segmento
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de linea dirigido, el bivector ~ = a, Aa2, par ejemplo, se puede considerar como una

nueva clase de nurnaro dirigido que caracteriza la nocion de segmento de area
dirigido, su magnitud es igual al area del paralelogramo formado por los dos veetores,
y su orientacion (que pod ria entenderse como la dtreccicn en que fue generado el
segmento de area: desplazando a, en la direccion de a2) se representa por tlecnas

que asignan un sentido al segmento de area. EI bivectorB, = a2Aa, rspresanta el

mismo segmento de area perc con orientacion contraria como se indica en la figura.

De igual manera el 3-vector A3 = a,"a2"a3, representa un volurnen orientado de

Vn y caracteriza la nocion de segmento de volurnsn dirigido. Su magnitud es igual al
volumen del paralelepipedo formado par estos tres vectores y su orientacion se
representa par flechas que asignan un sentido a dicho segmento de volumen de Vn .

EI 3-vector 83 = a3"a2"a, representa el mismo volumen de Vn pero con

orientacion contraria.
Los tarminos escalar, vector, bivector, trivector, etc. se utilizan para designar un

O-vector, 1-veetor, 2-veetor, a-vector, etc.
r-vectores que representen un mismo voturnen r-dimensional de Vn can diferentes

orientaciones son Iinealmente dependientes. Por ejemplo, los trivectores A3 y 83 son
linealmente dependientes ya que par media de permutaciones de sus vectores, se

puede expresar el primero en tsrminos del segundo: A3 = a, Aa2"a3 = -a2"a,"a3 =

a3"a2Aa, = 83, Mientras que los trivectores A3 = a,Aa2"a3 y C3 = a2Aa3"a4'

son LI.
EI producto exterior se constituye en un medio sencillo para estudiar la

dependencia lineal de un conjunto de veetores ds Vn , ya que al resultado del produeto
sara nulo si uno de los veetoras que entra en al produeto es lineal mente dependiente
da cualquiar otro.
EI maximo grado que pueda taner un r-veetor generado por veetores de Vn es n,

qua es pracisamente el maximo nurnero da vectores L.t. de Vn. Los terrninos
saudoescalar y saudoveetor se amplean para designar los n-veetores y {n-1 )-veetores
de Gn, respeetivamente.
Como consecuancia de la anticonmutatividad del producto exterior de dos veetoras:
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a"b = - bAa, el producto exterior de un vector y un r-vector sera conmutativo si res

par y anticonmutativo si res impar:

(8)

De manera similar al producto geometrico de dos vectores, ecuaci6n (1), el procucto
geometrico de un vector y un r-vector se puede expresar sequn:

(9)

el segundo tsrmino de la derecha es conmutativo para r par y anticonmutativo para r
impar, y de acuerdo con (8) define el producto exterior:

(10)

mientras que el primer termino. que es conmutativo para r impar y anticonmutativo
para r par, define el producto interior: . ,

(11 )

Reemplazando (10) Y (11) en (9) obtenemos para el producto geometrieo:

(12)

Un axioma fundamental del algebra de Clifford afirma que cualquier multivector de. .' . .
Gn, sa puede descomponer en una suma de r-vsctores de diferente grade:

M = Mo + M1 + M2 + . . . + Mn
Es as! como el multivector resultante del producto geometrico de dos vectores es

igual a la surna de un esealar Mo Y un bivector M2 (ver ecuacion (2)). Puesto que
r-vsctorss de diferente grade son L.1. , si un multivector es no nulo entonces al menos
una de sus componentes r-vectoriales es diferente de cero; y si el multivector es nulo,
eada una de sus componentes r-vectoriates sera igual a cero. EI grado de un
multivector es igual al grado del maximo r-vector que contenga.
Podemos encontrar una sxpresion muy util para el producto interior de un vector

por un r-vector, Consideremos primero el producto geometrico de tres vectores L.1. :
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donde hemos empleado la ecuaci6n (1). Reordenando los terminos obtenemos:

para la ultima igualdad se expres6 el producto a1a2 segun (3) y se tuvo en cuenta que
los escalares y vectores conmutan. Finalmente, ya que el tsrmino entre parsntasis

cuadrado es el producto interior del vector a y el bivector a1 /\ a2 ' obtenemos:

( 13)

Por medio de un proceso similar se pueos demostrar (ver [4]. ecuaci6n (1.15)),
que el producto interior de un vector y un r-vector es:

Aplicando iterativamente esta ecuaci6n para el parsntesis cuadrado, encontramos:

(14)

donde el simbolo '" sobreei vector ak indica que este vector se excluye del
producto, de manera que a· Ar es una suma de (r-t )-vectores y por tanto es un
(r-1)-vector. Un caso particular es el producto de dos vectores cuyo resultado es un
O-vector, esto es un escalar.
EI producto exterior de un vector por un r-vector es igual a un s-vector de grado

s=r+1 (ver ecuaci6n (8). mientras que su producto interior es un s-vector de grado
s=r-1 (ver (14)). Esto as, el producto exterior eleva el grade del s-vector resultante
mientras que el producto interior baja el grado del s-vector resultante.
Consideremos ahora el producto geometrico de un bivector 82 y un r-vector A,. cuyo

resultado es un multivector M. Empleando la ecuaci6n (3):
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Desarrollando el producto qsometrico b1b2A,. de acuerdo con (12), tendremos:

Reordenando terrmnos:

EI primer termino de la derecha es un (r-2)-vector. el terrnino entre parentesis
cuadrado es un r-vector y el ultimo terrnlno es un (r+2)-vector.
Se define el producto exterior de 82 Y Ar como la componente (r-zj-vectona! del

multivector resultants de su producto qeometrico:

(15)

y el producto interior de 82 YAr como la componente (r-2)-vectorial:

(16)

En elcaso general de un s-vector y un r-vector, su producto exterior es la
componente (s-rj-vectoriat de su producto geometrico y el producto interior es la
componente [s-rl-vectorial.
De acuerdo con las anteriores definiciones, el producto interior de r-vectores de

igual grado es un escalar igual al determinante de los productos interiores de los
vectores que contorman cada r-vsctor.
Segun (16):

teniendo en cuenta (13):
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que es precisamente el determinante:

(b2·a1) (b2• a2)1
B2• A2

(b 1· a 1) (b1• a2)
Cuya generalizacion es:

(br• a.) (br• a.)

Br• Ar
(b1• a.) (b1·ar)

(17a)

(17b)

3. Sistema y base tensorial de Go
Cualquier conjunto de n vectores L.1. de Vn {a1.a2•... ,an} constituye un sistema 0

marco de referencia de Vn .

Por simplicidad considermos el caso de un sistema ortonormal de vectores:

(18)

de un espacio vectorial V4(R). La generalizacion para espacios de mayor dimension

es directa.

Como los vectores del sistema son ortogonales: para i;=j, ej"ej = 0 ,ejej = e/'ej y

para i=j, ej"ej = 0 , ejej = ej·ej (i,j = 1,2,3,4).

Con base en este sistema tendremos: a) 6 bivectores unitarios L.1. , por ejemplo:

e1"e2, e1"e3• e1"e4• e2"e3, e2"e4• e3"e4, que notaremos de manera general

como eje
j
0 eij; este conjunto de bivectores define un espacio lineal 6-dimensiona/:

G42, b) 4 trivectores unitarios L.1. : 81"e2"e3• 81"82"e4, e1"83"84, 82"e3"e4,

notados ejejek 0 eijk los cuales definen un espacio lineal 4-dimensional: G43. c) 1
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(..<,[ drivector unitario 0 seudoescalar unitario que notaremos e: e '" 91 "92"e3"e4 =

e1828364 ' el cual define un espacio lineal t-dirnsnsional: G44. Los vectores del

sistema 0 t-vector, "ie G4 definen el espacio lineal V4 = G41 y el escalar 0 O-vector

unitario 1 define el espacio lineal G40 = R. Como los r-vsctores de diferente grade

son L.1. G4 es en si mismo un espacio lineal, cuya dimensi6n es la suma de las

dimensiones de los subespacios de G4: dim G4 = Ir dim G/ '" 16 = 24. En

general, cuando el sistema es n-dirnansional, dimGn = 2n.

EI conjunto de todos los r-vectoras unitarios L.1. generados con los veetores del
sistema (18) constituyen una base del espacio lineal G4:

(19)

denominada tambien base tensorial de G4.

De manera que, asf como cualquier vector a de G4 se puede expresar como una
combinaci6n lineal de los vectores unitarios:

(20)

cualquier bivector M2 de G4 se puede expresar como una combinaci6n lineal de los

biveetores unitanos de la base de G4:

(21 )

y cualquier triveetor M3 como una combinaci6n lineal de los triveetores unitarios:

(22)

Se puede verificar tacnmsnte que los coeficientes ai de la ecuaci6n (20) son iguales al
prooucto interior del vector a y el vector urutario ei, que es la proyecci6n del vector a
sobre el vector e.. De manera similar, los coeficientes Mij = M2 • (9j9j) son la

proyecci6n del bivector M2 sobre el bivector ejej y Mijk '" M2• (ejejek) es la
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proyecci6n del triveetor M2 sobre el triveetor unitario ei e jek •

Por tanto la interpretael6n geometrlea del produeto Interior es ta de
caracterizar la nocion geometrica de proyeccion de un elemento de Gn sobre otros
elementos de Gn.
De otra parte, todo seudoescalar 0 cuadriveetor de G4 se puede expresar cornq el

producto de un escalar por el cuadrivector unitario e. De acuerdo a las antenores
consideraciones, cualquier multivector.M de G4 se puede expresar como una
cornbmacion lineal de los r-vectores unitarios de la base (10):

+ 2... Mij e,ej + 2, .. k Mijk e i e ,e" + Be
I < J 1 I < J< 1 ] ~

(23)

donde Il Y 13 son escalares.
La ecuacion (23) es Ia reprasentacion tensorial de los multivectores de G4 .

A manera de conclusion podemos serialar : 1. Tanto los elementos del algebra
como sus operaciones tienen un significado geometrico explfcito. 2. Su generalidad:
incluye entre otras, la teorfa de determinantes y la teorfa de tensores, las cuales
surgen de manera natural.
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