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1. Introduccidn

En un articulo previo [1], presentamos 1la estructura vy
relaciones bdsicas del dlgebra de Clifford G~ generada por
el producto geométrico de los vectores de un espacio
vectorial V. sobre el cuerpo de los reales en la versidn
moderna de Hestenes [2].

Este articulo se dedica a los aspectos fundamentales del
dlgebra de Clifford del espacio-tiempo plano (A.E.T.) ¥y
muestra algunos hechos interesantes relacionados con la
ceoria de Dirac, que ponen de manifiesto 1la importancia Yy
sencillez de la aplicacidn de dlgebras de Clifford en el
estudio de los fendmenos fisicos.

Para ello se presenta primero la estructura del A.E.T.,
seccidon 2, y se muestra luego 1la equivalencia entre el
A.E.T. y el dlgebra de las matrices de Dirac sobre el campo
de los numeros complejos, seccidén 3. E1l desdoblamiento del
A.E.T. en sus componentes temporal y espaciales, seccidn 4,
muestra de manera explicita el por qué en la teoria de Dirac
la matriz Jo juega un papel preferencial, y el &lgdebra de
Pauli es la subdlgebra par del dlgebra de Dirac.

Finalmente, en la seccidén 5 se muestra cémo empleando el
A.E.T. las ecuaciones de Maxwell se expresan de manera muy
sencilla mediante una JUnica ecuacidén bivectorial cuyo
desdoblamiento conduce a las cuatro ecuaciones clésicas
conocidas.

2. E 1al ‘& 1cs] lel E io Tj ]

El dlgebra de Clifford del Espacio Tiempo planoc (A.E.T.)
se desarrolla con base en un sistema ortonormal de vectores
del espacio-tiempo (E.T.). Sin embargo suele elegirse un
sistema ortonormal de vectores del espacio tangente a un
punto genérico del E.T. por 1las siguientes razones: a)
Cuando el E.T. es geométricamente plano, con la definicidn
de un punto del E.T. como vector nuloc, es idéntico al
espacio tangente a cada uno de sus puntos, de manera que el
dlgebra del E.T. es la misma del espacio tangente. b) Las
ideas basicas y los resultados que se obtienen se pueden
aplicar con ninguna o muy poca modificacidén al 4dlgebra de
Clifford del E.T. curvo.

Consideremos el sistema ortonormal de vectores
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del espacio tangente a un punto genérico X = (Xo,X1,X=,Xs)
del E.T. sobre el campo de 1los reales (espacio de
Minkowski). Como 1los vectores Yu (un =0, 1, 2, 3) son
ortogonales, el producto geométrico de dos vectores se
reduce a su producto interior si son de igual indice, y a su
producto exterior si son de indice diferente:

ffo = fu .fo= ¢ .fu= Jofu siunzo
fulo = luAVo = -Jonfu = -fotu siungo
Los elementos del tensor métrico, y por tanto la métrica

del E.T., estédn descritos por el producto interior de los
vectores del sistema:

g€ = {du-Jo = 172(Nudo + Yodu) (3)

Mo

(do)* = 1, (i) = (J2) = (Ps) = -1 (4)

(2)

donde (4)? = Mufii. Cuando el cuadrado de un vector es posi-
tivo se denomina como de tiempo (o temporal) y si es
negativo se denomina como de espacio (o espacial)

Como se mostréd en [1], seccidén 4, 1la base tensorial del
dlgebra de Clifford generada por un sistema ortonormal de un
espacio cuadridimensional, consta de 16 elementos: un
escalar unitario, 4 vectores unitarios U, 6 bivectores
unitarios fufo = Yuo (u<o), 4 trivectores unitarios FuJoss =
duod (u<o<8) ¥y un seudoescalar o cuadrivector unitario

rodl'x J‘zﬁ‘s = J‘u;zs.

Todo multivector del A.E.T. se puede expresar en términos
de la base tensorial descrita. Sin embargo, si se desea
transcribir en forma tensorial covariante hay que introducir
el sistema dual o reciproco ([/°,/*,/=,4=] del sistema (1) a
través de la relacidn de reciprocidad:

Cada vector del sistema dual se puede expresar como una
combinacidén lineal de los vectores /i [4]:
o ou
& 3208 ~odi (5)
Mo
uo M oo
con g =¢ -4, de manera que cualquie: vector X del E.T.
se puede expresar en términos de los vectores M1 o de sus
duales:
u (]
X= SXW= % Xo
M o
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M uo g
con X =2 ¢g Xo , Xo =2 g X
lof TR

Se define el operador gradiente del E.T., como el vector:

28 M
O=2 ¢ ou con du = 0/0X (6a)
M
verificdndose que:
M M
d. = BX y Ju = duXx (6b)

Si M®es un multivector del A.E.T. diferenciable:
M= 0O-M + OAM (7)

donde O-M y OAM se denominan 1la “divergencia" y el
“rotacional” de M, siguiendo la notacidén usual del andlisis
vectorial.

Las relaciones (6) y (7) son completamente generales. Si
el espacio tiempo es curvo, la definicién del operador
gradiente es vdlida localmente y una relacién de conexidn
entre los sistemas para cada punto del E.T. debe ser
definida (ver seccidén 20 en [3]).

Anilisis de 1 ] je 1a ] ;

El seudoescalar unitario se nota i’: i’ = foi=s, y tiene
las siguientes propiedades: a) (i’)* = -1; b) Si & es un
vector del E.T.: ai’ = -i’a; c) i’ es igual a su reverso
i’: 1’ = Joizs =fsz10 = 1’ y d) i’ representa un cuadrivolu-

men orientado del E.T. Las propiedades a), b) ¥y c) se
prueban directamente efectuando 1los productos geométricos
indicados mediante permutacién de pares de vectores,
teniendo en cuenta la ecuacidn (1).

Ya que el producto geométrico de un trivector wunitario
por un vector unitario, cuyo indice sea diferente de los
indices de los vectores en el trivector, dea como resultado
i’ o -i’, se concluye entonces que todo trivector del
A.E.T., denominado también seudovector, se puede expresar
como el producto geométrico de ur vector del E.T. y el
seudoescalar unitario: ai’. De otra parte, todo seudoescalar
del A.E.T. es igral al producto de un escalar y el
seudoescalar unitario. Con estas equivalencias, 1la base

tensorial del A.E.T. se puede expresar mediante el siguiente
conJjunto:

[ 1, Ju, dubo = fuo, i°du, i’ 3
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donde u, o0 = 0,1,2,3 y u<o.

Empleandc esta base, cualquier multivector del A.E.T.
queda expresado:

M Mo + M1 + Mz + Mz +Ma

M=a +a +F + bi’ + Bi’ (8)

donde a y R son escalares reales, a y b son vectores y F es
un bivector.

De acuerdo con su comportamiento bajo 1la operacién de
inversidén: Yu —> -Ju, los r-vectores se clasifican en pares
(para r par) e impares (para r impar). Teniendo en cuenta
esta clasificacidn, todo multivector del A.E.T. se puede
expresar como la suma de un multivector par, M ., y uno
impar, M -, Esto es:

con
M- = &a + bi’ (9a) M+ =a+ @i’ + F (9b)

Los ocho r-vectores unitarios pares
(3 fudo #3143 (10)

con u<o,definen la base de un dlgebra de Clifford denominada
subdlgebra par del A.E.T.

3. Algebra de Dirac

La segunda igualdad de la ecuacidén (3) indica que 1los
vectores {u satisfacen las mismas leyes de multiplicacién
de las matrices 4x4, definidas sobre el campo de los numeros
complejos, introducidas por Dirac para desarrollar la teoria
cudntica del electrdn [4]. Estableciendo una correspondencia
lineal uno a uno y sobre entre los vectores unitarios del
sistema (1) y las matrices de Dirac, se concluye que el
A.E.T. sobre el campo de los reales es isomorfa al 4&lgebra
de Dirac sobre el campo de los numeros complejos [5], de
manera que estas dos dlgebras son equivalentes. Esta es la
razon por la cual los vectores del sistema se describen con
el mismo simbolo empleado para las matrices de Dirac: {u.

Veamos la correspondencia de algunas relaciones bdsicas:

a) Como ya se indicd, mediante el productoc geométrico de los
vecto: es unitarios del A.E.T. se tienen las mismas reglas
de multiplicacidén de las matrices de Dirac.

b) E1 seudoescalar unitario i’ = Joizs corresponde a la
quinta matriz 45 del 4dlgebra de Dirac, cuyas propiedades:
i) Wede =1, ii) Juds = -5, iii) es igual a,su matriz

ad junta (transpuesta conjugada), esto es: ([}j’: {5, son
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equivalentes a las tres primeras del seudoescalar i’
arriba citadas. Recordando que las matrices de Dirac se
definen sobre el campo de los complejos, la operacidn de
transponer y conjugar corresponde en el A.E.T. a la
operacion de reversion.

c) En el A.E.T. los elementos del tensor métrico estén
definidos mediante los productos interiores  fu- /5,
mientras que en el dlgebra de Dirac estdn definidos por
un cuarto de la traza de los productos de las matrices
Juyd, de manera que Ju.f5 = 1/4 Traza(fultd), indicando
que la parte escalar del A.E.T. corresponde & la traza en
el dlgebra de Dirac.

Las anteriores consideraciones indican que la teoria de
Dirac se puede reemplazar por una formulacidén equivalente
en términos del A.E.T. con las siguientes ventajas:

i) Una representacidn de los vectores ¢ii por matrices es
irrelevante a la teoria de Dirac.

ii) Los /Ju y sus productos tienen un significado geométrico
preciso proveniente de las propiedades geométricas del E.T.
iii) La teoria se puede desarrollar sobre el campo de los
reales indicando que los imaginarios en el dlgebra de Dirac
son superfluos.

iv) Las matrices de Dirac se emplean casi exclusivamente en
conexidn con particulas de espin 1/2 lo que conduce a pensar
que el dlgebra de Dirac describe solamente alguna propiedad
del espin. Sin embargo, el A.E.T. es aplicable tanto =a
teorias cudnticas de particulas de espin 1/2 como a
cualquier teoria clésica [6], [7].

¢, Taaiobisns jel Algel o] L

Empleando el A.E.T. se pueden describir sistemas fisicos
mediante ecuaciones que son invariantes en el sentido de no
estar referidas a ningin sistema inercial, pero en su
aplicacidn se deben relacionar al sistema inercial empleado
para su observacidén y medida.

Es usual considerar el observador o sistema inercial de
referencia como una particula libre cuya linea de mundo (o
historia) pasa por el punto x = O del E.T. De esta manera,
la nocidn de sistema inercial se puede caracterizar mediante
un vector temporal unitario deducible del vector velocidad
propia de dicha particula. Cada sistema inercial elegido,
que denominaremos sistema-{o, determina un desdoblamiento
ael E.T. y de 1los multivectores del A.E.T. en sus
componentes temporal y espaciales.

a. Desdoblamiento del E. T,
Siguiendo la notacidn estandard del dlgebra de Dirac, los

indices griegos recorren los valores 0,1,2 y 3, mientras que
los indices latinos se reservan para los valores 1,2 y 3.
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Consideremos los bivectores unitarios /Lf;:

on = fudo (k = 1,2,3) (11)

y analicemos su producto geométrico:
Todo bivector {w{m postmultiplicado por fofo= 1, se puede
expresar:

[k‘rm = fufmfofo = - J’ufolmfo = —OxOm (12)

De otra parte, de acuerdo con (2) y la definicidén de
producto interior de dos vectores, se tiene:

Sodin 7 tide 5 1 /20Hnilu o ilodic): = —Bocid (13)

Postmultiplicando por Jofo y empleando (12) obtenemos para
el producto interior de los bivectores definidos en (11) 1la
siguiente relaciodn:

Ok"Om = 1/2(0Ok0Om + OmOwx) = Okm (14)

para k,m = .1,2,3.

La 1Gltima igualdad define 1la métrica del espacio
euclidiano tridimensional (E.E.), por tanto los owx se pueden
interpretar como vectores unitarios del E.E. relativos al
sistema-fo y constituyen un sistema de vectores a partir del
cual se puede generar el dlgebra de Clifford del Espacio
(A.E.E. ).

Ya que cualquier vector del E.T. se puede expresar como
una combinacidn lineal de los vectores del sistema:

o
a=% alfu
M

postmultiplicando por Jo obtenemos:

M
alo =2 a fulo =& 4.2 (15a)
M

afo = a-‘fo + &/\{o
donde a es un vector del E.E. relativo al sistema-{o:

8 = Zn a%0On (15b)
indicando que /o genera un desdoblamiento de cualquier
vector del E.T. en sus componentes temporal &° y espacial a.
Para distinguir los vectores del E.T. de 1los vectores

relativos del E.E., estos Ultimos se notan con una barra
debajo de la letra que los identifica.

Como un ejemplo consideremos el vector momentum-energia p
de una particula de masa propia m. Tomando unidades de c=1 y
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h=1, usuales en teoria de campos, el cuadrado de p debe ser
igual al cuadrado de su masa propia. Efectuando el
desdoblamiento de este vector segin (15a) encontramos:

Plo = p *Jo + PAle
plo = E + P

donde E y p definen la energia y el momentum de la particula
relativos al sistema-/o

El cuadrado del vector momentum energia es:
P* = pp = plofop = (E+ P)E-p) = F - P = @

donde se ha tenido en cuenta que Joa = (o a + JoAa = a o
-aA/lo, debido a la anticonmutatividad del producto exterior
de dos vectores. La anterior es la bien conocida ecuacidn
del desdoblamiento del vector momentum-energia en sus partes
temporal y espaciales.

b. Algebra de Pauli

De la segunda igualdad en la ecuacidén (13) se concluye
que los vectores relativos ow satisfacen las mismas reglas
de multiplicacidn de 1las matrices de espin de Pauli,
indicando que el dlgebra generada por las matrices de Pauli
sobre el campo de los nUmeros complejos es isomorfa al
A.E.E. sobre el campo de los nuimeros reales.

En la teoria de Dirac la representacién del producto fwfo
por matrices 4x4 se acostumbra notar awx, pero se prefiere la
la notacidén (11) para mantener explicito su significado
geométrico en el contexto del A.E.T. ¥y recordar la
equivalencia entre el A.E.E. relativa a un sistema-Jo y el
dlgebra de Dirac.

La base del A.E.E. consta de 8 elementos: un escalar
unitario; 3 vectores unitarios ow; 3 bivectores unitarios
OwOm Yy un seudoescalar unitario que notaremos i: i = 010=0s=
Ci==,

El seudoescalar unitario i tiene las siguientes
propiedades:
i) su cuadrado es negativo: (i)? = 010203010=20= = -1
ii) conmuta con los vectores unitarios ow: iow = Oxi , por
tanto conmuta con cualquier vector relativo definido en
(15b)
iii) Representa un volumen orientado del E.E.
Observamos que las dos primeras propiedades coinciden con
las que satisface el numero complejo definido como raiz de

-1. De ahi 1la notacidén especial para este seudoescalar
unitario.
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Ya que para ambas dlgebras el campo escalar son los numeros
reales, los escalares del A.E.E. son los mismos del A.E.T.
De la ecuacidén (12) se ve directamente que 1los bivectores
del A.E.E. relativos al sistema-4o son también bivectores
en el ALE.T. Finalmente, el seudoescalar unitario i del
A.g.g. es equivalente al seudoescalar unitario i’ del
AET. :

i = 01020 = Nibolzlolsleo = Yobilals = i’

para la tercera igualdad se han hecho QOs permutaciones de
Yo y se ha tenido en cuenta que Jofo = 1.

Con lo anterior se demuestra que el desdoblamiento de los
elementos de la subdlgebra par del A.E.T., conduce a los
elementos del A.E.E., demostrando que el dlgebra de Pauli es
la subdlgebra par del dlgebra de Dirac.

5. Ecuaciones de Maxwell

En términos de 1los elementos del A.E.T. el campo
electromagnético queda descrito por un bivector F y la
densidad de corriente por el vector J, de manera que las
ecuaciones de Maxwell quedan reducidas a una Gnica ecuacién
bivectorial:

OF =J (18)

Expresando el producto geométrico F segin (7), e
igualando a ambos lados las partes vectoriales y escalares
se obtiene:

O-F =J OAF =0

Empleando una base tensorial para los vectores 0 ¥y J ¥y
para el bivector F se obtienen las ecuaciones de Maxwell en
forma tensorial [3].

El desdoblamiento del bivector campo electromagnético se
puede efectuar, escribiéndolo como la suma de un término que
anticonmuta con Jo y otro que conmuta con Jo. Para demos-
trarlo expresemos F en forma tensorial, como una combinacidn
lineal de los bivectores unitaerios de la base [1]:

F = Zue FP"he = 3 Fo"for + Secm F*"Jum (17)

La primera suma a la derecha de la dltima igualdad es un
vector relativo del A.E.E., ver (11), y el segundo términco

es un bivector relativo del A.E.E. ,ver (12). Como todo
bivector del A.E.E. se puede expresar como el producto del
seudoescalar unitario i y un vector del E.E., el bivector

campo electromagnético serd igual a:
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F= E + iB (18)
que es la conocida expresidén del campo electromanético en

términos de los vectores campo eléctrico E y campo magnético
B. De (17) se puede mostrar directamente que:

foFfo = -E + iB
por tanto:

E = 1/2(F -}JoF{o), iB = 1/2(F + JfoF{o)

El primer término anticonmuta con Jo y el segundo conmuta
con {o.

Efectuando el desdoblamiento de J:

o =3 lo + INfo = p-J

vector relativo densidad de corriente eléctrica. El
desdoblamiento de las ecuaciones de Maxwell se obtiene
premultiplicando por fo la ecuacidn (16):

oD F = fo O foboF = foJ
(3o + ¥)(E + iB) = (p - J)

donde p es el escalar densidad de carga eléctrica y J el

realizando los productos geométricos se obtiene:

%E + ideB + V'E + gAE + iV'B + iyAB =p - J

Igualando las partes r-vectoriales a ambos lados de la
anterior ecuacién, se encuentra:

parte escalar; VE=p

parte vectorial: %FE + i gyAB = - J
parte bivectorial: i%B + VAE =0
parte seudoescalar: iv-B =0

que constituyen las cuatro ecuaciones cldsicas de Maxwell
descritas en el E.E. relativo al sistema /fo.

Teniendo en cuenta que en el A.E.E. el producto del
seudoescalar unitario i con un bivector a b equivale al
producto vectorial de dichos vectores en el dlgebra usual:

axb =-iaAbdb

se consigue la completa equivalencia entre 1las anteriores
ecuaciones con las ecuaciones de Maxwell estandard.
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