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Introduccl6n.

En el presente articulo se presentan y discuten algunos resultados obtenidos al
hacer uso de la teo ria de perturbacionas de primer orden independiente del tiempo,
en un problema fisico sencillo.

Como punto de partida se toma la conocida caja de potencial infinita
unidimensional, y dentro de tal potencial se introducen perturbaciones tales que
permiten la raatizaclon de calculos sencillos. Las perturbaciones seleccionadas son
escalones de potencial, cuyas alturas, anchos y posiciones dentro de la caja se
modifican de manera arbitraria.

Los potenciales as! introducidos pueden ser empleados como modelos de
rnolecutas diatomicas homo 0 heteronucleares, con un electron ligado, con
posibilidades de suyo interesantes en un curso introductorio de Ftslca Cuantica.

Descripci6n del problema.

Como se rnenclono, el punta de partida esta representado por los estados
Iigados de una particula de masa "m" dentro de un pozo de potencial infinito
unidimensional de un ancho dado, a.

Tal potencial puede ser descrito par una Iuncion de energfa potencial V( ~ ),
dado par la sxpreslon:

{

+ 00

V(~)= 0
+ 00

~ < 0
o ~ ~ ~ a
~ > a

(1 )

Los estados estacionarios correspondientes se obtiene de la solucion de la
ecuaclon de Schrodinger:

AI utilizar unidades aternlcas (1) , esto es, tamar como unidad de longitud el radio de
Bohr, como unidad de energia el Rydberg, y como unidad de masa la masa del
electron, es tacil ver que la ecuaci6n (2) se transtorrna en :
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{(-11M )d2/dx2 + V ( X)} t (X) • E • (X) (3)

donde X esta en unidades at6micas de distancia, y M es mIme. con me la masa del
electr6n.

Si suponemos adicionalmente que el ancho del pozo es un radio de Bohr (a= aO
= 1) Y que m es me. los valores propios y funciones propias normalizadas de la
ecuaci6n (3) • vienen dados por los resultados familiares (2) :

En(O) = n2 TT2 • n = 1.2•....

t ( x )n(O) = ../2'sen ( n TT X ). n=1 ,2.... (4)

En la notaci6n de la ecuaci6n (4) se emplea el superindice (0) para caracterizar
los estados sin perturbar.

En la figura 1, se muestran las graficas de las primeras cuatro funciones de onda
propias de la ecuacton (3) adecuadamente normalizadas.

La psrturbaclcn que se introduce representa simples escalones de potencial
dentro del pozo, cuyas alturas y dimensiones se pueden modificar de manera
arbitraria. En general, L1 y L2 denotan los Iimites de la perturbaclcn, mientras que
Vp la altura arbitraria del escal6n dentro del pozo.

La figura 2 muestra una dlsposlcton general de la psrturbaclcn dentro del pozo,
asl como las variables pertinentes.

De acuerdo con la teo ria general de las perturbaciones independientes del
tiempo y para estados no degenerados, se tiene que la correcci6n de la energia en
primer orden viene dada por la expresi6n (3):

En(1)=En(0)+< tn(O)IHpl1jf n(O) > (5)

done Hp representa el operador de la perturbaclcn, y los otros tsrmtnos. las
energias y estados sin perturbar.

De la forma explicita de la perturbaci6n, el calculo de los elementos matriciales
de la anterior ecuaclon es inmediato. y la expresion final para la correcclon de fa
energia en primer orden resulta ser:

(6)

De donde se puede conchnr que la correccion en la energia no solo depende de Vp
sino de su ancho ( L2 • L1 ), asi como de la posicion relativa de la perturbaci6n

dentro del pozo.
Para la correcci6n en primer orden de la tuncion de onda en el estado
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fundamental, la teoria general proporclona la siguiente expresi6n:

CIl
1jr(1)1( X ) = Ijr(O)1(X) + I am11jr(O)m(X) I ( E(O)1 - E(O)m )

m=2

(7)

donde los coeficientes am1 provienen del calculo de los elementos matriciales:

(6)

En nuestro caso, estos elementos matriciales son tacilmente evaluables y su
resultado final es:

am1 =Vp{ senTTL2(m-1)-senTTL1(m-1) -sen1TL2(m+1 )-sen1TL1(rn-f )} (9)

(m-1) (m- t)

De esta manera, se puede encontrar la correcci6n en la funci6n de onda por
medio de la ecuaci6n (7). En tal expresi6n existe una sumatoria sobre todo el
conjunto de las funciones propias (infinito en principio). pero desde el punto de vista
de los calculos, la convergencia de la serie es relativamente rapida. En los
resultados presentados en el presente articulo, el empleo de 24 estados ( m=2 hasta
m=25) fue suficiente, ya que incrementos adicionales en m tan solo modificaban la
cuarta cifra decimal.

Es prudente aclarar en este momento, que los resultados obtenidos para la
correcci6n en la funci6n de onda, no resultan necesariamente normalizados, a
pesar de haber empleado las funciones de onda sin perturbar con la normalizaci6n
adecuada.

Resultados y discuslcn.

En primer lugar, se presentan los efeetos de la perturbaei6n sobre los valores de
la energfa. Se analizan los easos donde la perturbaei6n es slmetrica en su posicion
respeeto al pozo y de gran aleanee. Luego, mantaniendose la simetrfa de la
perturbacion respecto a las paredes del pozo, el alcance e5 mayor en un factor de
tres. Por ultimo la parturbacion deja de ser simstrica en cuanto a su posicion
respeeto al pozo. Adamas. en cada uno de los casos la "altura" de la perturbaci6n,
Vp- se haee variar en valores preeisos.

En la figura 3a se representan los efeetos, medidos en porcentaje, de la
correccion de la energfa en primer orden sobre los primeros valores de energias
propias, euando la perturbacion prineipiando en L1= 0.4 Y terminando en L2= 0.6
toma valores de 3, 6 Y 12 Rds., respeetivamente. Esta perturbacion es simetrica
respecto a su posicion dentro del pozo y de aleance 0.2 U.A.
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Observando sus efectos sobre la energia del estado fundamental, se aprecia la
proporcionalidad de la correcci6n con Vp, que lIega casi a un 50% cuando Vp=12 y
casi a un 25% con Vp=6. Para el segundo estado la correcci6n es pequeria, pero se
incrementa de manera apreciable para n=3, rnantenlendose la proporcionalidad con
Vp en todos los casos. Para nurneros cuanticos rnayorss que 5. el porcentaje en la
correcci6n es menor del 1% aun para la mayor perturbaci6n considerada.

Por que tal incremento para n=3 en el caso anterior? Para aclarar tal
comportamiento se decidi6 "angostar" drasticarnente la perturbaci6n, de tal suerte
que su inicio se diera en L1= 0.49 Y terminase en L2= 0.51, mientras que su "altura"
tomaba un valor Vp de 300 Rds. Los resultados de tales calculos se aprecian en la
figura 3b. En tal caso, es posible observar que correcciones apreciables en la
energfa se dan tan solo en los numeros cuanticos impares. (inclusive cuando n=9),
mientras que las correcciones para los nurneros cuanticos pares son despreciables
(menores que 0.1%).

La explicaci6n se encuentra en la figura 1. S61amente las funciones de onda sin
perturbar cuyos numsros cuanticos son impares, poseen valores distintos de cero
en la vecindad de X= 0.5, el centro del pozo. Todas las funciones de onda con
nurneros cuanticos pares sin perturbar son nulas en el centro del pozo, y por
consiguiente, las contribuciones alos elementos matriciales son definitivamente muy
pequenos.

Con el objeto de observar el efecto del alcancs del potencial perturbador, pero
aun rnantenlendolo sirnetrlco respecto al pozo, se procedi6 a calcular la correcci6n
en la energia cuando L1=0.2 Y L2= 0.8 para los valores de Vp de 3,6 y 12 Rds.

En la figura 4 se presentan tales resultados, (los efectos sobre la energfa). En
este caso, la correcci6n se "uniformiza", desaparenciendo la mayor contribuci6n en
los numaros impares, mantenlendose la proporcionalidad con Vp- y dada la
extensi6n de la perturbacion, se incrementa el porcentaje de la correcci6n en la
energfa.

Para el mismo rango de la perturbaci6n, (0.6 radios de Bohr), pero localizada en
forma astrnetrica. ya que L1 = 0 Y L= 0.6, los resultados de los calculos de la
correcci6n en la energfa se aprecian en la figura 5. Si se comparan con la figura
anterior, se observa la reducci6n en el porcentaje de correcci6n, cosa de esperarse
dado que todas las funciones de onda sin perturbar poseen valores pequenos en
las vecindades del origen.

A continuaci6n principiaremos a discutir los efectos de la perturbaci6n (en primer
orden), sobre la funci6n de onda del estado fundamental del problema que estamos
considerando.

Se analizara una perturbaci6n sirnetrica respecto a su posici6n dentro del pozo y
de un alcance de 0.2 U.A. de distancia. La figura 6 presenta tales resultados cuando
Vp se hace variar de 0 a 12 Rds, con valores intermedios de 3 y 6 Rds.

Dado a! caracter discontmuo del potencial que reprasenta la perturbaci6n, no
resulta sorprendente que las funciones de onda y mas aun su primera derivada
resulten discontmuas en los puntas dande inicia y finaliza la perturbaci6n, 10 cual sa
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aprecia en la figura mencionada. Cuando la "altura" de la perturbacion es de 3 Rds.,
la curvatura de la funci6n de onda sa mantiene, pero su valor en todo el espacio
donde la perturbaci6n existe resulta ser menor que la funci6n que representa el
estado base normalizado. Cuando a Vp se Ie asigna un valor- de 6 Rds., la curvatura
ha cambiado y conforme se penetra en la region de la barrera, la funci6n de onda
disminuye su valor, siendo minima en el centro.

Ya para el caso de Vp 12 Rds., el comportamiento descrito se hace mas drastico.
AI tenerse en cuenta la interpretaci6n probabilfstica de la funci6n de onda, los

resultados previamente descritos son tacilmente entendibles. Dado que el potencial
perturbador esta representando interacciones repulsivas, es de esperarse que la
probabilidad de encontrar la particula en tal region disminuya, y si el potencial es
"intenso", (Vp aumentando), con mayor raz6n tal probabilidad tsndra que disminuir.

Los efectos de un potencial perturbador situado sirnetricamente dentro del pozo
pero de un alcance mayor se representan en la figura 7. En tal caso, L1=0.2 ,
L2=0.8, de tal manera que ahora el rango de la interaccion se hace tres veces
mayor. Aqui, ninguna funci6n de onda perturbada cambia de concavidad, pero sf
disminuyen su valor respecto al estado fundamental, y se "aplastan" conforme Vp se
incrementa. Para este caso hay que tener en cuenta que el 60% del pozo esta
siendo ocupado por la perturbaci6n.

Para finalizar, es posible mencionar algunas de las perspectivas del presente
trabajo. Primero, explorar los cambios en la energia cuando la perturbacion
introducida dentro del pozo sea atractiva. Segundo, contemplar perturbaciones de
corto alcance dentro del pozo pero situ ados de manera asimetrica dentro de eI. Por
ultimo, analizar los resultados para algunos de los estados excitados de ese sistema
tisico.

(*) Profesor del Departamento de Hsica de la Universidad Nacional de Colombia.
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