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I. Introduccidn

Aunque Electricidad y Magnetismo en su conjunto es una
disciplina mds gque centenaria capaz de dar cuenta de la mayor
parte de los fendmenos O6pticos que ocurren en la naturaleza, 1la
determinacidén de los campos mismos en los medios inhomogéneos no
ha recibido todavia una solucidén satisfactoria.

En este trabajo se pretende ilustrar cémo un problema
aparentemente resuelto, como lo es el de realizar el simple
promedio (sin fluctuaciones) para determinar el campo que
experimenta una particula pequefia comparada con la 1longitud de
onda del campo, dista mucho de haber sido plenamente dilucidado.
Este problema cobra interés cuando se piensa en particulas
inmersas dentro de un medio que por lo demds puede considerarse
homogéneo. MAas especificamente estamos interesados en medios
compuestos con estructura de granos separados ~ en el régimen de
fraccidén de llenado pequefia (cf. mas adelante).

El céalculo del campo efectivo en la determinacién de 1la
respuesta dieléctrica de un medio inhomogéneo se remonta a 1la
primera mitad del siglo XIX, y estd estrechamente 1ligado al
desarrollo del concepto de Campo Molecular. Los textos presentan
usualmente la deduccidn de la denominada ecuacion de
Clausius-Mossotti (ECM) para moléculas o particulas polarizables
isotrépicas idénticas, supuestamente esféricas, diluidas en un
continuum. En realidad, al lado de los nombres de Clausius y de
Mossotti, hay que destacar la contribucion de otros mas en la
deduccidén de la célebre ecuacidén. En particular Lorenz y Lorentz,
entre otros, hicieron wuna valiosisima contribucién a este
desarrollo. Ya mucho antes Faraday estuvo atacando esencialmente
el mismo problema al proponer comc modelo de material dieléctrico
un material aislante que rodeaba totalmente gldobulos metdlicos
incrustados en ese medio.

Sin pretender ser exhaustivos, una breve resefia histoérica
servira para hacer Jjusticia a 1los protagonistas principales
de este desarrollo. Mayores detalles pueden encontrarse en las
referencias 1 a 6. Mossotti parece haber sido el primero en
introducir el concepto de una cavidad artificiosa para calcular el
campo efectivo de un dieléctrico. El anélis}%ade Mossotti estéa
basado en un trabajo relacionado de Poisson, ’ desarrolladc por
este para el caso de medios magnéticos. Un paso significativo
posterior es indudablemente el de Lorenz. Su idea fundamental
parte de asignar un indice de refraccién al interior de cada
molécula, cantidad que difiere de la del medio circundante. El
conjunto esta caracterizado por una funciodn dieléctrica
macroscédpica que denotaremos por €,

Clausius deduce el valor efectivo de la funcidén (o respuesta,
equivocadamente denominada constante) dieléctrica mediante un
procedimiento que, a diferencia del de Mossotti, resulta acequible
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para un lector actual. Al igual que Faraday, Clausius asume gque
las moléculas son esferas conductoras. Luego toma cada molécula
como si estuviera colocada en el centro de una esfera separada
artificiosamente del medio circundante. Clausius encuentra
que, si 1las esferitas son perfectamente Conductoras, €, estéa

relacionada con la fraccién volumétrica de llenado f del conductor

por medio de la relacién
= 4+ 2f

X 1-f ¢

Si N es el nGmero de particulas inmersgs por unidad de volumen y a

el radio de cada una de ellas, f= 4nNa /3.

> (1)

En su tratado de Electricidad y Magnetismo, Maxwell® deduce 1la
misma relacidén a la manera de los autores anteriores. Como &l esté
interesado en la resistencia del medio inhohogéneo, expresa su
resultado en términos de la resistencia de las esferas conductoras
Yy la resistencia del medio cinrcundante. Maxwell reconocid
explicitamente que su deduccidén estad limitada a valores pequefios
de las fracciones de 1llenado de las inclusiones. A lo largo de
este trabajo mantendremos la misma suposicién.

En los textos la presentacién usual del campo efectivo sigue
los delineamientos de la argumentacién de Lorentz.  Este invoca la
ya célebre esfera mayor extraida del dieléctrico y centrada en la
molécula bajo consideracién para calcular el campo promedio
macroscépico y el campo local. La esfera mayor separa las
moléculas lejanas al punto de poder tratar lo que estéd fuera de
ella como un continuum (Fig.la). Por el contrario, las moléculas
del interior deben tenerse en cuenta explicitamente (Fig.1b). De
su argumentacidén resulta que el campo macroscdpico difiere del
campo en el exterior en el término -4nP/3, siendo P 1la
polarizacién macroscépica. El1 campo local, entendido como el campo
que experimenta una molécula o particula en el centro de 1la
esfera, va a ser el campo exterior mds el campo producido por
todas las moléculas polarizadas en el interior de la esfera. Para
todo tipo de simetria cGbica este campo dipolar vale cero, de tal
suerte que finalmente resulta

= + o

Elocal E 4P /3 (2)
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Figura 1. El campo que experimenta una part ifcula en el punto P es 12
suma del campo de todas las fuentes exteriores a la cavidad (1a) mas

el campo de todas las purt.iculal en el interior de la cavidad (1b).
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El dltimo término en 1la Ec.(2) se suele denominar Campo de
Lorentz. La relacidén de Clausius y Mossotti se suele expresar en
términos de 1la susceptibilidad dieléctrica x. A ella se 1llega
facilmente a partir de la expresidén anterior. Los trabajos de
Lorenz y de Lorentz establecen una relacién entre el indice de
refraccién y 1la fraccién de 1llenado de 1las inclusiones; por
razones practicas y para adecuar su resultado a nuestra
nomenclatura, utilizamos € = n°, siendo n el indice de refraccidn
de las inclusiones. Supondremos ademas gque el medio circundante

tiene una funcién dieléctrica €. €, es el promedio del cuadrado

del 1indice de refraccién del conjunto. Una falla en la
generalizacién del modelo de Lorentz, la cual no parece haber
llamado la atencidén a lo largo de un siglo, es la suposicidn
implicita de que las moléculas que actian sobre la molécula en
cuestidén son dipolos puntuales. Aunque del argumento general esto
es obvio, no resulta tan explicita dicha suposicién a la hora de
evaluar el efecto de la distribucién superficial de carga de la
esfera, la cual es precisamente la de dipolos puntuales en una
superficie que se vuelve singular.

La argumentacidén anterior u otra equivalente da lugar a lo que
se denomina Aproximacién de Campo Medio (ACM). Es de anotar que el
procedimiento de Lorentz vale exactamente para una coleccién de
moléculas perfectamente esféricas e isotrdpicas. Por el contrario,
queda llena de incertidumbre la utilizacién de su argumentoc cuando
se piensa que las moléculas son alargadas o simplemente si no son
isotropicas.

Se suele asociar la ecuacidn obtenida por James Clerk Maxwell
10 . 2 . . .
Garnett para la respuesta dieléctrica efectiva de un medio
compuesto con la primera teoria de medio efectivo. Garnett deduce
una vez mas la relacidén de Clausius-Mossotti-Maxwell-Lorenz-Lorentz
basdndose en las ecuaciones de Maxwell para la propagacién de
ondas, superando asi la aproximacidén de comportamiento estatico
hasta entonces utilizada. Su mayor aporte radica en la aplicacidn
de dicha relacidén, 1la cual por simplicidad y por costumbre
seguiremos denominando ecuacidén de Clausius-Mossotti (ECM), para
determinar las propiedades ©o6pticas de vidrios gque contienen
particulas metdlicas, de peliculas metdlicas delgadas y de soles.
Siguiendo el procedimiento de Garnett, es mé&s conveniente expresar

€, en términos de la polarizabilidad de las particulas

suspendidas. Para esferas isotropicas de radio a y constante
dieléctrica £ en un medio caracterizado por €, esta es: a =
3 ; g ST A : i
a (c-ch)/(c+2ch). Si ademas definimos la polarizabilidad
. A 3 .
renormalizada a=a/a , la ECM se convierte en
CH-Ch A
—_— = . 3
€ .1 2€ 5 (3)
M h
Para buscar una generalizacidén al procedimiento de Lorentz o,
lo que es igual, a la aproximacidén de campo medio aplicada a
medios compuestos granulados, vamos a utilizar en este trabajo 1lo
gue denominaremos Cavidad de Lorentz, CL. La dificultad radica en
encontrar la cavidad adecuada a particulas no esféricas. Podria
escogerse una CL esférica? Si las particulas son elipsocidales, no
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seria mds adecuado utilizar una cavidad elipsoidal? Y en tal caso,
la excentricidad de la cavidad ha de ser la misma que la de las
particulas o prima la sugerencia matemdtica de que sea una cavidad
confocal? Si asi fuera, veremos que hay una infinidad de cavidades
posibles. Cudl ser& la mejor? O habrid solamente una CL adecuada?

El interés por el fendémeno de birrefringencia llevé al estudio
de situaciones en las que particulas elipsoidales estaban inmersas
en un campo eléctrico. El problema estdtico de elipsoides inmersos
en campos homogéneos fue tratado por Maxwell mismo en su célebre
obra. La discusién de 1la solucién exﬂgta del problema se
encuentra en numerosos libros de texto.'® La relacién de este
problema con el del 1indice de refraccién de materiales
anisotrépicos parece haber sido consideradasen primer lugar per
Wiener en un trabajo q; dificil consecqﬁéén |Fitado por Fricke ',
por Bragg y Pippard y otros més.’ Las' contribuciones de
aquellos parecen haberse echado al olvido a la hora de evaluar el
efecto de cavidades e inclusiones no esférica§%§? peliculas de
plata y otros metales en experimentos recientes.

En recientes trabajosw"25 se ha desarrollado un modelo
relativamente simple para 1la polarizabilidad dieléctrica de
particulas diluidas y 1la respuesta dieléctrica de un medio
compuesto. De esos trabajos y otros m&s se concluye que es
necesario ir mads alla de la ACM para poder tener en cuenta el
efecto del desorden o, todavia mejor, que es necesario incluir el
efecto de las fluctuaciones del campo para entender los resultados
experimentales. Sorprende al autor de esta nota el hecho de que ni
siquiera 1la generalizacién de 1la ACM para elipsoides se ha
elaborado consistentemente. La siguiente seccién ataca ese
problema.

II. Generalizacién de la Aproximacidén de Campo Medio

Consideremos un sistema de ¥ particulas idénticas, no
necesariamente esféricas pero con idéntica orientacién, hechas de
un material isotrdpico caracterizado por una funcién dieléctrica
€. Asumamos que AN>>1, que las particulas tienen polarizabilidad
con componentes o’ a lo largo de los ejes principales, los cuales
pueden claramente distinguirse puesto que las particulas estén
perfectamente alineadas a lo largo de una direccién preferencial,
no necesariamente coincidente con la direccién del campo eléctrico
externo. Los centros de 1las particulas ocupan, por 1lo denés,
posiciones totalmente aleatorias R1 dentro de un -medio homogéneo

caracterizado por una funcién dieléctrica €, . Asumamos, ademéas,

que el sistema global estd siendo excitado por un campo eléctrico
externo E_ cuya variacidén espacial estad contenida integramente en

el vector de onda q. La magnitud de éste satisface la condicién de
no retardamiento, a saber, q << 1/r> (r> A son,

respectivamente, las dimensiones mayor y menor de las particulas).
El campo varia temporalmente en una forma que, por simplicidad,
asumimos monocromdtica a frecuencia w. Si orientamos nuestro
sistema de coordenadas a lo largo de los ejes principales del
tensor de polarizabilidad, el momento dipolar inducido sobre 1la
i-ésima particula satisface la siguiente ecuacién:
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Pf=a7(E+zs p) (4)

i, 6
Aqui 1los subgndlces ¥, & = x, y, 2 indican componentes
cartesianas, E_ es el campo eléctrico en R en ausencia de las
76

inclusiones y S| es el tensor de 1nteracc16n gue relaciona el

campo electrlco en Ri producido por una particula polarizada
ubicada en RJ con el momento dipolar P, Este campo eléctrico

inducido es dipolar solamente a grandes distancias. Las
expresiones explicitas para s?f dependen de la forma de las
particulas. Si fueran esferas isotrdépicas, la expresidén exacta
para el campo se obtendria a partir del tensor de interaccidn
dipolo-dipolo

S i )
€] =(1-8, )8al(1/R 5) - (5)

En general también 1las componentes principales del tensor de
polarizabilidad de cada una de las inclusiones depende de la forma
de estas, y estan relacionadas con los denominados factores de
depolarizacién L7. Si las particulas son elipsoides con semiejes

a, by c, la polarizahilidad renormalizada de las particulas a 1lo
largo de cada uno de estos semiejes esta dada por

" 3 T
B 0} AT TS W Y (6)
7 "h

Si los elipsoides tienen un eje de simetria (son elipsoides de
revolucidén prolatos u oblatos), es decir, si b = c y a > b
(prolato) o a < b (oblato), los factores de depolarizacidén a 1o
largo del eje de simetria (eje z en nuestra nomenclatura) estan
dados por

[(1-e2)/e?]{1n[ (1+e)/(1-e)]/2e-1} (P) VIR

L2={{1 - arctg(a)rd}/e 2 (0) (7b) -
y LX=Ly=(1-LZ)/2, donde e = (1 - r /rz)l/2 es la ecieizricidad,
¥y (r<) es el semieje mayor (menor) y d(e) = e/(l-e”) " '". En el

caso mas general de elipsoides con semiejes a, b y c¢ diferentes, el
valor del factor de depolarizacién a lo largo de un eje principal
¥ esta dado por

o

y. i ds
7 (s+a;) [ (s+a°) (s+b°) (s+c?)1'?

se satisface siempre la siguiente regla de suma: Zstl (a?=a, etc)

; (8)

En la aproximacidén de no retardamiento los modos transversal y
longitudinal estan desacoplados. AGn mas, las funciones respuesta
macroscédpicas longitudinal y transversal coinciden. De tal suerte
gue, por simplicidad, asumiremos que el sistema ha sido ‘excitado
con un campo externo 1longitudinal. Para ser mas explicitos,
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escribamos

E™ - E¥ ael(q'r - wt) (9)
donde & = gq/q. Usando la bien conocida relacién entre el campo
externo y el campo en el medio sin inclusiones E‘: = E:x/ch, a
cambio de la Ec.(4) podemos escribir:

T _ exA + 78,8

P‘ a7(E q7 /ch jESSUPJ). (10)
Para simplificar factores exponenciales innecesarios se ha definido

p? = p're"’q'R 878 . VSRR (11)

1) 1)

En la ACM se asume que todas las particulas adquieren el mismo
valor de momento de dipolo promedio <p>; es detir, no se tienen en
cuenta las fluctuaciones de los momentos de dipolo alrededor de su
media (fluctuaciones dipolares). Esto 1lleva a que el valor
promedio del momento de dipolo vaya en la direccién del campo
medio. En consecuencia, también los promedios de las componentes
no diagonales del tensor SU se anulan, y el momento de dipolo

promedio satisface en la ACM la relacién
v exA 77 (4
= + < <P>
<P> a1(E q 7/z: 4 %S” ><P>7) (12)

la cual da de inmediato el valor de <P>’. Combinando las
ecuaciones anteriores se obtiene facilmente una expresidén para las
componentes principales del tensor dieléctrico efectivo. Si se
define f=/Nv, siendo v el volumen geométrico de 1las particulas,
aquella puede escribirse en la siguiente forma:
e?! - ¢
h

M
A

= 3fq . (13)

(1+87)e -s7¢

A M A h

La expresién anterior corresponde a la generalizac}?n de la ACM
para particulas no esféricas. En ella 4mns = &ig.<§sij>, con

¥V _ pam =L Y -ig*R _(2 3 '
SA -&ggﬂ.‘m Js’“(R)e p " (R)A'R, (14)

siendo p(a(R) la funcién de correlacién de una pareja de
particulas. Cuando las inclusiones son esfé{icas, el campo
eléctrico inducido es estrictamente dipolar y S, es independiene
(2)

de p (R). En tal caso €, depende solamente de 1la fraccién
volumétrica de llenado, como se podria demostrar por integracidn
directa en Ec.(14). De ahi 1la validez general de la ECM para

particulas esféricas. Este no es el caso para particu%%§ no
esféricas, y en consecuencia el valor de SA depende de p (R).

Veamos algunos ejemplos en el caso particular de esferoides
prolatos para las cavidades que se ilustran en la Figura 2.

i, Cavidad Esférica. Si se toma como funcidén de correlacién la que
resulta del modelo de esfera impenetrable (Fig.2a), la cual esta
dada por (esfera mayor para particula prolata)
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Figura 2 Distintos tipos posibles de Cavidad de Lorentz para una
particula elipsoidal. a) Cavidad Esférica (convencional); b)
Cavidad elipsoidal con la misma excentricidad de la part icula
(compatible con el modelo de particula impenetrable); c) Cavidad
elipsoidal confocal con la part icula (distintas excentricidades).
(2) ol
Py (R,u) = ©(R-2a) (15a)

(@ es la funcidén escalonada) se encuentra lalgxpresién propuesta
por Galeener ~ y utilizada por Grangvist et al.”, a saber

€ LR >
M h

7~ s
M h

ii. Cavidad de Elipsoide Prolato Excluido (particula impenetrable).
En tal caso (Fig.2b) la funcidén de correlacidén estéd dada por
(2) ;
P (R,u) = O(R-2r_(M)), (15b)

con u = cos6 en coordenadas esféricas (eje z en la direccidén del
eje de simetria) vy ro(u)=b/(1-e2u2)“2. La integracidén directa

en Ec. (14) conduce a

siendo L7 los factores de polarizacién dados en Ec.(7b) y la regla
de suma ZL7 =1. Al reemplazar en Ec.(13) se obtiene exactamente el

res%ltado obtenido por Bragg et a1.'® y redescubierto por Cohen et
al.

-~ (16Db)
L78H+(1—L7)eh

iii. Esferoide Prolato Confocal. Nuestro resultado ahora coincide
con el ut%;izado por Niklasson et al. originalmente propuesto
por Fricke ' y luego por Bilboul para elipsoides recubiertos

(4

> i,
M h

- 16c
Lee¥4+(1-L%)e e
Y M v h

siendo L; el factor de depolarizacién de una cavidad confocal.

Evidentemente ahora hay toda una familia de cavidades posibles
(todos 1los esferoides prolatos confocales). En 1la figura 2c
ilustramos dos de las cavidades pcsibles.
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II11. Resultados y Conclusiones

Las figuras 3 y 4 comparan los resultados que se obtienen
aplicando los procedimientos de Galeener (A), Cohen et al. (B) y
Bilboul (C) (ecuaciones 16) al calculo de la parte imaginaria
(absorcidén) de la respuesta dieléctrica macroscépica de particulas
metdlicas oblatas inmersas en gelatina (ch=2.37).

Para C se ha tomado 1la superf%g%%! confocal con el doble de
parametro de excentricidad n=(1-e“) "“/e del obloide fisico. Esta
superficie encierra totalmente el esferoide de exclusidén que
resulta del modelo de ggrticula impenetrable y, al igual que B, da
los limites de Wiener de esfera (e=0) y disco (e=1). No ocurre
lo mismo con esferoides prolatos con e=1. Como se puede demostrar
analiticamente, los tres modelos dan los mismos resultados a e=0 y
difieren muy poco a excentricidades y fracciones de 1llenado muy
pequeiias.

En los cdlculos se han utilizado fracciones de llenado moderadas y
excentricidades relativamente grandes. Para la respuesta
dieléctrica del metal hemos escogido 1la clasica expresién de
Drude con ugt=92. En Fig.3 e=0.9, f=0.3 y la diferencia entre 1los

tres calculos es apreciable. Como es facil de comprobar
analiticamente, se observa que C y B dan resultados muy similares
mientras que A se aleja sustancialmente de aquellos.

En la figura 4, y para una excentricidad menor (e=0.7), se
incluyen también 1los resultados de utilizar un calculo mas
sofisticado. Este Gltimo emplea el campo exacto de los esferoides
Yy un modelo gque va mas alla g$241a ACM: la teoria de
polarizabilidad renormalizada (RPT)." La comparacién ahora se
hace a una fraccién de 1llenado ligeramente menor (f=0.2). Aunque
los resultados en los tres modelos ACM se asemejan (los elipsoides
son ahora esferas ligeramente deformadas), difieren
considerablemente en ambos modos (x y 2zZ) del resultado RPT con
campo exacto. Como se demuestra en trabajos previos o proéximos a
publicarse, 1la RPT da resultados que se acercan mas a las
mediciones experimentales y reproduce los limites correctos de
Wiener para discos y agujas. Un procedimiento para incluir efectos
adicionales, e.g., efectos multipolares y'zge correlaciOn entre
tres particulas, se presentara prdéximamente.

En sintesis, aunque la ACM no es suficiente, una CL que simule la
forma de la particula es preferible a la CL esférica propuesta por
Lorentz. La escogencia, sin embargo, no es unica. En Ref.23 se
demuestra que en el modelo de particula impenetrable los efectos
multipolares no contribuyen al campo local en la ACM, por lo que
dentro de esta aproximacién es suficiente el campo dipolar.

RECONOCIMIENTOS

El autor agradece a la Fundacién para la Promocién de 1la
Investigacién y 1la Tecnologia del Banco de 1la Replblica 1la
financiacién del Proyecto de Investigacién que hizo posible 1la
realizacién de este trabajqﬂ:kas discusiones sostenidas con 1los
coautores de otros trabajos ' fueron altamente fructiferas.

72



100 LK
80 ni £
60

4o

Im(€,,)

20f

- -
e i) e e LTI,

~
-
~

/5

o B Y %p
01 0.2 03 04 05 06

Figura 3. Resultado de utilizar distintos tipos de cavidades para

el célculo de la parte imaginaria de la respuesta dieléctrica

macroscépica de elipsoides metdlicos oblatos inmersos en gelatina.

A: Eg.16a; B: Eg.16b; C: Eq.16c. El modo a lo largo del eje Z (eje

de simetria) se localiza a la izquierda de la figura. El del plano
de simetria, a la derecha. Parémetros: f = 0.3, e = 0.9.
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Figura 4. Parte imaginaria de g, con f = 0.2 y e = 0.7. a) Modo

a lo largo de Z; b) Modo en el plano XY. A los modelos anteriores
se ha agregado el que resulta de un ca%gulo mas exacto gue tiene
en cuenta las fluctuaciones dipolares (grafica D). Aunque los
resultados de aplicar la teoria de polarizabilidad renormalizada y
el campo exacto de los elipsoides es igual al de A y B cuando e -
1 (cotas de Wiener) difiere considerablemente de todos los modelos
que utilizan ACM para excentricidades tales que 0=e<l. Los modelos
aqui utilizados valen para fracciones de llenado pequefas (£<0.3).
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