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I. Introducci6n
Aunque Electricidad y Magnetismo en su conjunto es una

disciplina mas que centenaria capaz de dar cuenta de la mayor
parte de los fen6menos 6pticos que ocurren en la naturaleza, la
determinaci6n de los campos mismos en los medios inhomogeneos no
ha recibido todavia una soluci6n satisfactoria.

En este trabajo se pretende ilustrar c6mo un problema
aparentemente resuelto, como 10 es el de realizar el simple
promedio (sin fluctuaciones) para determinar el campo que
experimenta una particula pequena comparada con la longitud de
onda del campo, dista mucho de haber sido plenamente dilucidado.
Este problema cobra interes cuando se piensa en particulas
inmersas dentro de un medio que por 10 demas puede considerarse
homogeneo. Mas especificamente estamos interesados en medios
compuestos con estructura de granos separados 1-5 en el regimen de
fracci6n de llenado pequena (cf. mas adelante).

El caLcu Lo del campo efectivo en la determinaci6n de la
respuesta dieLec t rLca de un medio Lnhomoqerieo se remonta a la
primera mitad del siglo XIX, y esta estrechamente ligado al

6desarrollo del concepto de Campo Molecular. Los textos presentan
usualmente la deducci6n de la denominada ecuaci6n de
Clausius-Hossotti (ECM) para moLecuLa s 0 particulas polarizables
isotr6picas identicas, supuestamente esfericas, diluidas en un
continuum. En realidad, al lade de los nombres de Clausius y de
Mossotti, hay que destacar la contribuci6n de otros mas en la
deducci6n de la celebre ecuaci6n. En particular Lorenz y Lorentz,
entre otros, hicieron una valiosisima contribuci6n a este
desarrollo. Ya mucho antes Faraday estuvo atacando esencialmente
el mismo problema al proponer cornemodelo de material dielectrico
un material aislante que rodeaba totalmente g16bulos metaLi cos
incrustados en ese medio.7

sin pretender ser eXhaustivos, una breve resena hist6rica
servira para hacer justicia a los protagonistas principales
de este desarrollo. Mayores detalles pueden encontrarse en las
referencias 1 a 6. Mossotti parece haber sido el primer~ en
introducir el concepto de una cavidad artificiosa para calcular el
campo efectivo de un di eLec t.r ico . El analisis de Mossotti esta
basado en un trabajo relacionado de poisson,4,8adesarrollado por
este para el caso de medios maqnet icos . Un paso signif icativo
posterior es indudablemente el de Lorenz. Su idea fundamental
parte de asignar un indice de refracci6n al interior de cada
moleouLa , cantidad que difiere de la del medio circundante. El
conjunto esta caracterizado por una funci6n dielectrica
macrosc6pica que denotaremos por c .

H

Clausius deduce el valor efectivo de la funci6n (0 respuesta,
equivocadamente denominada constante) dielectrica mediante un
procedimiento que, a diferencia del de Mossotti, resulta acequible
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para un lector actual. Al iqual que Faraday, Clausius asume que
las mol6culas son esferas conductoras. Luego toma cada mol~cula
como ai estuviera colocada en el centro de una esfera separada
artificiosamente del medio circundante. Clausius encuentra
que, ai las esfetitas son perfectamente conductoras, C estA

K

relacionada con la fracci6n vOlumetrica de llenado f del conductor
por medio de la relaci6n

= ~-lleM I-f (1)

si N es el numero de partlculas inmers~s por unidad de volumen y a
el radio de cada una de elIas, f= 4rrNa/3.

En su tratado de Electricidad y Magnetismo, MaxwellBb deduce la
misma relaci6n a la manera de los autores anteriores. Como ~l estA
interesado en la resistencia del medio inholnog~neo, expresa su
resultado en t~rminos de la resistencia de las esferas conductoras
y la resistencia del medio cinrcundante. Maxwell reconoci6
expllcitamente que su deducci6n estA limitada a valores pequenos
de las fracciones de llenado de las inclusiones. A 10 largo de
estetrabajo mantendremos la misma suposici6n.

En los textos la presentaci6n usual del campo efectivo sigue
los delineamientos de la argumentacion de Lorentz.9 Este invoca la
ya c~lebre esfera mayor extraida. del dielectrico y centrada en la
mol~cula bajo consideracion para ca1cular e1 campo promedio
macrosc6pico y el campo local. La esfera mayor separa las
mol~culas lejanas al punto de poder tratar 10 que estA fuera de
ella como un continuum (Fig.la). Por el contrario, las mol~culas
del interior deben tenerse en cuenta expllcitamente (Fig.lb). De
su argumentaci6n resulta que el campo macroscopico difiere del
campo en el exterior en el termino -4rrP/3, siendo P la
polarizaci6n macrosc6pica. El campo local, entendido como el campo
que experimenta una mo16cula 0 partlcula en el centro de la
esfera, va a ser el campo exterior mAs el campo producido por
todas las mol~culas polarizadas en el interior de la esfera. Para
todo tipo de simetrla cubica este campo dipolar vale cero, de tal
suerte que finalmente resulta

Eloeal = E + 4rrP/3. (2)

a) b) ::~~."~:,'::,~.::':'': ::~>,~~:~~17.'."~" '," ."'
, __ " • t

" -/ \'" -:, "/ ,\
.1 I \ ,',

I I ".
'; -.\ I .:
• ' , I •

,,',' , I ••/ .'. ,
"; \ ""', .. "..' .", : ',;'.:...... --:: .... _- --.. ~'.'. '.-: -.'.: '.' .' .'._' ...•:.::....._ ........

,-0-<50',
,/0 0 000'
'OOOOOOd
'000 • 0 0 o~
I
,000 00001
"00000/

' -; Q_Q,9·/
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El uItimo terminG en la Ec. (2) se suele denominar Campo de
Lorentz. La relaci6n de Clausius y Mossotti se suele expresar en
terminos de la susceptibilidad dielec'trica ;t. A ella se llega
facilmente a partir de la expresi6n anterior. Los trabajos de
Lorenz y de Lorentz establecen una relaci6n entre el indice de
refracci6n y la fracci6n de llenado de las inclusiones; por
razones pract.icas y para adecuar su resultado a nuestra
nomenclatura, utilizamos c = n2

, siendo n el indice de refracci6n
de las inclusiones. Supondremos ademas que el medio circundante
tiene una funci6n dielectrica c . c es el promedio del cuadrado

h H

del indice de refracci6n del conjunto. Una falla en la
generalizaci6n del modelo de Lorentz, la cual no parece haber
llamado la atenci6n a 10 largo de un siglo, es la suposici6n
implicita de que las moLecu La s que act.uan sobre la mo LecuLa en
cuesti6n son dipolos puntuales. Aunque del argumento general esto
es obvio, no resulta tan explicita dicha suposici6n a la hora de
evaluar el efecto de la distribuci6n superficial de carga de la
esfera, la cual es precisamente la de dipolos puntuales en una
superficie que se vuelve singular.

La argumentaci6n anterior u otra equivalente da lugar a 10 que
se denomina Aproximaci6n de Campo Media (ACM). Es de anotar que el
procedimiento de Lorentz vale exactamente para una colecci6n de
moleculas perfectamente esfericas e isotr6picas. Por el contrario,
queda llena de incertidumbre la utilizaci6n de su argumento cuando
se piensa que las rnoleculas son alargadas 0 simplemente si no son
isotr6picas.

Se suele asociar la ecuaClon obtenida por James Clerk Maxwell
Garnett10 para la respuesta dielectrica efectiva de un medio
compuesto con la primera tearia de media efectivo. Garnett deduce
una vez mas la relaci6n de Clausius-Mossotti-Maxwell-Lorenz-Lorentz
basaridose en las ecuaciones de Maxwell para La propagaci6n de
ondas, superando asi la aproximaci6n de comportamiento est at Lco
hasta entonces utilizada. Su mayor aporte radica en la aplicaci6n
de dicha relaci6n, la cual por simplicidad y por costumbre
seguiremos denominando ecuaci6n de Clausius-Mossotti (ECM), para
determinar las propiedades 6pticas de vidrios que contienen
particulas metalicas, de peliculas metalicas delgadas y de soles.
Siguiendo el procedimiento de Garnett, es mas conveniente expresar
c en terminos de la polarizabili ad de las particulas

H

suspendidas. Para esferas isotr6picas de radio a y constante
dieLectrica c en un medio caracterizado por c, esta es: a

h

a3(c-c )/ (C+2E ). si adcmas definimos la polarizabilidad
h h

renormalizada ~=a/a3, la ECM se convierte en
c - c
M h

E + 2EH h
= f~. (3 )

Para buscar una generalizaci6n al procedimiento de Lorentz 0,

10 que es igual, a 1a aproximaci6n de campo medio aplicada a
medios compuestos granu1ados, vamos a utilizar en este trabajo 10
que denominaremos Cavidad de Lorentz, CL. La dificultad radica en
encontrar la cavidad adecuada a particulas no estericas . Podria
escogerse una CL esferica? si las particulas son elipsoidales, no
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seria mAs adecuado utilizar una cavidad elipsoidal? Y en tal caso,
la etcentricidad de la cavidad ha de ser la misma que la de las
partlculas 0 prima la sugerencia matemAtica de que sea una cavidad
confocal? si asi fuera, veremos que hay una infinidad de cavidades
posibles. cual sera' la mejor? 0 habrA solamente una CL adecuada?

El interes por el fenomeno de birrefringencia Ilev6 al estudio
de situaciones en las que partlculas elipsoidales estaban inmersas
en un campo electrico. El problema estAtico de elipsoides inmersos
en campos homogeneos fue tratado por Maxwell mismo en su celebre
obra.11 La discusion de la solucion ex~cta del problema se
encuentra en numerosos libros de texto.12

-
1 La relaci6n de este

problema con el del Indice de refracci6n de materiales
anisotropicos parece haber sido considerada en primer lugar P.9r
Wiener en un trabajo de dificil consec~si6nl6 citado por Fricke1

,
por Bragg y Pippard18 y otros mAs. ,5 Las" contribuciones de
aquellos parecen haberse echado al olvido a la hora de evaluar el
efecto de cavidades e inclusiones no esfericas en pellculas de
1 t t t 1 . . 19-Z2P a a y 0 ros me a es en exper1mentos reC1entes.

. t t b' 23-25En reci.enes ra aj os se ha desarrollado un modelo
relativamente simple para la polarizabilidad dielectrica de
particulas diluidas y la respuesta dielectrica de un medio
compuesto. De esos trabajos y otros mAs se concluye que es
necesario ir mas alIa de la ACM para poder tener en cuenta el
efecto del desorden 0, todavia mejor, que es necesario incluir el
efecto de las fluctuaciones del campo para entender los resultados
experimentales. Sorprende al autor de esta nota el hecho de que ni
siquiera la generalizacion de la ACM para elipsoides se ha
elaborado consistentemente. La siguiente seccion ataca ese
problema.
II. Generalizacion de la Aproximaci6n de Campo Media

Consideremos un sistema de H partlculas identicas, no
necesariamente esfericas perc con identica orientaci6n, hechas de
un material isotropico caracterizado por una funci6n dielectrica
c. Asumamos que N»l, que las particulas tienen polarizabilidad
con componentes a' a 10 largo de los ejes principales, los cuales
pueden claramente distinguirse puesto que las partlculas estAn
perfectamente alineadas a 10 largo de una direcci6n preferencial,
no necesariamente coincidente con la direcci6n del campo electrico
externo. Los centros de las particulas ocupan, por 10 dem6s,
posiciones totalmente aleatorias R dentro de un 'medio homogeneo

1

caracterizado por una f uncLon dielectrica c
h
' Asumamos, ademAs,

que el sistema global esta siendo excitado por un campo electrico
externo E cuya variac ion espacial esta contenida Integramente en

ex

el vector de onda q. La magnitud de este satisface la condici6n de
no retardamiento, a saber, q < < 1/r (r y r son,

> > <
respectivamente, las dimensiones mayor y menor de las partlculas).
El campo varia temporalmente en una forma que, por simplicidad,
asumimos monocromatica a frecuencia w. si orientamos nuestro
sistema de coordenadas a 10 largo de los ejes principales del
tensor de polarizabilidad, el momento dipolar inducido sabre la
i-esima particula satisface la siguiente ecuaci6n:
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p1 = a (Eo+ E S10pO).
i 1 1 j,o Ij j

Aqui los subindices
cartesianas, EO es el

1 °inclusiones y S~j

campo electrico en R
i

ubicada en R con el
j

(4 )

es

1, ° x, y, z indican componentes
campo e Le c'tr Lco en R en ausencia de las

i

el tensor de interacci6n que relaciona el
producido por una particula polarizada

momento dipolar P., Este campo e Le ct.ri co
J

a grandes distancias.
dependen de la forma de las

Lasinducido es dipolar solamente
expresiones explicitas para s10

1 j

particulas. si fueran esferas isotr6picas, la expr es i on exacta
para el campo se obtendria a partir del tensor de interacci6n
dipolo-dipolo

t10=(1-0 )a1ao(1/R .).
I J 1 J I j 1 J (5)

En general tambien las componentes principales del tensor de
polarizabilidad de cada una de las inclusiones depende de la forma
de estas, y es t an relacionadas con los denominados factores de
depolarizaci6n L . Si las particulas son elipsoides con semiejes

1
a, b y c, la polarizabilidad renormalizada de las particulas a 10

largo de cada uno de estos semiejes esta dada por

1\a
1

.1
3 L

1
C

e C
h

(6)
+ : l-L )c

1 h

Si los elipsoides tienen un eje de simetria (son elipsoides de
revoluci6n prolatos u oblatos), es decir, si bey a > b
(prolato) 0 a < b (oblato), los factores de depolarizaci6n a 10

largo del eje de simetria (eje z en nuestra nomenclatura) e st.an
dados por

{
[(l-e 2) / e 2] { In [(1+ e i/ (l-el]/2 e-l} (P)

Lz= {I - arctg(d)fd}/e 2 (0)
2 2 1/2

Y L =L =(l-L ) 12, donde e (1 - r t x ) es la eccentricidad,x y z < >
() 1 .. () d() e/(1_e2)1/2. E 1r> r< es e sern i ej e mayor menor yen e~

caso mas general de elipsoides con semiejes a, bye diferentes, el
valor del factor de depolarizaci6n a 10 largo de un eje principal
1 esta dado por

(7a)

(7b) .

L = fro ds. (8 )
'Y 2 2 2 2 1/2'
• 0 (s+a ) [(s+a ) (s+b ) (s+c ) ]

1
se satisface siempre la siguiente regIa de suma: EL =1 (a =a, etc)

1 1
En la aproximaci6n de no retardamiento los modos transversal y

longitudinal estan desacoplados. Aun mas, las funciones respuesta
macrosc6picas longitudinal y transversal coinciden. De tal suerte
que, por simplicidad, asumiremos que el sistema ha sido ~xcitado
con un campo externo longitudinal. Para ser mas explicitos,
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escribamos
E8X = E8X gel (q'r - wt)

A

donde q = q/q. Usando la bien conocida relaci6n entre
externo y el campo en el medio sin inclusiones EO

I

cambio de la Ec.(4) podemos escribir:
p1' a (E8XA t c + I:S'16p6).I l' q1' h "I J J

J .0

factores exponenciales innecesarios se ha definido
s1'6= s'16e-lq.(RI-RJ).
IJ I J

(9)

el campo
E:x/e

h
, a

(10)
Para simplificar

p1'= p1'e-lq'R (11)

En la ACM se asume que todas las partlculas adquieren el mismo
valor de momento de dipolo promedio <p>; es debir, no se tienen en
cuenta las fluctuaciones de los momentos de dipolo alrededor de su
media (fluctuaciones dipolares). Esto lleva a que el valor
promedio del momento de dipolo vaya en la direccion del campo
medio. En consecuencia, tambien los promedios de las componentes
no diagonales del tensor 51J se anulan, y el momento de dipole
promedio satisface en la ACM la relacion

<p>1'= a (Eex~ t c + <I:S'11'><P>1') (12)
l' l' h J IJ

la cual da de inmediato el valor de <p>1'. Combinando las
ecuaciones anteriores se obtiene facilmente una expresion para las
componentes principales del tensor dielectrico efectivo. si se
define f=Nv, siendo v el volumen geometrico de las partlculas,
aquella puede escribirse en la siguiente forma:

e1' - e
II h

A
3f~ • (13)

La expr esLen anterior corresponde a la generalizacjon de la ACM
para partlculas no esfericas. En ella 4rrns1'sLim.<I:S 1'>.con

A q-s o j I j ,

S; = <f'}dl1'4-tfS1'1' (R)e-lq'Rp(2l(R)d3R, (14)

siendo p(2l(R) la funcion de correlacion de una pareja de
partlculas. Cuando las inclusiones son esfef~cas, el campo
electrico inducido es estrictamente dipolar y S es independiene

A

de p ( 2l(R). En tal caso e depende solamente de la fracci6n
II

de llenado, como se podria demostrar por integracion
Ec. (14). De ahi la validez general de la ECM para
esfericas. Este no es el caso para particu1ar no

y en consecuencia el valor de S1' depende de p 2 (R).
A

Veamos algunos ejemplos en el caso particular de esferoides
prolatos para la~ cavigades que se ilustran en la Figura 2.

vOlumetrica
directa en
partieulas
esfericas,

i. Cavidad Esferica. si se toma como funcion de correlaei6n la que
resulta del modelo de esfera impenetrable (Fig.2a), la eual esta
dada por (esfera mayor para particula prolata)
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Figura 2. Distintos tipos

par t Lcu l e el ipsoidal. a)

Cev Ld ad el ipsoldal con l e
(compatible con el modelo

ellpsoldal confocal con l e particula

pos Ib 1es de Cev idad de Lorentz para una

Cavldad Esferica (conve nc icne l ) ; b )

m1sma excentricidad de 1a particula
de particula Impenetrable); c) Cavldad

(d i stl ntas excentr Ic Idade s ) .

(2)
P HC ( R , /.L) = 8 ( R- 2a )

(8 es la funci6n escalonada)
1 19 . 1. dpor Ga eener y utl lza a por

c - cH h

(lSa)
se encuentra la expresi6n propuesta
Granqvist et al.~, a saber

c + 2cH h
{'ex • (16a)

~~. Cavidad de Elipsoi~e Prolato Excluido (particula im~enetrable).
En tal caso (Fig.2b) la funci6n de correlaci6n esta dada por

(2)
P HC ( R , /.L ) = e (R - 2r0 (/.L) ) , (lSb)

con /.L

eje de
cose en coordenadas esfericas (eje z en la direcci6n del
simetria) y r (11) =b/ (1-e2j./) 1/2. La integraci6n directa

o

en Ec. (14) conduce a
S'" = L - 1

A '"
(17)

siendo L", los factores de polarizaci6n dados en Ec. (7b) y la regIa
de suma LL =1. Al reemplazar en Ec. (13) se obtiene exactarnente elr
resultado obtenido por Bragg et al.18 y redescubierto por Cohen et
al.21

3f~

'"
(16b)

iii.
con
por

Esferoide Prolato Confocal.
el utilizado por Niklasson
Fricke17 y Iuego por BiIboul

c'" - C
H h

Nuestro resuitado ahora coincide
22 .. 1et al. or a.qana mente pro~uesto

para elipsoides recubiertos: 6

3f~

'"
(16c)

LCC"'+(l-Lc)c
'" H '" h

siendo LC el factor de depolarizaci6n de una cavidad confocal.
'"Evidentemente ahora hay toda una familia de cavidades posibles

(todos los esferoides prolatos confocales). En la figura 2c
ilustramos dos de las cavidades posibles.



III. Resultados y Conclusiones
Las f iguras 3 y 4 comparan los resultados que se obtienen

aplicando los procedimientos de Galeener (A), Cohen et al. (B) y
Bilboul (C) (ecuaciones 16) al cAlculo de la parte imaginaria
(absorci6n) de la respuesta dielectrica macrosc6pica de particulas
metAlicas oblatas inmersas en gelatina (Ch=2.37).
Para C se ha tornado la superficie confocal con el doble de
par-ametrc de excentricidad 1I=(1_e2

)1/2/e del obloide fisico. Esta
superficie encierra totalmente el esferoide de exclusi6n que
resulta del modelo de p'articula impenetrable y, al igual que B, da
los limites de Wiener 16 de esfera (e=O) y disco (e=l). No ocurre
10 mismo con esferoides prolatos con e=l. Como se puede demostrar
analiticamente, los tres modelos dan los mismos resultados a e=O y
difieren muy poco a excentricidades y fracciones de llenado muy
pequefias.
En los calculos se han utilizado fracciones de llenado moderadas y
excentricidades relativamente grandes. Para la respuesta
dielectrica del metal hemos escogido la clAsica expresi6n de
Drude con WT=92. En Fig.3 e=O.9, f=O.3 y la diferencia entre los

p

tres calculos es apreciable. Como es facil de comprobar
analiticamente, se observa que C y B dan resultados muy similares
mientras que A.se aleja sustancialmente de aquellos.
En la figura 4, y para una excentricidad menor (e=O.7), se
incluyen tambien los resultados de utilizar un calculo mas
sofisticado. Este ultimo emplea el campo exacto de los esferoides
y un modelo que va mas alIa de la ACM: la teoria de
polarizabilidad renormalizada (RPT).23,24 La comparaci6n ahora se
hace a una fracci6n de llenado ligeramente menor (f=O.2). Aunque
los resultados en los tres modelos ACM se asemejan (los elipsoides
son ahora esferas ligeramente deformadas), difieren
considerablemente en ambos modos (x y z ) del resultado RPT con
campo exacto. Como se demuestra en trabajos previos 0 pr6ximos a
publicarse, la RPT da resultados que se acercan mas a las
mediciones experimentales y reproduce los limites correctos de
Wiener para discos y agujas. Un procedimiento para incluir efectos
adicionales, e.g., efectos multipolares y de correlaciOn entre
tres particulas, Se presentara pr6ximamente.25

En sintesis, aunque la ACM no es suficiente, una CL que simule la
forma de la particula es preferible a la CL esferica propuesta por
Lorentz. La escogencia, sin embargo, no es un ica . En Ref.23 se
demuestra que en el modelo de particula impenetrable los efectos
mUltipolares no contribuyen al campo local en la ACM, por 10 que
dentro de esta aproximaci6n es suficiente el campo dipolar.
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Figura 3. Resultado de utilizar distintos tipos de cavidades para
el caLcu.lo de la parte imaginaria de la respuesta d ieLect.rice
macrosc6pica de elipsoides metalicos oblatos inmersos en gelatina.
A: Eq.16a; B: Eq.16b; C: Eq.16c. El modo a 10 largo del eje Z (eje
de simetrla) se localiza a la izquierda de la figura. El del plano

de simetrla, a la derecha. Parametros: f = 0.3, e = 0.9.
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Figura 4. Parte imaginaria de c con f = 0.2 Y e = 0.7. a) Modo
H

a 10 largo de Z; b) Modo en el plano XY. A los modelos anteriores
se ha agregado el que resulta de un calculo mas exacto que tiene
en cuenta las fluctuaciones dipolares 23 (grafica D). Aunque los
resultados de aplicar la teoria de polarizabilidad renormalizada y
el campo exacto de los elipsoides es igual al de A y B cuando e ~
1 (cotas de Wiener~ difiere considerablemente de todos los modelos
que utilizan ACM para excentricidades tales que Ose<l. Los modelos
aqui utilizados valen para fracciones de llenada pequenas (f<O.3).
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