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FUNCIONES DE ONDA EN EL ESPACIO DE FASE
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RESUMEN. Ilustramos la posibilidad de describir sistemas mecdnico-
cudnticos por medio de funciones de onda ¥(g, p) que dependen
simultaneamente de la posicién ¢ y del impulso lineal p de las
particulas. Se tiene asf una formulacién alternativa a las representaciones
de coordenadas e impulsos, usadas tradicionalmente. La estructura de
las funciones de onda ¥(q, p) es compatible con la relacién de
incertidumbre de Heisenberg.

ABSTRACT. We illustrate the possibility to describe quantum
mechanical systems by using wavefunctions W(g, p) that depend
simultaneously on position ¢ and momentum p of the particles. We
obtain an alternative formulation to the ¢- and p-representations used
traditionally. The structure of the wavefunctions W(g, p) is compatible
with the Heisenberg uncertainty relation.

1. Introduccion

Vamos a considerar un sistema mecdnico-cudntico de un grado de libertad, con
operadores posicion e impulso, ¢ y p. El estado del sistema en un instante de tiempo dado lo
designaremos por el ket |W>, el cual admite las representaciones usuales de coordenadas y
de impulsos, descritas por las funciones de onda

Y(g) = <ql ¥>. V(p) = <pl ¥>, (1)

conectadas entre si por una transformada de Fourier.

Si el sistema fuera cldsico, su estado se describiria por un punto (g, p) del espacio de
fase y podriamos medir en principio, con toda precision, tanto la posicién g como el impulso
lineal p de la particula. En la mecdnica cudntica rige el principio de incertidumbre, Ag Ap >
h/2, el cual establece que es imposible reducir simultaneamente las incertidumbres en los
observables bdsicos de posicion e impulso; esto es, si Ag disminuye entonces Ap aumenta, y
viceversa.

No obstante que el principio de incertidumbre es de forzoso cumplimiento, €1 no
prohibe la descripcién de estados mecdnico cudnticos mediante funciones de onda

¥(p, 9) = <p, q| ¥>, ¥(g, p) = <q, p| ¥> )

que dependen tanto de la posicién como del impulso de la particula. El objetivo de este
articulo es ilustrar esta situacion. Para los fines subsiguientes introduciremos ¢, y p, como
unidades de longitud e impulso lineal, sujetas a la restriccién g, p, = h.
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2. Estados coherentes

La descripcion de estados mecdnico-cudnticos mediante funciones de onda definidas
en el espacio de fase surge de manera natural a partir de la existencia de los estados
coherentes de Glauber |p, ¢>, definidos como los kets propios del operador destruccién [1]:

Ge L8 . B

V2 |49 Po (3)
Esto es, los estados coherentes satisfacen por definicién la ecuacién de valores propios
alp.g>=z|p.q> )

donde g y p se interpretan como valores esperados,

=<p.qlqlpg>= 2@+,
q | ﬁ-

(5a)
p=:<p.qlPlp.g>=-i B&(z-2%),
2 (Sb)
y z €s un niimero compiejo constreido como
2= J:[—(L + iﬂ] s
V2 4o Po . (50)

Una propiedad fundamental de los estados coherentes es que forman un conjunto
completo v, por lo tanto, el estado del sistema se puede expandir en la forma

(e Q;UB lp.q>¥p. q),
2mh (6)

donde ¥(p, ¢) es la funcidn de onda definida en la ecuacidn (2) y la integracién cubre todo el
espacio de fase.

Nos referiremos a los estados |p,g> como estados coherentes-pg y a la funcién de
onda ¥(p, g) como representacion-pg del estado del sisterna. Por razones de simetria entre las
variables p v g es conveniente introducir estados coherentes-gp y la funcion de onda-gp,
definidos por las relaciones

19,p> = w*(q, p) |p.q> )
Vg, p)=: <q,p|¥> = w(g, p) ¥, q) (8)
donde hemos introducido el factor de fase
w(g, p) = exp f-qu

h )

que interviene en la transformada de Fourier que convierte la funcién de onda en
representacion de impulsos en la funcién de onda en representacién de coordenadas. Las
funciones de onda ¥(p,q) y ¥(g,p) describen de manera completamente equivalente el
estado del sistema mecdnico-cudntico, estdn definidas en el espacio de fase y su valor es, en
general, un nimero complejo. Por lo tanto, su representacién gréfica requiere dibujar por
separado la parte real y la parte imaginaria, como funciones de las variables ¢ y p.
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Si conocemos las funciones de onda-gp y -pq, podemos extraer las funciones de onda
convencionales mediante aplicacion de las relaciones [2]

1
\l’ ™ f \v( ’ ) d *
(q) (2ﬂr_p0)1’2 (2ﬂh)1/2 " q,p) ap o
o~ 1 i
Y(p) = ¥(p, ;

las cuales indican la manera como se suman las amplitudes de probabilidad en el espacio de
fase con el fin de generar amplitudes de probabilidad en posicién o en impulso,
respectivamente. El principio de incertidumbre se cumple de manera automdrica puesto que
las funciones ¥(q) y ¥(p) estdn conectadas entre si por una transformada de Fourier.

Las funciones ¥(p,q) y ¥(q,p), las cuales reciben el nombre de representacion de
estados coherentes o funciones de onda en el espacio de fase, se pueden determinar a partir
del conocimiento de las representaciones de coordenadas v de impulsos. segin las relaciones

moo

Vg, p) = w*(q.p) M(g) ¥(g+q) dq,

= (12)

V(p. q) = wig, p') M(p") E(p‘ +p)dp,
s (13)

donde hemos introducido las funciones auxiliares

M(g) = —L= exp{ -1 (4/,)* } .
,\/—‘”qo {2 ] }

(14)

Y7 po (15)

conectadas entre si a ravés de una ransformada de Fourier (tercera gréfica de la Fig.1).

3. Algunos ejemplos

Con el fin de ganar en visualizacién fisica sobre la formulacién de la mecdnica
cudntica en el espacio de fase vamos a presentar ahora algunos ejemplos elementales.

3.1. Estado de impulso bien definido

Consideremos una particula de un grado de libertad en un estado de impulso lineal
bien definido, |p'>; esto es, el sistema sc encuentra en un estado que satisface la ecuacion de
valores propios

plo>=plp>. (16a)
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Es bien conocido que el estado | p’> admite las representaciones

Vp)=<plp>=8p-p), (16b)

Uq) = <qlp>= (2m) "2 wiq, p) 169)

de tal manera que por aplicacién de las transformaciones (12) y (13) podemos obtener las
funciones de onda en el espacio de fase:

Vg, p)= Wg, p') M(p~p) (17a)

V(. q) =wHg, p-P)Mp-p). (17b)

Por otro lado, las funciones de onda ¥(g) y ¥(p) se pueden reconstruir a partir de las
funciones de onda en el espacio de fase, usando para ello las transformaciones (10) y (11) y
las relaciones

= 2
J‘ exp(-uxz-ax)d):'q/’l exp(--L),

8(p-n’)=7—11;J‘ w*(g,p-p)dq .

Para visualizar las funciones de onda en el espacio de fase y con el fin de eliminar el
comportamiento oscilatorio generado por w{(gq,p-p’) hemos graficado en la Fig.-1 la funcién
w(g, p - p) ¥, q)=Mp-p)
para el caso p'=0. La curva correspondiente a otro valor de p’ se obtiene desplazando de
manera rigida la curva correspondiente a p’ = 0 hasta que el méximo coincida con la posicién
p =p'. Tal como se indica en la iiltima grifica de la Fig.-1, si fijamos un valor de ¢ y
hacemos un corte a lo largo del eje p obtenemos una gaussiana cuyo rata de decaimiento estd
determinado por el valor de p, adoptado para la unidad de impulso.

No obstante que la particula tiene un impulso p’ bien definido, la funcién de onda en
el espacio de fase no involucra una delta de Dirac. Sin embargo, p = p’ €s un punto
privilegiado del eje p, ya que en este punto la funcién de onda alcanza su madximo valor. Por
otro lado, al sumar las amplitudes de probabilidad a lo largo del eje g, de acuerdo al
procedimiento estipulado por la ecuacién (11), obtenemos una amplitud total 8(p - p’), que
no es otra cosa que la funcién de onda en representacién de impulsos.

A lo largo del eje g no existe ningiin punto privilegiado para la funcién de onda en el
espacio de fase, lo cual significa que la incertidumbre en posicién es infinita. Si sumamos las
amplitudes de probabilidad a lo largo del eje p, siguiendo lo estipulado por la ecuacién (10),
generamos una onda plana que refleja de nuevo la incertidumbre total en la posicién de la
particula.

3.2. Estado de posicion bien definida
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Fig.1. Estados de impulso y posicién bien definida en representacion-pq.



Como segundo ejemplo vamos a considerar ahora un estado |¢> tal que
glq >=q |q> . En este caso tenemos las funciones de onda

V(@) =<qlg>=8G-q),

Vp)=<plg>=(m) 2 wrq, p),

y usando las ecuaciones (12) y (13) obtenemos

¥(p, q) = w*(p,q) M(q ~ q)

¥(g,p)=wqg-q,p) M(@-q). (18)

Por razones similares a las enunciadas en el caso anterior, en la segunda gréfica de la Fig.1
hemos dibujado la funcién

w*(q~q.p)¥(q,p)=Mg -~ q)

para el caso ¢ = 0. Tal como se indica en la iiltima gréfica de la Fig.-1, si en el espacio de
fase fijamos un valor de p y hacemos un corte a lo largo del eje ¢ obtenemos una gaussiana
cuyo rata de decaimiento estd determinado por el valor de g, adoptado como la unidad de
longitud. El andlisis de la funcién de onda en el espacio de fase para el caso de una particula
con posicién bien definida es andlgo al realizado para el caso de una particula con impulso
bien definido.

3.3. Oscilador armonico

Sea | n > un ket propio del operador niimero o, lo que es equivalente, un estado
propio del Hamiltoniano asociado con un oscilador arménico de masa m y frecuencia w.
Pueso que un estado coherente | z > =| p. g> se puede expandir en la forma [3]

ip.q >=[wlq, p) exp(-zz* 1h Zins
t (-22%)] ;0 £ -

podemos usar la relacién de ortogonalidad de los estados {n> para obtener la siguiente
representacién-pg de los estados propios del Hamiltoniano del oscilador arménico:

enp.q)=<p.qln>

= [w*(q. p) M(p, @) 2L [l—i - i-LP—] g

Yn! [Y2 90 Y2 Po (20)
donde hemos empleado (5¢), introducido la funcién auxiliar
M, q) = exp(-z2*) = (m0)'2 M(p) M(g) , @1

y observado que las unidades naturales de posicién e impulso son dadas por

qo='\/—h— s Po=Yhma .
muw (22)

En (19) hemos introducido un factor de fase w(g/2,p), que no se incluye
normalmente en la literatura [3], [4], con el fin de que al aplicar las relaciones (10) y (11)
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obtengamos las funciones de onda correctas. El siguiente razonamiento sugiere el factor de
fase que hemos indicado. Como el Hamiltoniano del oscilador armonico

A =[[P_r+[iﬂlhm
Po| |40] |2

es simétrico (excepto por constantes) respecto a los operadores de posicién e impulso,
esperamos que las funciones de onda en representacion de coordenadas y de impulsos tengan
una forma similar. Pero como estas funciones se deducen por aplicacién de las ecuaciones
(10) y (11), entonces ¢,(p, ) y ¢,(q, p) deben tener esencialmente la misma estructura. Por
otro lado, como en virtud de (8) se debe cumplir la relacion ¢,(q, p) = w(g, p) v, g), la
funcioén ¢,(p, q) debe incluir un factor de fase w*(g/2,p) con el fin de garantizar que al ser
multiplicada por w(g, p) obtengamos como resultado un factor de fase w(q/2,p) para la
funcién ¢,(g, p). Los factores de fase de las funciones -pg y -gp sélo se diferencian en una
operacién de complejo conjugado, garantizando asi que las funciones ¢,(p. q) y ¢,(q, P)
tienen una estructura similar. Cualquier otra eleccién de factor de fase conduce a una
asimétria fisicamente inaceptable entre las funciones de onda del oscilador arménico.

En las Figs.-2 graficamos la parte real y la parte imaginaria de las funciones w(iq,p)
¢,(p.q) para varios valores del numero cudntico n. Debido a la existencia del factor M(p, q)
en la ecuacion (19), las curvas tienen una forma gaussiana en las regiones del espacio de fase
donde alcanzan sus mdximos valores. El corte que se observa en las superficies es solamente
aparente, debido a razones gréficas. :

La estructura que se observa en ¢,(p,q) es ficil de entender si tenemos en cuenta su
paridad, ¢,(=p. =q) = (-1)" @,(P, q), y si usamos el teorema binomial para descomponer la
funcién en su parte real e imaginaria. ¢, (p, g) es real y su comportamiento estd determinado
por la raiz cuadrada de M(p.q). La parte real de la funcién ¢,(p. g) se anula a lo largo de
toda la linea ¢ = 0, mientras que su parte imaginaria se anula a lo largo del eje p=0. La
estructura de la funcién v,(p, ¢) es mds complicada ya que su parte real estd asociada con la
funcién (¢/q,)* - (p/p,)* mientras que su parte imaginaria depende de -g p/h.

En este ejemplo hemos obtenido la funcion ¢,(p.g) por un método que no requiere el
conocimiento previo de la representacion de coordenadas o de impulsos: esto es, no hemos
usado las ecuaciones (12) o (13). Esto nos permite someter a prueba las relaciones (11) y
(10), para generar por medio de ellas las funciones de onda @,(p) v ¢,(¢) y comparar el
resultado con datos bien conocidos [3]. Por ejemplo, para deducir @,(p) usamos el teorema
binomial en la forma

+i)"=27" 3 i™ (1 ) Ho-m®) Hnl3) ,

m=0

=2"n mz.“o - (:: ) Hm(x) Ha-m() , (23)

donde H,(y) son polinomios de Hermite, la transformada integral [5]

J- exp(-iyx) exp(—lz-x'-’ ) Hp(x) dx= V2 (-)" cxp(—%y2 ) Hn(y) ,
o (24)



%W, 9

Im(y, (. 9))

5
Fig.2. Primeros estados del oscilador arménico en representacion-pq.
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y la relacién [6]
3 (5 )e-n(Z o) Ba(iZ0) = 22 Hulop). 25

Esto es, con ayuda de las relaciones anteriores, aplicamos (11) y obtenemos la funcién de
onda en representacion de impulsos:

iy
)i e it M(P) Hn(P/

¢ﬂ(p r—— "( Po) (26)

Un procedimiento completamente similar, aplicando (10), conduce a la funcién de onda en

representacion de coordenadas:

n(g) = —= M(q) Ha(9/g,)-
#n(@) = == Mg (9/g,) an

4. Conclusion

La posicién y el impulso de una particula son variables canonicamente conjugadas, en
el sentido de que obedecen la relacién de conmutacién [g, p] = in 1, la cual da origen al
principio de incertidumbre de Heisenberg. Esto significa que es imposible encontrar el
sistema fisico en un estado descrito por una funcion ¥(p, ¢) = 8(q - ¢ ) 8(» - p') construida
como el producto de dos funciones delta de Dirac, una en posicion y otra en impulso. En
otras palabras, un punto (g, p) del espacio de fase no puede representar un estado mecanico-
cudntico, fisicamente realizable. 3

El hecho anterior se manifiesta en la estructura de las funciones de onda-gp v -pg que
hemos dado como ejemplos. Las funciones auxiliares M(g) y M(p) estdn ligadas entre si a
través de la relacion g, p, = h, determinando por lo tanto el grado de precision con el cual
podemos ubicar la particula tanto en posicion como en impulso. El significado de las
funciones de onda-pg y -gp se manifiesta a ravés de la siguiente interpretacién fisica, la cual
es consistente con el principio de incertidumbre de Heisenberg:

W(p, @)|* =W, p)?

= Probabilidad de encontrar el sistema fisico en el estado coherente |p, g>

= Probabilidad de encontrar el sistema fisico en un estado mecdnico-cudntico
tal que los valores esperados de posicién e impulso sean gy p,
respectivamente.

Después del trabajo de Glauber [1] en dptica cudntica, el concepto de estados
coherentes y sus generalizaciones ha sido investigada de manera amplia por diferentes
autores. Para una discusion sobre el tema referimos al lector a los trabajos de Klauder y
Skagerstam [7] y de Zhang et al [8], y las referencias alli citadas.
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