“MOMENTO” Revista Depto. Fisica Universidad Nacional de Colombia,Numero 7, Octubre 1992.

ESTRUCTURA MATEMATICA DE LOS POSTULADOS
DE EQUIVALENCIA Y RELATIVIDAD
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Resumen: Le formulacién matemética abstracta de la Teorfa General de la Relatividad (TGR),
dada en la década de los sesents, condujo a uno de los més interesantes descubrimientos
de la fisica actual: los teoremas de Penrose-Hawking sobre singularidades del espacio-
tiempo. En el presente articulo se discutiré el contenido fisico de los postuiados de la TGR.

Abstract: The abstract mathematical formulation of the General Theory of Relativity (GTR),
gave in the sixties years, brought forth one of the more interesting issues in physics:
the Penrose-Hawking's theorems on space-time singularities. In this paper will be
discussed the physical meaning of the postulates for the GTR

INTRODUCCION

En un primer articulo [Tej 92] se formularon ios postulados de la TGR sobre los cuales
estén basados los famosos teoremas de singularidades de Penrose y Hawking. Este articulo
tiene como objeto principal discutir el significado fisico de estos postulados y analizar
algunas de sus consecuencias en el contexto de una formulacién cuéintica de la materia,
en particular discutiremos el problema de definir los conceptos de vacio y particula
cuando la gravedad es tomada en cuenta.

Hasta el presente no se ha podido dar una formulacién consistente de la teorfa cuéntica
de la gravedad, pues todos los intentos han encontrado dificultades tanto de caracter ma-
temético como de interpretacién fisice del formalismo. A pesar de esto, es ain posibie
estudiar los efectos de la gravedad sobre los campos cuénticos de materia. Para este fin
se considera el campo gravitacional como un campo clésico de materia descrito por las
ecuaciones de campo de Einstein (ECE), mientras que los demés campos son cuantizados
de la manera usual. Esta aproximacién es conocida con el nombre de campos cuénticos
sobre variedades curvas [Bir 86], cuya predicciobn més conocida es el efecto Hawking
. [Haw 73], i.e. contrario a lo que predice la TGR un hueco negro emite radiacion.

En la primera parte del articulo se daré una répida revisiobn de los conceptos basicos de
Relatividad Especial, haciendo énfasis en la estructura de grupo de la variedad Minkows-
kiana. En la segunda parte se enunciarén los postulados de la TGR. El significado fisico
de estos postulados y sus consecuencias sobre la interpretacién de los conceptos de vacio
y particula, cuando la fuerza de la gravedad est& presente, serén discutidos en la Gltima
parte. Los fundamentos mateméticos bésicos para enunciar los postulados de la TGR fue-
ron discutidos en un articulo anterior [Tej 92], sin embargo, en el apéndice daremos unas
definiciones mateméticas adicionales necesarias para la discusi6on de los postulados.
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1- LA VARIEDAD ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI

En 1905 Einstein propuso la teor ia especial de la relatividad la cual revolucion6 los con-
ceptos de espacio y tiempo. Un aspecto importante de esta teoria es la unificacién que
ella hace de estos conceptos, reuniendolos en una simple entidad matemética llamada la
variedad espacio-tiempo, la cual esté caracterizada por una estructura de la forma

ds’ = Tuvdx*dx" 1-1

que mide la "distancia” entre dos eventos fisicos caracterizados por las coordenadas
(x°x'x*x%) = x* y x* + dx*. La variedad espacio-tiempo dotada con esta métrica se
conoce con el nombre de la variedad de Minkowski (M,n), en donde Tuv es el tensor
métrico de Minkowski definido por:

Twv = diag{+1,-1.-1,-1) 1-2

El grupo de Poincaré es el grupo de isometrias de la variedad de Minkowski, ie. el
conjunto de transformaciones de la forma
X'E = ALXY + o8
con 1-3
TuvA'sA’t = Tot
las cuales dejan invariante el elemento de arco 1-1. Las transformaciones homogeneas
(con & = 0) forman el llamado grupo de Lorentz, dentro de las cuales se pueden
distinguir dos subgrupos de transformaciones: las rotaciones rigidas de los ejes
espaciales y las liamadas "boost" de Lorentz que representan transformaciones entre
sisternas de referencia inerciales con ejes paralelos. De aqui se sigue entonces que el
grupo de Poincaré es un grupo de Lie no compacto con 10 generadores.

El principio de relatividad lo podemos formular diciendo que las leyes de la fisica son
invariantes bajo el grupo de Poincaré. Este es un aspecto de fundamental importancia
en la fisica, y en particular en la Teoria Cuantica de Campos (TCC) en donde los
conceptos de particula y vacio deben su existencia y significado al grupo de Poincaré.
Mientras que es, en principio, directo escribir las ecuaciones de movimiento de las
interacciones fundamentales, la electro-débil y la fuerte, en una forma covariante de
Lorentz, nos encontramos con serios problemas cuando se considera la interaccion
gravitacional. Fué precisamente el anélisis de estas dificultades las que llevaron a
Einstein a formular la Teorfa General de la Relatividad (TGR).

2- POSTULADOS DE LA TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

Los postulados de la TGR fueron enunciados en un articulo anterior [Tej 92], sin embargo
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para efectos de hacer el presente articulo autocontenido los repetiremos en esta seccién.

El modelo matemético que adoptaremos para el espacio-tiempo es el par (M,g) donde M es
una C=-variedad de Hausdorf{T conectada y g es una métrica de Lorentz sobre M [Str 84]

Los dos primeros postulados, que describen la naturaleza de las ecuaciones que obedecen
los diferentes campos de materia, son comunes tanto a la TER como a la TGR [Haw 73].

1€t Postulado: Causalidad local

Sea peM, con U una vecindad convexa de p, tal que toda curva no como de espacio que
pasa a través de p intercepta la hipersuperficie como de espacio x° = 0 (el indice 0 se
reserva para la coordenada temporal) dentro de U. Sea ¥ el conjunto de puntos de la hiper-
superficie x® = 0 los cuales pueden ser unidos por curvas no como de espacio en U con
el punto p. Entonces los valores de los campos de materia en p deben estar univocarmente
determinados por los valores del campo y sus derivadas hasta un orden finito sobre ¥.

22 Postulado: Conservacién local de la energia y el momentun.

Las ecuaciones que gobiernan los campos de materia son tales que existe un tensor
simétrico T*", llamado el tensor momentun-energia, el cual depende de los campos, de
sus derivadas covariantes y del tensor métrico. y satisface las siguientes propiedades:
i) T*" se anula sobre un subconjunto abierto U ¢ M si y solo si todos los campos de
materia se anulan sobre M.

ii) El tensor momentun-energia obedece la ecuacion T*'w = 0

La primera condici6bn expresa el principio que todos los campos poseen energia, ex-
cluyendo la posibilidad de la existencia de energia negativa y la segunda expresa la con-
servacion local de la energia y el momentun, pero ellas no nos dicen como construir el
tensor Tuv para un conjunto de campos dados, o si este es Gnico. Pero en la préctica
tenemos una manera lnica de construirlo si las ecuaciones de los campos de materia
se pueden derivar a partir de une densidad lagrangiana [Itz 80]. En este caso la ecuacion
de campo se obtiene a partir del principio de minima accion, el cual establece que la
accibn para los campos de materie, la cual estd dada por

Su = [(%0 Yo e, 2-1

es estacionaria bajo variaciones de los campos en el interior de una regi6bn compacta D.
En lo sucesivo ¥, " * denota los diferentes campos de materia (identificados por el in-
dice i) que uno incorpore en el modelo. El tensor momentun-energia se obtiene entonces
a partir de la densidad lagrangiana £. considerando el cambio en la accién inducido por
un cambio en la métrica [Bir 86]:

2 8S

ol = 1@ Tevm <

Hasta el momento la métrica g no ha sido especificada. En la TER, la cual no incluye



los efectos gravitacionales, la métrica se asume Minkowskiana, i.e. signatura Lorentziana
y curvatura global nula. Se podria pensar que el campo gravitacional puede ser incluido
manteniendo la métrica plana e introduciendo un campo de materia extra. Sinembargo
los experimentos han mostrado que los rayos de luz son deflectados cuando pasan
cerca de una masa gravitacional, y asi, puesto que ellos siguen geodésicas nulas,
muestra que la métrica del espacio-tiempo no puede ser plana. Entonces adoptando la
idea de que la gravitacién esté representada por la métrica misma del espacio-tiempo,
el problema que se plantea es el de encontrar las ecuaciones de campo que relacionan
la métrica con la distribucién de materia. Guiados por el principio de correspondencia,
el cual establece que en el caso de campo gravitacional débil, las ecuaciones de
campo deben reducirce a las ecuaciones de Newton, y teniendo en cuenta los postuiados
1y 2, podemos enunciar el tercer postulado:

3eC Postulado: la ecuacién de campo. La ecuacién de campo que gobierna los efectos
gravitacionales, llamada la ecuacion de campo de Einstein (ECE), est4 dada por:

(Ruv = %’Rgnv ¥ Aguv) = ‘BKGTuv 2-3

la cual puede ser deducida a partir de un principio de minima accién [Bir 86], en donde

1 s

S = SR\R = 2.’\)@d'x + Sy =85+ Su 2-4

es la accion total, con G es la constante de gravitaciobn de Newton, A la constante
cosmologica y Su es la acci6én para los otros campos de materia, ecuacion 2-1.

J- EL CONTENIDO FISICO DE LOS POSTULADOS

El primer postulado se puede resumir como el problema de Cauchy para los campos
de materia, i.e., bajo que condiciones las ecuaciones de campo para la materia poseen
una fnica soluci6on. Sinembargo, en este postulado la métrica g (esto es, el campo
gravitacional) es tratado a un nivel diferente de los otros campos de materia definidos
sobre M y le da a este un caracter geométrico especial.

En este punto se plantean dos problemas: El primero concierne con la estructura causal
misma del campo gravitacional, esto es si el tambien obedece una relacién de causali-
dad como lo exige el primer postulado para los otros campos de materia, y el segundo
problema que surge es en que medida los elementos de la teoria de la gravedad son
objetos fisicamente observables, esto es, si por medidas locales se puede determinar
de manera inica (tal vez salvo factores de escala) la métrica.

El primer problema planteado ha sido objeto de estudio (Choquet—Brulah y Geroh [Ger
69])) y de hecho se ha podido demostrar que las ecuaciones de campo de Einstein,
junto con las ecuaciones para los campos de materia, son suficientes para determinar
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la evolucién del espacio-tiempo, dadas ciertas condiciones iniciales convenientes, y
ademas que ellas tambien satisfacen el postulado de causalidad. Aquf solo quiero resal-
tar sobre este primer problema dos diferencias importantes del campo gravitacional con
respecto & los otros campos de materia: 12 Las ECE son no lineales, ain en ausencia
de campos de materia, esto es, el campo gravitacional es fuente de si mismo. 22
Puesto que la métrica define la estructura misma del espacio-tiempo, uno no conoce
a priori, cual es el dominio de dependencia de los valores iniciales y cual es la regi6n
sobre la cual la solucién ha de ser determinade.

Si {xe} son coordenadas normales en una vecindad normal I’ de p ¢ M, no es dificil
probar [Haw 73] que los puntos de M que pueden ser alcanzados a partir de p por
curvas no como de espacio en U son aquellos cuyas coordenadas satisfacen (que co-
rresponde a la regi6bn de U causalmente conectada con p)

(xN? + (x2 + (x32 - (xY? < 0 3-1

La frontera de estos puntos es formada por la imagen del cono nulo de p bajo la
transformacién exp. que corresponde al conjunto de todas las geodésicas nulas que
pasan por p. Asi, observando que puntos de la region U pueden comunicarse causal-
mente con p, se puede determinar el cono nulo N, en Tp. Veamos entonces que si
conocemos Np podemos determinar la métrica, salvo un factor conforme. Sean X v Y
¢ Tp vectores como de tiempo y como de espacio respectivamente. La ecuacion g{X +
AY,X + 1Y) = 0 posee dos raices reales A1 y iz, pues el discriminante de la forma
cuadrética es positivo, i.e., 4g(X.Y)? - 4g(X.X)g{Y.Y) > 0. Tomando el producto de las
raices obtenemos x1xz = g(X,X)/g(Y)Y), esto significa que si conocemos N, podemos
determinar la razén de las magnitudes de un vector como de tiempo a uno como de
espacio. Ahora consideremos dos vectores no nulos cualesquiera W y Z ¢ Tp. De la
identidad

gW.Z) = L{gW + ZW + 2) - gWW) - giZZ)] 3-2

podemos comparar cada una de las magnitudes del lado derecho de esta ecuacion con
las magnitudes de X o de Y, y asi podemos encontrar la relacién g(W.Z)/g(X.X). Por
tanto el postulado de causalidad local nos permite medir la métrica salvo un factor con-
forme (i.e. un factor de escala que depende, en general, del punto sobre la variedad). En
la préactica estas medidas son realizadas utilizando senales de luz, pues ellas viajan sobre
geodésicas nulas (i.e. la constancia de la velocidad de la luz en el vacio). El factor
conforme es determinado por el segundo postulado, pues la ecuaci6bn de continuidad
T"w = 0 no es invariante bajo transformaciones conformes, es decir esta ecuacién no
se cumple para una métrica § relacionada con la métrica original por una transforma-
cién de la forma g = N(x)g. Esto significa que el conocimiento del tensor momentum-
energia Tuv determina el factor conforme y de esta forma la estructura del espacio-
tiempo, es decir, el campo gravitacional.
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Esta ecuacién T*"v = 0 de conservacion local de la energia y el momentun se puede poner
en una forma méas familiar relacionando las simetrias de la variedad con las leyes de con-
servacion, i.e. a través del Teorema de Noether. Si la métrica admite un campo vectorial
de Killing K, esta ecuacién puede ser integrada para dar una ecuaci6n de conservacion glo-
bal [DeW 75]. Sea p* := T*"K, entonces aplicando el teorema de Gauss, con D una regién

compacta con frontera 00

/p“do., % /P“:ud"x £ 0 3-3
2D D

Esta ecuacién se puede interpretar fisicamente diciendo que el flujo total sobre una
superficie cerrada de la componente K del tensor momentun-energia es cero.

El tercer postulado establece la "ecuacién de movimiento" para el campo gravitacional.
Estas ecuaciones escritas en la forma 2-3 se pueden interpretar diciendo que todas las
formas de materia son la fuente del campo graviiacional. Esta forma de escribir las
ecuaciones de campo sitds al campo gravitecional a un nive! diferente de los otros
campos de materia como va fué discutido en el andlisis de! segundo postulado.
Sin embarge iz formulacion de las ECE a partir de un principio de minima acciér.
ecuacidn 2-4, recuperz de alguna manera la descripcién unificada y sitia a la gravedad
al mismo nive! de las otras tres interacciones fundamentales de la naturaleza. abriendo
la posibilidad de dar una descripcién cuéntica unificada de todas las formas de
materiz, incluidz la gravitacidn. Esta descripcion unificade va un poco més allé, pues al
igual que en el modelo estandar de las particulas elementales [Moh 86], en donde las
interacciones se describen a través de un formalismo gauge. e! campo gravitacional
también se puede obtener @ partir de un principio de invarianza gauge.

Pero, cuél ha sido la dificultad de formular una teoria cuéntica de la gravedad, a
‘pesar de disponer formalmente de una estructura matemética similar, como lo expresa
la ecuacién 2-47. Del formalismo de segunda cuantizacion (o de otros formalimos
equivaientes como las C-Algebras, integrales de camino de Feynman etc [Fri 72].) sabe-
mos Como cuantizar una teoria a partir de una densidad Lagrangiana (el integrando de
la ecuacion 2-4), sin embargo todos los intentos para cuantizar el campo gravitaciona! se
han encontrado con una serie de dificultades, hasta hoy en dia insuperables, tanto de
carficter matemético como de interpretacion [Bir 86]. Entre las dificultades de carécter
matemético esta el problema de la no renormalizabilidad perturbativa de la gravedad cuén-
tica [Tej 89]. ‘tHooft [tHo 73] a comienzos de los 70 probd que toda teoria gauge es
perturbativamente renormalizable, pero este resultado no es aplicable al caso del campo
gravitacional pues el grupo de simetrias gauge de la gravedad, a diferencia de los gru-
pos gauge de las otras interacciones, es no compacto. La interpretacién fisica de esta
sutil, pero aparentemente fundamental, diferencia matemética no es clara, pero dos he-
chos importantes que situan a la gravedad aparte de las otras interacciones, y sobre las
cuales se basa en gran parte la interpretacion fisica de las teorias de campo sobre el
espacio de Minkowski (i.e. en ausencia de la gravedad) nos dan una idea del tipo de pro-
blemas con que nos tropezamos al intentar generalizar los esquemas cuénticos al campo
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gravitacional. En primer lugar los campos de materia son funciones definidas sobre la va-
riedad espacio-tiempo, cuya ecuaci6én de movimiento describe su evolucién sobre esta
variedad, a diferencia del campo gravitacional cuyo campo son los mismos coeficientes mé-
tricos que determinan la estructura de la variedad, esto es el campo gravitacional juega un
"doble" papel, el de campo de materia y a su vez sustrato sobre el cual el, y los otros
campos de materia evolucionan. Esta situacién es una consecuencia del principio de equi-
valencia el cual establece que todas las formas de materia se acoplan con la misma inten-
sidad al campo gravitacional, incluido el propio campo gravitacional (no linealidad de las
ecuaciones de campo con las correspondientes dificultades mateméticas que esto implica).
En segundo lugar nos encontramos con un problema que pone en entredicho los principios
fundamentales sobre los cuales se basa ia interpretacion del formalismo de la teoria cuén-
tica de campos sobre el espacio de Minkowski: Los conceptos de particula y vacio pierden
su significado en presencia de la gravedad [Unr 76]. El problema no es que en el espacio-
tiempo de Minkowski exista una manera inica de definir los conceptos de vacio v parti-
cula, sino que esta definiciéon es invariante bajo el grupo de Poincaré, el cual es el grupo
de isometrias de la variedad Minkowskiana. Cuando la gravedad esta presente esta simetric
se pierde v no hay forma de definir ios esiados de vacio y particula de manera Unica,
conduciendo a una serie de de nuevos fendmenos. tales como el efecto Hawkins [Haw 74 ]
o la creacion de particulas por la expansion cosmica [Chr 84], con profundas consecuern
cias en astrofisica. cosmologia y particulas elementales. Es de anotar que todos estos
nuevos fenémenos han sido encontrados en el contexto de La Teoria Cuéantica de Campos
sobre Variedades Curvas la cual es solo una "primera aproximacién” a una Teoria Cudn-
tica de ia Gravedad. Esto nos dé una idea del potencial fisico que tendria una teoria uni-
ficada de la gravedad con las otras fuerzas fundamentales de la nacuraleza. Por ejemplo
el Efecto Hawking se prsenta como una posibilidad para eliminar el problema de las sin-
gularidades, inevitables en el marco de la TGR clésica.

La aparente irreconciabilidad entre la teoria cuéntica y la relatividad general es en verdad
un dilema cuya solucién podria conducir a radicales cambios en los conceptos funda-
mentaies de la fisica.

APENDICE

Podemos ahora definir un operador diferencial, llamado la derivada de Lie, en términos
de la estructura misma de la variedad sin necesidad de recurrir a estructuras adicio-
nales sobre M, como en el caso de la derivada covariante (para las definiciones béasicas
y la notacién ver [Tej 92].

Consideremos un Cf—campo vectorial X sobre M. De las ecuaciones diferenciales
ordinarias se sigue que existe una dnica curva maximal A(t) & través de cada punto
peM tal que A(0) = p y cuyo vector tangente en el punto A(t) es el vector Xikm.
Ahora YqeM 30U c M abierto, con qel/ y ¢ >0 tal que X define una familia de difeomor-
fismos @,:U >M, con Jt|< ¢, en donde cada punto pem lo translada una
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distancia paramétrica t a lo largo de las curvas integrales de X. As{ este difeomor-
fismo define la funci6n lineal ®,.. La derivada de Lie Ly T de un campo tensorial T

con respecto a X es definido por:

LyT|:= lim +{T|, - @.T|) A-1

P ot

De aqui se sigue que la derivada de Lie satisface las siguientes propiedades:

L-1: Ly transforma tensores linealmente y preserva el tipo de tensores y las
contracciones

L-2: VT,5¢T5 se tiene Ly(S 8T) = LyS ®T + S ® LT

L-3: Para toda funcién Lyf = Xf

L-4: { LyY)f = X(YT) - Y(Xf)

De la tliima propiedad la derivada de Lie de un campo vectorial corresponde al
conmutador de los campos vectoriales, ie. LyY = [X.Y] = XY = YX. Tambien
podernos encontrar las componentes de la derivada de Lie de un campo tensorial T
del tipo (r,s) en una base coordenada:

(LeT)™  Sga = [T™ Sh. as)X - TV Mg a0 St -
ce TH %y, 0X 0xB 4+ - A-2

De estas relaciones se sigue que la derivada de Lie de un campo tensorial depende no
solamente de la direcciobn del campo vectorial X en el punto peM, sino tambien del
comportamiento del campo en puntos vecinos (a través de oX'/oxP). Este operador
diferencial definido por la estructura de la variedad es demasiado limitado para servir
como la generalizacion del concepto de derivada parcial sobre R”, la cual es necesaria
para establecer las ecuaciones de campo de la fisica sobre una variedad arbitraria M.
Para obtener una generalizacion adecuada de derivada en este contexto, liamada la
derivada covariante, es necesario introducir una estructura adicional sobre la variedad.

Un difeomorfismo ®: M————— M se llama una isometria si ® deja invariante la
métrica . g = g VpeM, y por tanto @4: Tp———>Ta(p) preserva el producto escalar.
Si el grupo local uni-paramétrico de difeomorfismos & generado por un campo
vectorial K es un grupo de isometrias, entonces a K se le llama un campo vectorial
de Killing. AsT la derivada de Lie de la métrica es nula: Lgg = 0. Por lo tanto un
campo vectorial de Killing satisface la ecuacién

Kas + Kew = 0 A-3

Inversamente, si K es un campo vectorial el cual satisface la ecuacién A-3 (la ecuacién
de Killing) entonces es facil ver que Lgg = 0 y por tanto & generado por K es un
grupo de isometrias.
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Una variedad, en general, puede no admitir campos vectoriales de Killing, reflejando el
hecho que la variedad no posee simetrias. Sinembargo, en muchos casos de interés la
variedad admite r campos vectoriales de Killing K'”, « = 1,2, ,r linealmente indepen-
dientes, y puede ser mostrado que el conjunto de vectores de Killing forman un
édlgebra de Lie de dimensiétn r sobre R, donde 0 < r < n(n + 1)/2, siendo n la dimen-
sion de la variedad. El grupo local de difeomorfismos generado por estos campos
vectoriales de Killing constituyen el grupo de Lie r-dimensional de isometrias de la
variedad M. Por ejemplo una variedad 4-dimensional con métrica Lorentziana y tal que
Rasvs = 0 globalmente, admite un grupo de isometrias de n{n + 1)/2 = 10 parametros,
el cual corresponde al modelo fisico de la variedad espacio-tiempo de la relatividad
especial (el espacio-tiempo de Minkowski) con el grupo de Poincaré, como su grupo
de isometrias.

Dada una C -conecci6n los leoremas de exisiencia de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias aplicados a la ecuacion para las geodésicas, muestrar que para cuaiquier p e
My cualquier Xp ¢ TpM existe una geodésica maximal xx(s) en M. con p = ix(0) y
(5/ds)x;s;0 = Xp. Sir 21 la geodésica es Gnica y depende continuamente de los valores
iniciales p v Xp. Esto nos permite definir una transformacion de ciase C7, liamada la
transformacion exponencial exp,

exp: TpM———M A-4

X exp(X) = »x(1) con »x(0) = p

Esto es, & cada vector X ¢ TpM le asocia un punto q « M que estd a una distancia
p q q

paramétrica unidad & lo largo de le geodésica que se inicia en p y cuyo vector tangente

en p es X.

Esta transformacién exponencial no necesariamente estd definida para todo X en
TpM. pues Iz geodésica »x(s) no esté, en general, definida para todo s. Esta situacion
conduce a las siguientes defliniciones:

Definicion: Una curva geodésica Ax(s) se llama completa si esté definida para todo s.
Definicion: Una variedad M se llama geodésicamente completa si todas las geo-

désicas de M son completas

En este Gltimo caso la transformacion exp estéa delinida para todo TpM. Para X
« TpM y t ¢ R fijos, la geodésica rx{as) tiene como vector tangente inicial tX, asf
exp(tX) = ax(1) = xx(t). Esto significa que la funciéon exp transforma rectas a través
del origen de TpM a geodésicas sobre M que pasan por p.

Sea M completo o no, la funcién exp es de rango n en p, y por tanto del teorema de
la funcién implicita [Spi 72] existe una vecindad abierta Up del origen de TpM y una
vecindad abierta Up de p en M, tal que exp es un Cr-difeomorfismo de Up sobre Up.
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