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Resumen: La fonnulaclOn matem6tlca abstrecta de la Teorra Generel de la Relatividad (TGR> . 
dada en la década de los sesenta. condujo e uno de los més Interesantes descubrimientos 
de la frslce actual: los teoremas de Penrose-Hawklng soore singularidades del es pecio­
tiempo. En el presente artrculo se discutiré el contenido frslco de los postuiados de le TGR. 

Abstract: The abstract mathematical fonnulatlon of the Generel Theory al" Relatlvity (GTR>. 
gave In the slxtles years . brought fOM one of the more Interestlng Issues In ph:vslcs : 
the Penrose-Hawklng·s theorems on spacE:'-time singularltles . In thl~ paper wlll be 
dlscussed the physlcal meanlng of the postulates for the GTR 

INTRODUCCION 

En un primer artículo [Tej 92) se formularon los postulados de la TGR sobre los cuales 
están basados los famosos leoremas de singularidades de Penrose y Hawking. Este arlículo 
tiene como objeto principal discutir el Significado físico de estos postulados y analizar 
algunas de sus consecuencias en el contexto de una formulación cuántica de la materia. 
en particular discutiremos el problema de definir los conceptos de vado y partrcula 
cuando la gravedad es tomada en cuenta. 

Hasta el presente no se ha podido dar una formulación consistente de la teoría cuántica 
de la gravedad. pues todos los intentos han encontrado dificultades tanto de caracter ma­
temático como de imerpretación fi!;ica áel formalismo. A pesar de eSl() . es aÚII posible 
estudiar los efectos de la gravedad sobre los campos cuánticos de materia. Para este fin 
se considera el campo gravitacional como un campo clásico de materia descrito por las 
ecuaciones de campo de Einstein (EeE). mientras que los demás campos son cuantizados 
de la manera usual. Esta aproximación es conocida con el nombre de campos cuánticos 
sobre variedades curvas [Bir 86). cuya predicción más conocida es el efecto Hawking 

. [Haw 73]. Le. contrario a lo que predice la TGR un hueco negro emite radiación. 

En la primera parte del artículo se dará una rápida revis ión de los conceptos básicos de 
Relatividad Especial. haciendo énfasis en la estructura de grupo de la variedad Minkows­
kiana. En la segunda parte se enunciarán los postulados de la TGR. El significado físico 
de estos postulados y sus consecuencias sobre la interpretación de los conceptos de vado 
y partícula, cuando la fuerza de la gravedad está presente, serán discutidos en la última 
parte. Los fundamentos matemáticos básicos para enunciar los postulados de la TGR fue­
ron discutidos en un artículo anterior [Tej 92]. sin embargo. en el apéndice daremos unas 
definiciones matemáticas adicionales necesarias para la discusión de los postulados . 
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1- LA VARlEDAD ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI 

En 1905 Einstein propuso la teor ía especial de la relatividad la cual revolucionó los con­
ceptos de espacio y tiempo. Un aspecto importante de esta teoría es la unificación que 
ella hace de estos conceptos, reuniendolos en una simple entidad matemática llamada la 
variedad espacio-tiempo, la cual está caracterizada por una estructura de la forma 

1-1 

que mide la "distancia" entre dos eventos físicos caracterizados por las coordenadas 
{XO.X' . X ~ .X3 } :; x' y x. -+ dx •. La variedad espacio-tiempo dotada con esta métrica se 
conoce con el nombre de la variedad de Minkowski (.M,T)) , en donde ~~. es el tensor 
métrico de Minkowski definido por: 

r¡ •• = diag(-+1.-1,-1,-1) 1-2 

El grupo de POincaré es el grupo de isometrías de la variedad de Minkowski. i.e . el 
conjunto de transformaciones de la forma 

X'.= JI".X· -+ aV 

con 1-3 

las cuales dejan invariante el elemento de arco }-1. Las transformaciones homogeneas 
(con a" = o) forman el llamado grupo de Lorentz , dentro de las cuales se pueden 
distingu ir dos subgrupos de trans formac iones: las rotaciones rígidas de los ejes 
espaciales y !.as llamadas "boost" de Lorentz que representan trans formac iones entre 
sistemas de referencia inerciales con ejes paralelos. De aquí se sigue entonces que el 
grupo de Poincaré es un grupo de Líe no compacto con 10 generadores. 

El principio de relatividad lo podemos formular diciendo que las leyes de la física son 
invariantes bajo el grupo de Poincaré. Este es un aspecto de fundamental importancia 
en la ffsica, y en particular en la Teoría Cuantíca de Campos (TCC) eTl donde los 
conceptos de partícula y vacío deben su existencia y significado al grupo de Poincaré. 
Mientras que es , en principio. directo escribir las ecuaciones de movimiento de las 
interacciones fu ndamentales, la electro-débil y la fuert.e. en una forma covariante de 
Lorentz, nos encontramos con serios problemas cuando se considera la interaccióTI 
gravitacional. Fué precisamente el an álisis de estas dificultades las que llevaron a 
Einstein a formular la Teoria General de la Relatividad (TGR). 

2 - POsnn.ADOS DE LA TEORlA GENERAL DE LA RELATIVIDAD 

Los postulados de la TGR fueron enunciados en un artrculo anterior [Tej 92], sin embargo 
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para efectos de hacer el, presente artTculo autocontenido los repetiremos en esta secci6n. 

El modelo matemático que adoptaremos para el espacio-tiempo es el par (.M,g) donde .M es 
una C .... -variedad de Hausdorff conectada y g es una métrica de Lorentz sobre .M [Str 84] 

Los dos primeros postulados , que describen la naturaleza de las ecuaciones que obedecen 
los diferentes campos de materia, son comunes tanto a la TER como a la TGR [Haw 73]. 

1m: Postulado: Causalidad local. 
Sea p • .M, con U una vecindad convexa de p, tal que toda curva no como de espacio que 
pasa a través de p intercepta la hipersuperficie como de espacio XO = O (el fndice O se 
reserva para lEl coordenada temporal) dentro de U. Sea L: el conjunto de puntoS de la hiper­
superficie XC = O los cuales pueden ser unidos por curvas no como de espacio en U con 
el pumo p, Emonces los vé1lore~ de los campos de materia en p deaen estar univocamente 
determinados por los valores del carr.po )' sus derivadas hasta un orden finito sobre L 

~ Postulado: Consenracibn local de la energra y el momentun. 
Las ecuaciones que gobiernan los campos de materia son tales que existe un tensor 
simétrico TO

', llamado el tensor momemun-energía, el cual depende de los campos, de 
sus derivadas covariantes y del tensor métrico. y satisface las siguientes propiedades : 
,¡) T"' se anula sobre un subconjunto ab 'ertú U e M si y solo si lOdos los campos de 
materia se anulan sobre M . 

ji) El tensor momenLUfl-energíEl obedece la ecuación T"',. = O 

La primera condici6n expresa el principio que todos los campos poseen energía, ex­
cluyendo la posibilidad de la ex is tencia de energía negativa y la segunda expresa la con­
servaci6n loca,l de la energía y el momentun , pero ellas no no~ dicen como construir el 
tensor T •• para un conjunto de campos dados. o si este es único. Pero en la práctica 
tenemos una manera única de construirlo si las ecuaciones de los campos de materia 
se pueden derivar a partir de una dens idad lagrang iana [Ilz 80]. En este caso la ecuaci6n 
de campo se obtiene a partir del principio de mínima acci6n, el cual establece que la 
acci6n para los campos de materia, lEl cual está dada por 

S .. := !l('f(l), 'f(l) ;., .. . )dDx , 2 -1 

es estacionaria bajo variaciones de los campos en el interior de una regi6n compacta :D . 
En lo sucesivo 'f(l)Q , - ,. denota los diferentes campos de materia (identificados por el fn ­
dice i) que uno incorpore en el modelo, El tensor momentun-energra se obtiene entonces 
a partir de la densidad lagrangiana L. considerando el cambio en la acci6n inducido por 
un cambio en la métrica [Bir 86]: 

2 &5 
.- ldet{g)I Sg .... (x) 2-2 

Hasta el momento la métrica g no ha sido espeCificada. E,n la TER, la cual no incluye 
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los efectos gravitacionales, la métrica se asume Minkowskiana, i.e. signatura Lorentziana 
y curvatura global nula. Se podda pensar que el campo gravitacional puede ser incluido 
manteniendo la métrica plana e introduciendo un campo de materia extra. Sinembargo 
los experimentos han mostrado que los rayos de luz son denectados cuando pasan 
cerca de una masa gravitacional, y asi, puesto que ellos siguen geodésicas nulas , 
muestra que la métrica del espacio-tiempo no puede ser plana. Entonces adoptando la 
idea de que la gravitación está representada por la métrica misma del espacio-tiempo, 
el problema que se plantea es el de encontrar las ecuaciones de campo que relacionan 
la métrica con la distribución de materia. Guiados por el principio de correspondencia, 
el cual establece que en el caso de campo gravitacional débil, las ecuaciones de 
campo deben reducirce a las ecuaciones de NeWlon, y teniendo en cuenta los postulados 
1 y 2, podemos enunciar el tercer postulado: 

~ Postulado: la ecuación de campo. La ecuación de campo que gobierna los efectos 
gravitacionales , llamada la ecuación de campo de Einstein (ECE) , está dada por: 

2-3 

la cual puede ser deducida a partir dé un principio de mínima acción [Bir 86]. en donde 

2-4 

es la acción total , con G es la constante de gravitación de NeWlon , A la constante 
cosmológica y SIoI es la acción para los otros campos de materia, ecuación 2-1. 

3 - EL CONrENIDO FISrCO DE LOS POSTI1I.ADOS 

El primer postulado se puedé resumir como el problema de Cauchy para los campos 
de materia, Le., bajo que condiciones las ecuaciones de campo para la materia poseen 
una única solución . Sinembargo, en este postulado la métrica g (esto es. el campo 
gravitacionaJ) es tratado a un nivel diferente de los otros campos de materia definidos 
sobre .M y le da a este un caracter geométrico especial. 

En este punto se plantean dos problemas: El primero concierne con la estructura causal 
misma del campo gravitacional, esto es si el tambien obedece una relación de causali­
dad como lo exige el primer postulado para los otros campos de materia, y el segundo 
problema que surge es en que medida los elementos de la teoría de la gravedad son 
objetos fisicamente observables, esto es, si por medidas locales se puede detenninar 
de manera única (tal vez salvo factores de escala.) la métrica. 

El primer problema planteado ha sido objeto de estudio (Choquet-Brulah y Geroh [Ger 
69]») y de hecho se ha podido demostrar que las ecuaciones de campo de Einstein, 
junto con las ecuaciones para los campos de materia, son suficientes para detenninar 
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la evolución del espacio-tiempo, dadas ciertas condiciones iniciales convenientes , y 
ademas que ellas tambien satisfacen el postulado de causalidad. Aquf solo quiero resal­
tar sobre este primer problema dos diferencias importantes del campo gravilacional con 
respecto a los otros campos de materia: 12 Las ECE son no lineales , aún en ausencia 
de campos de materia, esto es, el campo gravitacional es fueme de si mismo. 22 

Puesto que la métrica define la estructura misma del espacio-tiempo, uno no conoce 
a priori, cual es el dominio de dependencia de los valores iniciales y cual es la región 
sobre la cual la solución ha de ser determinada. 

Si {xa } son coordenadas normales en una vecindad normal LJ de p • .M, no es dificil 
probar [Haw 73) que los puntos de .M que pueden ser alcanzados a partir de p por 
curvas TlO como de espacio en U son aquellos cuyas coordenadas saLisfacen (q ue co­
rresponde a la región de U causalrnente conectada con p) 

3-1 

L!1 fronl(~r& de estos puntos es formada por la imagen del cono nulo de p bajo la 
transformación exp. que corresponde al conjunto de todas las geodésicas nulas que 
pasan por p. As i, observando que pumos de la región U pueden comunicarse causal­
mente con p, se puede determinar el cono nulo Np en T p. Veamos entonces que si 
conocemos Np podemos determinar la métrica, salvo un factor conforme. Sea!1 X y Y 
• Tp vectores como de tiempo y como de espacio respectivamente. La ecuación g (X + 

), Y, X + A Y) = O posee dos raices reales Al y A2, pues el discriminante de la forma 
cuadrática es positivo, Le., 4g(X,Y)2 - 4g(X,X)geY,Y) > O. Tomando el producto de las 
raices obtenemos A l ),2 = g(X,X)/geY,Y), esto significa que si conocemos Np podernos 
determinar la razón de las magnitudes de un vector como de tiempo a uno como de 
espacio. Ahora consideremos dos vectores no nulos cualesquiera W y Z • Tp . De la 
identidad 

gfW.Z) = t-[gCW + Z.W + Z) - gfW,W) - g(Z.Z) ] 3-2 

podernos comparar cada una de las magnitudes del lado derecho de esta ecuación con 
las magnitudes de X o de Y, y así podemos encontrar la relación gCW.Z)/g(X.X). Por 
tanto el postulado de causalidad local nos permite medir la métrica salvo un factor con­
forme (Le. un factor de escala que depende. en general. del punto sobre la variedad), En 
la práctica estas medidas son realizadas utilizando senales de luz, pues ellas viajan sobre 
geodésicas nulas (Le. la constancia de la velocidad de la luz en el vado). El factor 
conforme es determinado por el segundo postulado, pues la ecuación de continuidad 
T'·,. = O no es invariante bajo transformaciones conformes, es decir esta ecuación no 
se cumple para una métrica r relacionada con la métrica original por una transforma­
ción de la forma r = O(x)g. Esto significa que el conocimiento del tensor momentum­
energra T •• determina el factor conforme y de esta forma la estructura del espacio­
tiempo, es decir, el campo gravitacional. 
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Esta ecuaci6n T"' ,. = O de conservaci6n local de la energía y el momentun se puede poner 
en una forma más . familiar relacionando las s imetrias de la variedad con las leyes de con­
servación, i.e. a través del Teorema de Noether. Si la métrica admite un campo vectorial 
de Killing K, esta ecuaci6n puede ser integrada para dar una ecuación de conservación glo­
bal [De\\' 75]. Sea p. := ro'K., entonces aplicando el teorema de Gauss, con ::o una región 
compacta con frontera 0::0 

! p~do ~ = J p~ ,.dnx = O 
ax> ;n 

3-3 

Est& ecuación se puede interpretar fisicamente diciendo que el flujo total sobre una 
superficie cerrada de la componente K del tensor momemun-energía es cero. 

El tercer po:, ~u l ado estahlece la "ecuaci6n de movimiento" para e: campo gravitacional. 
Estas ecullciones escritas en la forma 2-3 se pueden interpretar diciendo 'que todas las 
formas de maleri& SOTl la fuenlf' del campo gravilacional. ESla fomla de escrib ir las 
ecuaciones c,· ca.Inp'J Sil úe al campo graviteciona1 a un nivel diferente de los otros 
campo~ dé rnaleri b COTIl; , ya fu? discut ido el l el anális is del segundo postulann . 
Sin embargo la fo:-mulacióT! de las ECE a partir de l! n principio de mínima acció~ . 

ecuaci ón 2-4. recur'er& de alguna manera lél descripción unificada y sitúa a la gravedad 
al mismo nivel de las otra~ tres interacciones fundamentales de la natUraleza. abr iendo 
la pos ibilidad de Ui:!! una des cripci órl cu ámica unificada de todas las formas dé 
maleri~ . incluida la &raviu~c i ó~ . Est<: des cripción unificada vé. un poco más allá , pues al 
igual que en el modelo estandar de las partículas elementales [Moh 86J , en donde las 
interacciones se describen a través de un formalismo gauge. e! campo gravilacional 
también se puen!': obtener él parti r de un principio de invarianz& gauge. 

Pero, cuál h&' sido la dificultad de formular una teoría cuántica de la gravedad, a 
. pesar de disponer formalmente de una estructura matemática similar, como lo expresa 
1", ecuación 2-4? Del fo rmalismo de segunda cuamlzaci611 (u de otros forIllalimo~ 

equivaientes como las C-Algebras, integrales de camino de Feynman etc [Fri 72]. ) sabe­
mos como cuamlzar una teoría a partir de una densidad Lagrangiana (ei integrando de 
la ecuación 2-4), sin embargo todos los intemos para cuantizar el campo gravitaciona! se 
han encontrado con una serie de dificultades , hasta hoy en día insuperables, tanto de 
carácter matern ático como de interpretación [Sir 86]. Entre las dificultades de carácter 
matemático es tá ei problema de la no renormallzabilidad perturbativa de la gravedad cuán­
tica [Tej 89]. 'tHooft [tHo 73] a comienzos de los 70 prob6 que toda teoría gauge es 
perturbativamente renormallzable, pero este resultado no es aplicable al caso del campo 
gravitacional pues el grupo de simetrías gauge de la gravedad. a diferencia de los gru­
pos gauge de las otras interacciones, es no compacto. La interpretación física de esta 
sutil, pero aparentemente fundamental , diferencia matemática no es clara. pero dos he­
chos importantes que s ituan a la gravedad aparte de las otras interacciones, y sobre las 
cuales se basa en gran parte la interpretación frsica de las teorias de campo sobre el 
espacio de Minkowski (i.e . en ausencia de la gravedad) nos dan una idea del tipo de pro­
blemas con que nos tropezamos al intentar generalizar los esquemas cuánticos al campo 
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gravitacional. En primer lugar los campos de materia son funciones definidas sobre la va­
riedad espacio-tiempo, cuya ecuación de movimiento describe su evolución sobre esta 
variedad, a diferencia del campo gravitacional cuyo campo son los mismos coeficientes mé­
tricos que determinan la estructura de la variedad, esto es el campo gravitacional juega un 
"doble" papel, el de campo de materia y a su vez sustrato sobre el cual el, y los otros 
campos de materia evolucionan. Esta situación es una consecuencia del principio de equi­
valencia el cual establece que todas las formas de materia se acoplan con la misma inten­
sidad al campo gravitacional, incluido el propio campo gravitacional (no linealidad de las 
ecuaciones de campo con las correspondientes dificultades matemáticas que esto implica). 
En segundo lugar nos encontramos con un problema que pone en entredicho los principios 
fundamentales sobre los cuales se basa ia interpretación del formalismo de la teoría cuárl' 
tiea de campos sobre el espacio de Minkowski: Los conceptos de partícula y vacío pierden 
su significado en presencia de la gravedad [un!" 7ó]. El problema no es que en el espacio­
tiempo de Minkowski exista una mam~rA única dI' definir los conceplOS de vacio y ¡Jart í· 
cula. sino que esta definición e~ in\'ariame bajo el grupo de Poincarf , el cual es el grupo 
de isometrias cie la variedad Minkowsi<ian&. Cuando la gravedad está presente esta s irnetiÍ¡:, 
se pierde y no hay forma df: de finir jos eSLados de vaclo y partícul& de manerl1 única, 
conduciendo a una serie de de nuevo~ fenómenos. tales como el efeclo HawkiTlS [Hliw 74 j 
o la creación de partículas por la expansión cósmicü [ChT' 8ol ], con profundas consecuel¡' 
cias en astrofísica. cosmología)' partículas elementales . Es de all0l8" quP todos estos 
nuevos fenómen os han sido encontrados en el contexto de Le> Teorí& Cuántica de Campos 
sobre Variediloes Curvas la cual es solo UTl U "primerli aproximaci6T!" Ii un" Teoría Cu iln­
tica de la Gravedad. Esto nos dA una idea del pOlencial físico que tendría una Leoría uni­
ficada de la gravedad con las otras fuerzas fundamentales de 11:1 nalUraleza. Por ejemplo 
el Efecto Hawking se prsenta como uTl a posibilidad para eliminar el problema de la!> sin­
gularidades , inevitables en el marco de la TGR clásica. 

La aparente irreconciabilidad entre la teoría cuántica y la relatividad general es en verdad 
un dilema cuya solución podda conducir a radicales cambios en los conceptos funda­
memaies. de la física . 

APENDICE 

Podemos ahora definir un operador diferencial. llamado la derivada de Líe , ell término 
de la estr.uctura misma de la variedad sin necesidad de recurrir a estructuras adicio­
nales sobre .M, como en el caso de la derivada covariante (para las definiciones básicas 
y la notación ver [Tej 921 

Consideremos un Cr-campo vectorial X sobre M. De las ecuaciones diferenciales 
ordinarias se sigue que existe una única curva maximal )..(t) a través de cada punto 
pfM tal que )..(0) = P y cuyo vector tangente en el punto )..(t) es el vector X!x{t). 
Ahora Vqf.M 3U cM abierto, con qf U y E ') O tal que X define una fami ia cie difeomor­
fismos \V t : U ).M, con It l ": E, en donde cada punto pfM 10 translada una 
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distancia paramétrica t a lo largo de las curvas integrales de X. Asr este difeomor­
fismo define la funci6n lineal 4>t.. La derivada de Lie LlI T de un campo tensorial T 
con respecto a X es definido por: 

A-l 

De aquí se sigue que la derivada de Lie satisface las siguientes propiedades: 

L-l : LlI transforma tensores linealmente y preserva el tipo de tensores y las 
contracciones 

L-2: vr , S.T~ se tiene LlI (S eH) = LxS ®T + S ®LxT 
l-3: Para toda ·función Lxf = xr 
L-4 : ( Lx Y)r = X(Yf) - Y(Xf) 

De iú última propiedad la derivada de Lie de Ul! campo vectorial corresponde al 
conmutador de los campos vectoriales , Le. Lx y = [X , y] := XY - YX. Tambien 
podemo~ encontrar la~ componentes de la deri ..... ada de Lié de UlJ campo tensorial T 
de l lipo (r.s ) en una basé coordenada: 

( LxT)"" ··· ""¡>, . .. ~ = (Tcx, · ·· ""¡>, . . . ~/ax')x ' - Ti · · ·""¡>, .. . ~ax""/axl -
+ T"" · · · ""J . . . f)roX'/ox¡;' + . A-2 

De estas relaciones se sigue que la derivada de Lie de un campo tensorial depende no 
solamente de la direcci6n del campo vectorial X en el punto p.M, sino tambien del 
comportamiento del campo er! puntos vecinos (fi través de oX1/ox¡>'1. Este operador 
diferencial definido por la estructura de la variedad es demasiado limitado para servir 
como la gener~lización del concepto de derivada parcial sobre Rn , la cual es necesaria 
para establecer las ecuaciones de campo de la física sobre una variedad arbitraria M . 
Para obtener una genera)¡zación adecuada de derivada en esté contexto, liamada ia 
derivada covariante, es necesario introducir una estructura adicional sobre la variedad. 

Un difeomorfismo 4> : ..M )..M se llama una isometria si 4> deja invariante la 
métrica 4>.g = g Vp • ..M. y por lanto 4>. :Tp , Te>(pl preserva el producto escalar. 
Si el grupo local uni-paramétrico de difeomorfismos 4>t generado por un campo 
vectorial K es un grupo de isometrías, entonces a K se le llama un campo vectorial 
de Killing. Asr la derivada de Lie de la métrica es nula: L,g = o. Por lo lanto un 
campo vectorial de Killing satisface la ecuaci6n 

Ka,. + KJ,a = O A-3 

Inversamente, si K es un campo vectorial el cual satisface la ecuaci6n A-3 Oa ecuaci6n 
de KiIling) entonces es facil ver que lE g = O Y por tanto 4>t generado por K es un 
grupo de isometrias. 
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Una variedad, en general, puede no admitir campos vectoriales de KiIling, renejando el 
hecho que la variedad no posee simetrias . Sinembargo , en muchos casos de interés la 
variedad admite r campos vectoriales de Killing K1al

• ex = 1,2, '" ,r linealmente indepen­
dientes , y puede ser mostrado que el conjunto de vectores de Killing forman un 
álgebra de Líe de dimensi6n r sobre R, donde O ~ r ~ n(n .. 1}12 , siendo n la dimen­
sión de la variedad. El grupo local de difeomorfismos generado por estos campos 
vectoriales de KiIling constituyen el grupo de Líe r-dimensional de isometrias de la 
variedad M . Por ejemplo una variedad 4 -dimensional cc~ métrica Lorentziana y tal que 
RanA = O globalmente, admite un grupo dE: isometrias de n(n .. l}/2 = 10 parámetros , 
el cual corresponde al modelo físico de la variedad espacio-tiempo de la relatividao 
especial (el espacio-tiempo de Minkowski) con el grupo dE: Poincar~, como su grupo 
de isometrias. 

Dad& una C -COIlecci6n íos tE:orema~ dE: existencih dE::: ías Ecuaciones DiÍerenciales 
Oroinarias aplicados a la ecuación para las geooésicas, muestraí. que para cualquier p , 
.M Y cualquier Xp , Tp .#. existE' una georiésica maximal ). :I( s) e M. con p = ). :1 (0) Y 
(:>I clS ) :>- :s:o = Xp . S: r " 1 1" geodésicli e~ úll icél y depende continuamentE" de los valores 
iniciales p y Xp . Esto nos permile de! 'ini, una transÍormacióT! de clase C", llamada 1& 
transformación exponencia P.XIJ, 

exp: T p.M---~)..M 

X~---., exp(X) := ). :1(1) con 

A-4 

Esto es, a cada vector X , Tp.M le asocia un punto q , .M que estti !l una distancia 
paramétrica unidad a 10 iargo de la geodésica que se inicia en p y cuyo vector tangente 
en p es X. 

Esta transformaci6n exponencial no necesariamente esté definida para todo X en 
T p.M .. pues I!: geodésica ¡.:I (s) no esté. en general, defin ida para todo s. Esta situaci6n 
conduce a las siguientes definiciones: 
Definici6n: Una curva geodés ica ).:I(s} se llama completa si está definida para lodo s . 
Definici6n: Una variedad .M se llama ' geodésicamente completa si todas las geo-

désicas de M son completas 
En este último caso la transformaci61J exp estli definida para todo T p.M. Para X 
, T p.M Y t , R fijos, la geodésica ). x(as} tiene como vector tangente inicial tX, as í 
exp(tX} = "tx(]) = "x(t} . Esto significa que a funci6n exp trans forma rectas a través 
del origen de T p.M a geodésicas sobre M que pasan por p. 

Sea M completo o no, la funci6n exp es de rango n en p, y por tanto del teorema de 
la funci6n implícita [Spi 72] existe una vecindad abierta Vo del orig n de T p.M Y una 
vecindad abierta Vp de p en M, tal que exp es un CT-difeomorfismo de Uo sobre Vp . 
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