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RESUMEN: Estudiando las simetrias del espacio-tiempo y su relacién con el grupo
SL(2,C) adicionamos generadores de simetria tipo fermiénico para obtener el alge-
bra de supersimetria.

ABSTRACT: We study space-time symmetries and their relationship with the
SL(2,C) group, adding fermionic generators of symmetry to the Poincaré group we
obtain the supersymmetric algebra.

1. Introduccién.

El desarrollo del entendimiento de las fuerzas fundamentales esta relacionado con el
conocimiento de las simetrias de la naturaleza, con esta idea se han creado teorias
de campos cudnticos para las interacciones fundamentales: electromagnética, débil
y fuerte [1]; también se ha ido mas alla, formulando teorias en las que las interac-
ciones fuerte, débil y electromagnética son una faceta de la misma interaccién en
diferentes escalas de energia, éstas son llamadas teorias de gran unificacion (TGU)
[2].

Una de las ambiciones de los fisicos tedéricos ha sido una formulacién no-trivial de
las simetrias del espacio-tiempo para incorporar las propiedades fundamentales de
las interacciones entre las particulas existentes en la naturaleza. Por este camino
las teorias de gran unificacién se interesaron por una teoria que mezclara campos
bosdnicos y fermidnicos, dado que el espin es parte del grupo de simetrias del
espacio-tiempo, ademas la simetria que combinara fermiones y bosones deberia
combinar simetrias internas y simetrias del espacio-tiempo. Una simetria que
relaciona propiedades fisicas de particulas que tienen diferente espin se conoce
como supersimetria (SUSY) [3]. Esta teoria surgié en la década de los 70 y desde
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entonces han sido ampliamente investigadas sus implicaciones en teorias de gran
unificacién.

En el presente articulo empezamos estudiando el grupo de simetrias del espacio-
tiempo, grupo de Lorentz y grupo de Poincaré, para luego ver la relacion que hay
con el grupo SL(2,C), e introducimos la notacién espinorial para establecer un
homomorfismo entre este grupo y el grupo de Lorentz. Por dltimo, se extiende el
algebra del grupo de Poincaré para formar el algebra de supersimetria.

2. Grupo de Lorentz.

Las leyes fisicas son independientes del sistema de referencia desde el cual se de-
scribe un sistema fisico [4], consecuentemente encontrar las transformaciones entre
diferentes sistemas posibles es de importancia fundamental. En mecanica clasica la
correspondencia entre sisternas inerciales es expresado por las transformaciones de
Galileo, las cuales permiten relacionar las coordenadas de dos sistemas inerciales
que se mueven con una velocidad v’ constante uno respecto delotro & = A-z+ 9t y
t = t’ donde A es una transformacién ortogonal que indica la posicidn relativa en el
espacio de los sistemas de referencia en t = 0. Esta transformacién de Galileo fun-
ciona muy bien con las leyes de Newton pero no cuando se aplica a fenémenos de
la luz. El interferémetro de Michelson-Morley ha permitido establecer experimen-
talmente la constancia de la velocidad de la luz para todos los sistemas inerciales,
contrario a la regla de suma de velocidades de las transformaciones de Galileo.
Ademas las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo las transformaciones
de Galileo. La dificultad la resolvid la teoria de la relatividad especial, postulando
que la velocidad de la luz es la misma en todo sistema de referencia inercial [4].

Para una senal de luz propagandose como una onda esférica, la ecuacién del frente
de onda es:

2 = 2% 4 y? + 22
El postulado de la relatividad implica que en cualquier otro sistema de referencia
inercial el cual coincidia con el primero en t = 0, la ecuacién del frente de onda
sera:

22 = 2% 4 2 4 2°
En notacién cuadri-dimensional definimos z# = (¢,Z) y gu» = (1,-1,-1,-1), con
#=0,1,2,3, donde hemos hecho ¢ = 1, las relaciones anteriores seran:

"z’ = g, 2%z = &% (1)
Ahora todo el conjunto de transformaciones lineales que relacionan z# a z* preser-
vando la relacién (1) constituye un grupo llamado Grupo de Lorentz.

Si suponemos que z# = A¥z", donde A’ es la transformacién que relaciona z#
con z*# denominada transformacién de Lorentz, preserva (1) entonces:

v __ /i v
guwztz’ = g, 2%z

Jap = AﬁgwA,‘é
Jop = AZ“Q#VA;
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en forma matricial es [5):

g=ATgA (2)
Tomando el determinante en esta expresién encontramos det(A) = +1. Con
esto tenemos una clasificacién de las transformaciones de Lorentz como trans-

formaciones propias si det(A) = +1, y transformaciones de Lorentz impropias si
det(A) = —1. Tomando la componente temporal de la ecuacién (2) tenemos:

1= Afgu Ag = (A9)? — (AD)?
donde
IASI? > 1
permite la siguiente clasificacién de las transformaciones de Lorentz: si A > +1

transformaciones de Lorentz ortocronas y si AJ < —1 transformaciones de Lorentz
no-ortocronas.

Para completar el estudio de las transformaciones de Lorentz, podemos pensar que
una transformacién de Lorentz finita es equivalente a una serie de transformaciones
sucesivas infinitesimales,y es claro que en el grupo esta definida la transformacién
identidad. Suponemos entonces: A4 = 84 + €4 con 64 la identidad y €/ una
variacion infinitesimal; usando la ecuacién (2)

9po = gva‘;Az = gpo + Jpv€o + 9;40(;
Y
€po = —€sp

concluyendo que €, es una matriz antisimétrica, por lo que tiene solo seis términos
independientes, lo que significa que se necesitan seis parametros para definir una
transformacién de Lorentz. Con esta idea introducimos:

My, = (2,0, — 2,0,) (3)
al cual se le llama generador del grupo de Lorentz.

Una transformacién de Lorentz finita se puede expresar como una sucesién de
transformaciones infinitesimales, esto es: si 2% = z# + efz¥ ~ exp(iwe - M)z¥,
donde ¢ - M = €,, M"”, entonces una segunda transformacion estd dada por la
expresion

7" = exp (1€’ - M')z’ = exp (1¢' - M") exp (1¢ - M)z

y usando la férmula de Haussdorff [6] tenemos:

z" =exp(1€'~M'+t(-M+(%)[1€~M,16’~M']+ ERER

Con la definicién del generador dada en la ecuacién (3) se puede ver:
[Myy, Mpo) = 190 pMyuo — 19upMyo — 1900 Myp + 194s M, (4)

Los conmutadores de los generadores del grupo definen el algebra del grupo. En
este caso corresponde al algebra del grupo SO(3,1) y se puede mostrar que esta
algebra corresponde a dos algebras del grupo de rotaciones SU(2) x SU(2) [7].
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3. Grupo de Poincaré.

La invariancia de un sistema fisico bajo traslaciones uniformes en el espacio-tiempo,
ie., z = z# + a* con a* un cuadrivector de traslacién, debe ser un principio
incluido en la formulacién de las leyes fisicas. Considerar esta invariancia bajo
traslaciones cuadri-dimensionales con el grupo de Lorentz es lo que se conoce
como grupo de Poincaré. Adicionalmente para una traslacién 4-dimensional se
necesita un parametro para cada direccién, por tanto el grupo de Poincaré tendra
cuatro nuevos parametros. Definimos asi el generador de traslaciones:

P,=-19, (5)
Los conmutadores de los generadores son:

(Myv, Po] = —19up Py + 19, Py (6)

(Pu, P] =0 ()

El dlgebra del grupo de Poincaré la constituyen las ecuaciones (4), (6) y (7). Ahora
bien, se pueden construir cantidades tales que conmuten con todos los generadores
del grupo, a estas cantidades se les llama invariantes de Casimir. Para el grupo
de Poincaré se construyen dos de tales cantidades, P*P, y W*W, donde W¥ es
el 4-vector de Pauli-Lubanski definido por:

W = %c“"""P,M,,,

Con los invariantes de Casimir se pueden clasificar las representaciones irreducibles
del grupo de Poincaré [7). Los casos mas interesantes fisicamente son:

1)P*P, = m? y WFW, = m?s(s + 1) donde s = 0,1,%,--- que representa

particulas masivas con espin s.

2)P¥P, = 0 representa particula de masa en reposo cero, con esto se tiene
WHEW, = 0 y ademas P*W, = 0 Y por tanto P¥ y W, deben ser propor-
cionales,i.e., W# = AP* donde A se le conoce como helicidad y toma valores
+s.

Podemos ver explicitamente como el espin es parte del grupo de Poincaré, por

tanto buscar una simetria que combine particulas de diferente espin se traduce en
la necesidad de extender el dlgebra del grupo de Poincaré.

4. Grupo SL(2,C).

Este es el grupo de matrices complejas 2x2 tal que si A € SL(2,C), entonces
det(A) = 1. El grupo SL(2,C) presenta una relacién con el grupo de Lorentz,
para ver esta relacién mas explicitamente supongamos una base {I,o*} donde las
o' son las matrices de Pauli, entonces cualquier matriz hermitica se puede escribir
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en términos de esta base, i.e., X = o,z* con z¥ los coeficientes para la base.
Ahora para una matriz que transforme como X’ = AX At con A € SL(2,C) se
tendrd que X’ sigue siendo una matriz hermitica por la propiedad de A, y con la
forma de la transformacién de X" se tiene la igualdad det(X) = det(X'). Como X'
es hermitica también tendra una expansién en la base X’ = o,z* , lo cual implica
que la igualdad de los determinantes se puede escribir explicitamente como:

det(X) = (z°)” = (2')? = (27)? = (2°)? = (z°)* = (2')* = (27)* = (z°)* = det(X")

Esta ecuacién implica que la transformacién X’ = AX At induce una transfor-
macién de Lorentz sobre los coeficientes z#.Se puede mostrar la existencia de un
homomorfismo entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz. Para ver este homomorfismo,
introducimos cantidades de dos componentes complejas, espinores, de forma que
& = A€ y det(A)=1. En teorias de campo relativista tenemos dos clases de es-
pinores: los que transforman con la matriz A y los que transforman con la matriz
A*, y se denotan como £ y £°* = 5¥, respectivamente. Con esta definicién de
espinor se puede generalizar a espinores de orden superior y verificar las siguientes
relaciones con los cuadrivectores [6):

Eaa = a“(oy)ad (8)
y la relacién inversa es ]
a, = -2-Tr(£a.,) 9)

Podemos establecer ahora una relacidon entre una transformaciéon bilineal de es-
pinores de la forma:

f:rd = Agfp;é Afip

Partiendo de la relacién (9):
1 1
a, = -2-Tr(£'a,,) = ETr(AfA'a“)
y usando (8) tenemos

Tr(Ao'”A'a,,)a., =Aya, (10)

N -

a, =
de forma que asociamos
1
A:"(A) = ETr(a,,Aa"A') (11)

Con esto se establece una relacién dos a uno entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz,
puesto que a las matrices A les corresponde la misma transformacion de Lorentz.
Con la ecuacién (11) se puede mostrar que el grupo SL(2,C) y el grupo de Lorentz
cumplen la misma tabla de multiplicar,i.e.,

A)(AB) = AZ(A)AY(B)
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Asi mismo se puede mostrar que las matrices unitarias que se encuentran en
SL(2,C) forman un subgrupo equivalente al grupo de rotaciones y las matrices
hermiticas de SL(2, C) se asocian al boost de Lorentz; por lo que el grupo SL(2,C)
es isomorfo a SU(2) ® SU(2). El grupo SL(2,C) tiene dos representaciones funda-
mentales inequivalentes segin SU(2) ® SU(2): 1) (1,0) la cual transforma como

¥, = MB4ys con M € SL(2,C) y 2) (0,1) transforma como ¥, = M;ﬂiﬁ con
M* € SL(2,C).

La representacién (0, %) transforma como la complejo conjugada de (%, 0), y los
generadores de las representaciones son &** = (540" —g'o*) y o* = L(o*5" —
o’ "), respectivamente.

5. Introduccién a Supersimetria.

En teoria de campos cuanticos relativistas el espacio de Hilbert donde se trabaja
se descompone en una suma directa de un espacio de estados bosénicos y uno
de estados fermidnicos, y es tal que un generador bosénico no puede cambiar
un estado bosénico por uno fermidnico y viceversa. Una teoria Supersimétrica
contiene generadores que conectan estos dos espacios, transformando bosones en
fermiones y fermiones en bosones.

Para la construccién de un operador que genere una simetria fermién-bosén y
ademas deje la fisica intacta, que conmute con la matriz S , se debe tener G = B+ F
donde G es el generador de simetria, B la parte del generador que cambia bosén-
bosén y fermién-fermién y F' la parte de fermion-bosén. Estas partes se puede ver
que cumplen las relaciones:

B, B%] = B®
[F',B%) = F®
{F',F?} = B®

(12)

Esta es el dlgebra caracteristica de teorias supersimétricas llamada élgebra de Lie
graduada [8].

Coleman y Mandula investigaron las propiedades de los generadores bosdnicos y
encontraron que cualquier grupo de simetrias bosdnicas de la matriz S en teorias
de campo relativista se puede expresar como el producto directo de un grupo de
simetrias internas con el grupo de Poincaré [10]. El resultado de las investigaciones
llevé al teorema excluyente de Coleman-Mandula: “Todos los generadores de una
supersimetria deben ser fermidnicos” [11]. Por tanto en Supersimetria se tendran
generadores (), que son generadores tipo fermidnico, que cambian el espin en una
cantidad semi-impar, cambiando la estadistica del estado.

El teorema de Coleman - Mandula propone por tanto explorar generadores fermié-
nicos, asi si suponemos una métrica definida positiva para el espacio de Hilbert, es
decir, la norma de un operador es mayor que cero si y sélo si el operador es nulo,
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|G|* > 0 y por tanto:
1
G = 5(G'G + GG = %{G',G} >0sii G#0

Considerando entonces la parte fermiénica tenemos que {Q', Q} es mayor que cero
para un generador fermidnico no nulo.

Supersimetria es una simetria del espacio-tiempo, no es una simetria interna, por
lo que podemos suponer que @ esta en alguna representacién (j,j’) del grupo de
Lorentz, por tanto Q' esta en una representacién (', j) y entonces el anticonmu-
tador {Q' Q} estara en la representacién (j +j’, 7'+ j). Ahora el anticonmutador
lo que indica es una doble operacién del generador @Q por lo que el anticonmutador
debe ser de tipo bosénico y se puede ver que el tinico objeto en el sector bosénico
que pertenece a la representacién (%, %) es P, por lo tanto el generador Q debe es-
tar en la representacione (3,0) o (0, 3) de SL(2,C), y el 4lgebra se podra expresar
como:

(Qa, My] = ‘;'(”uV)gQB (13)
Qo b1 = 105001 ”
[QmPﬂ]= [Q_énPu]:O (15)

Con el argumento dado anteriormente se tiene que:
{Qa; Q3} = 2(*),5Pu (16)

Las expresiones del dlgebra de Poincaré junto con (13),(14),(15) y (16) constituyen
el dlgebra Supersimétrica. Si nos detenenos en la ecuacién (16) podemos concluir
que dos transformaciones de supersimetria equivalen a una traslacion en el espacio-
tiempo, ademas podemos ver que [Qa,P?] = 0y [Qa,W?] # 0 donde P2 y W?
son los invariantes de Casimir del grupo de Poincaré. Estas relaciones implican
que en una representacion irreducible del dlgebra supersimétrica estan contenidas
particulas con la misma masa pero con diferente valor de espin. Esto es, si B es un
bosén, entonces B — F a través de @, donde F' es un fermién con la misma masa
que B, a estas particulas se les denomina ”Superpartners” o supercompafieras.

6. Conclusiones.

Se inicié estudiando las simetrias del espacio-tiempo y las representaciones del
grupo de Lorentz por medio del grupo SL(2,C) dada la existencia de un home-
omorfismo entre los dos grupos. Con esto se puede ver como una extension del
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algebra del grupo de Poincaré lleva al dlgebra supersimétrica, resumida asi*:

[le’ Mpo] =19ypMyuo — 19upMys — 1900 Myp + 19ue My, (4)
[Myy, P, = —19,,P, +19,,P, (6)
[P,.,P.,] =0 ’ (7
Qo Myu)] = %(Ulﬂ’)gQﬁ (13)
Qs M) = 5Q5(5)8 (14
[Qa, Pu] = [Qd)Pu]=0 (15)
{an Qp} = Q(au)aﬁPﬂ (16)

El dlgebra supersimétrica permite tener particulas de diferente espin con la misma
masa en un mismo multiplete irreducible. Se concluye asi que Supersimetria es
una teoria relativista que generaliza de una manera no-trivial las simetrias del
espacio-tiempo.
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