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RESUMEN

Para el potencial generalizado de Morse es posible calcular en forma exacta
las funciones de onda para los estados acotados y del continuo asi como la

funcién de Green asociada con el operador Hamiltonano.

ABSTRACT

For the generalizad Morse potencial it is possible to calculate the exact
wave functions for the bound and continuum states as well as the Green

function associated with the Hamiltonian.

INTRODUCCION

El potencial de Morse es muy conocido debido a que representa un
modelo real para la interaccion nuclear en moléculas diatéomicas. Con
este potencial, es ademas posible solucionar la ecuaciéon de

Schrédinger independiente del tiempo en forma exacta tanto para los
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estados acotados como los del espectro continuo. Recientemente se ha
despertado un interés muy particular en este potencial debido a las
multiples aplicaciones no sélo en moléculas diatémicas sino que se ha
extendido al anélisis de los niveles vibracionales altamente excitados
de moléculas poliatomicas en donde se presentan enlaces del tipo
X—-H [1,2]. Los resultados experimentales del espectro estan de
acuerdo con los calculados utilizando estos potenciales que consideran

los valores correctos de masa para los atomos X y H.

En este articulo se presenta el calculo de los estados acotados y del
espectro continuo asi como la funcion de Green para una
generalizacion del potencial de Morse en donde se introduce un
parametro adicional t. Este parametro permite que el potencial sea
mas flexible ya que se puede emplear tanto en la representacién de
las curvas de energi’a potencial del estado electrénico base asi como
para los estados electronicamente excitados donde se puede tener o

no un espectro acotado.
DEFINICION DEL POTENCIAL

Una generalizacién del potencial de Morse [1] se hace con la

introduccion del pardmetro t:
V(R)=D [¢ 2@ Ro) _ g4 g x(F-To) (1)

donde D representa la energia de disociacién, Ry la distancia de
equilibrio internuclear y « es la constante de anarmonicidad. Para

valores positivos de t se tiene el potencial convencional de Morse:

V(R)=t2D [ 22 Ro) _g g-atB-Tio) (2)
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siendo:

Ro=R, - &1n(t)

la posicién de equilibrio donde el potencial es minimo. Para valores

negativos de t, el potencial es estrictamente repulsivo.
FUNCIONES DE ONDA Y FUNCION DE GREEN

El hamiltoniano para la parte radial en unidades atémicas es

que con el cambio de variable
zZ= %\] 2uD e—a(R—Ro)

se transforma en

donde

J2pD
B= o

La ecuacién radial de Schrédinger

(E-H)yp=0

es posible resolverla mediante la sustitucion

()
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W(z) (A

'/’(Z) = Nz ) = (53

Es conocido que con estos cambios de variable el problema se reduce

a una ecuacién diferencial de Whittaker [3]:
”» 1_ 2
w +[—l+t—ﬂ+———-(4 s )]W=0 (6)
4 z z

Las dos soluciones linealmente independientes son las funciones de
Whittaker: Mg ((2), que es regular para z — 0 y Wyg ((2z), que es
regular para z — oo [4, form 9.220.4].

Las funciones de Whittaker estan definidas como [4, form 9.220.2,

9.220.3):

My (z) =e 22272 Py —t8+¢,2¢+1,2)

Wip,((2) = % M p,(2) +F@F§C_)Tm Mip,-(2)

(1F; es la funcion hipergeométrica confluente).

Si en el potencial generalizado de Morse t es positivo, las funcién
radial que satisface las condiciones de frontera para estados acotados
(finita en el origen y de cuadrado integrable) esta dada por las
funciones de Whittaker M,5.(z) y los valores propios
correspondientes que se interpretan como las energias de los niveles

vibracionales de los nicleos son:
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l/+%

e 2
E,=-Dt*(1-

¥ . B (7)

Esta ecuacién se obtiene al igualar el primer argumento de la funcién
hipergeométrica confluente a un entero negativo (3 —t8+¢= —v), lo
cual significa que la funcién ,F; ese reduce a un polinomio. A partir
de (7) se determina el niimero maximo de estados acotados que

soporta el potencial:

donde |c| es la funcién mayor entero contenido en c. La funcién
Mg v /2(z) para el caso de los estados acotados se reduce a los
polinomios generalizados de Laguerre [4, form 8.972.1], asi las

funciones propias normalizadas se escriben como:

_ av!(2tp—-2v-1) —Z/2 tB-Vv—1/2 Y2B—2v—1
'I’V(R)—\ r(2tp—v) . L. o

(8)
Vale la pena recordar que las condiciones de frontera estan definidas
para los puntos singulares del potencial (1) que corresponden a
R = #o00. La aproximacion de considerar que una de las fronteras en
R =0 y la otra en infinito no da lugar a ningin error sustancial pues
la contribucién de la region no-fisica -co< R<0 a la integral de
normalizacién es el orden de 107'% para el estado base de una

molécula diatéomica tipica.

Las funciones de onda del continuo (E > 0) tanto para el potencial

repulsivo (t<0) como para el potencial atractivo (t>0) estan dadas
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por la funcién de Whittaker W,z ((z). Cuando se normalizan en el

espacio de energia, se escriben oomo:

RIK) = () e SR L w, ), )

con
K=ia(

(K es el niimero de onda de la particula que se dispersa). La funcién
de onda (9) es regular en el origen de coordenadas y a partir de su
comportamiento asintotico se determina el corrimiento de fase para la

dispersién por este potencial [5].

La funcién de Green para el operador hamiltoniano con el potencial

generalizado de Morse que satisface la ecuacién no-homogenea
(E-H) g(R,R’; E)=6(R-R’) (10)

y las condiciones de contorno se puede determinar a partir del
wronskiano formado por las soluciones linealmente independientes
halladas anteriormente [7]. su forma explicita luego de algo de

algebra es:

(R RiE) = -2 L IO 0y (o Wi ()01

donde z-, (z<) es el mayor (menor) de las dos variables z y z’.

Para algunos problemas como los que se presentan en los procesos de
la captura disociativa de electrones por moléculas diatémicas [8] es

conveniente tener para la funciéon de Green una representacion
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integral que sea simétrica en z y z” y valida para valores arbitrarios
de E. Esto se hace mediante la representaciéon integral para el

producto de las funciones de Whittaker (ver [6] ec 5-c pag 86).

1

~iffp =~ B VR 5

g(R,R’;E)=_%JdS§% J—3e D) I 2527)
0

(12)

Para finalizar, presentamos otra forma de la funciéon de Green cuando
utilizamos el desarrollo en serie doble de la funcién modificada de
Bessel en términos de los polinomios generalizados de Laguerre [4,
form 8.976.1]. Luego de realizar las integrales respectivas y de utilizar
las relaciones de ortogonalidad de los polinomios generalizados de

Laguerre se llega a:

—je+ e o) LE(z)L(2)

Ry 2m
§R,R5E)= —Fe o T(2¢+n+1) (¢-tB+1i+n)

(13)
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