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RESUMEN

Se desarrolla la teoria de perturbaciones independientes del tiempo para i operador
arbitrario HO')=:’0 Ak g® que se puede expandir en series de potencias de un

pardmetro de perturbacién A. Una.formulacién unificada permite establecer la
interrelacién formal entre los métodos de Rayleigh-Schrodinger, Brillouin-Wigner y el
de transformaciones canénicas. Se propone un nuevo método que hemos denominado
aproximacién de Born.

ABSTRACT

Time-independent perturbation theory is developed for an arbitrary operator
H(X):kio A*A® which can be expanded in power series of the perturbation

parameter A. A unified formulation allows the establishment of a formal interrelation
between the methods of Rayleigh-Schrédinger, of Brillouin-Wigner and of canonical
transformations. A new method, here called Born approximation, is proposed.

1. INTRODUCCION

La presentacion estdndar de la teoria de perturbaciones [1-3] hace uso bdsicamente de
dos suposiciones: (i) el operador AQ) se puede descomponer como la suma de un
operador no pertubado A o y una perturbacién de primer orden A", (ii) Los
operadores B y A son hermiticos. En el presente trabajo se desarrolla la teorfa de
perturbaciones dentro de un contexto més general, analizando el caso de un operador
AaQ) que depende de un pardmetro A y que admite, en principio, una expansién en
potencias de A con contribuciones de cualquier orden:

A= kgo AA® =00 Vo) (1)



donde
0):= 5 A A%, @

Por otro lado, los operadores AQ\), A®, para k 2 0, pueden ser no hermiticos y el
pardmetro de perturbacién A un nimero complejo. La generalizacién no es s6lo de
interés académico ya que muchos problemas fisicos, por ejemplo en fisica nuclear o en
colisiones moleculares, hacen uso de potenciales efectivos complejos, donde la parte
imaginaria del potencial permite simular la pérdida de particulas debido a procesos
inelasticos [4-6].

Como consecuencia de un cuidadoso tratamiento se desarrolla una formulacién
unificada que permite establecer la interrelacién formal entre los métodos de Rayleigh-
Schrédinger, Brillouin-Wigner [7] y el de transformaciones canénicas [3].

2. CORRECCIONES A LOS KETS PROPIOS

El objeto central de la teoria de perturbaciones es el de desarrollar un procedimiento
sistemdtico que permita solucionar la ecuacién de valores propios

AW v, ™) = E,0) |w,0) 3)

asociada con un operador arbitrario H(L); esto es, tanto los valores propios E,(A)
como los kets propios |w,,0»)> son cantidades desconocidas que queremos determinar,
al menos de manera aproximada. La suposicién bésica consiste en aceptar que el
operador A(A), sus valores propios y kets propios admiten expansiones de Taylor en
términos del pardmetro de perturbacién A:

An= 5 2 A® @)
EM=X VEP ®)
)= 5 3 |ve). ©

Convencionalmente se denomina sistema no perturbado y sistema perturbado a las
situaciones fisicas en las cuales A es igual a cero o diferente de cero, respectivamente.
En lo anterior, los coeficientes de la expansi6n del operador A(A) se determinan segin
la relacion



a*Ha)

G 1

A=0

la cual es til debido a que A(A) es conocido. Para los valores propios y kets propios
se cumplen relaciones similares pero, en principio, no las podemos aplicar debido a
que justamente E,(A) y |y,(A)) son las cantidades desconocidas que queremos
determinar. El objetivo de la teorfa de perturbaciones es el de desarrollar una técnica

que permita evaludr las cantidades {E,(,O), ED, E®, } {| v\, W), [y, } a

partir del conocimiento de (I?(o), A® A% ) )

2.1 Condicion de normalizaciéon

Por las ventajas para los célculos analiticos subsiguientes y sin pérdida alguna de
generalidad elegimos la condicidn de normalizacién

< ) W,.O»)> (8)

Al substituir (6) en esta expresion, suponer que los kets propios no perturbados estin
normalizados a uno, (\y,(lo) I\y;")) =1, y tener en cuenta que la relacion resultante debe

cumplirse para valores arbitrarios de A, dentro de un cierto radio de convergencia, se
obtienen las relaciones de ortogonalidad.

1 aram=0
(m)\ — p
o > {0 param>1. ©)

Esto es, para cada estado n, los kets l (”") que representan las correcciones (m > 1) se
,(,°)> . Como el

,(,°)> se forma como

deben elegir como ortogonales al correspondiente ket no perturbado,

valor propio E(°) puede ser g veces degenerado, el ket propio
una combinacién lineal

O)= 3 a,[ve). (v

=1 F
donde los coeficientes de la expansién son nimeros complejos arbitrarios, excepto por
la restriccion de la condicién de normalizacién (9). Para garantizar el cumplimiento de
la condicién de ortogonalidad (9), es conveniente introducir el operador proyeccién

Pn=i_r=l r(u(r)))< nr

O) =8, , (10)

(11 a)




W,,(X)) extrae la parte que es ortogonal a |\V,(,°)> ;

el cual al actuar sobre un ket arbitrario

|,00) =B, |[w,) = T A* |y, (11b)
y conduce, por lo tanto, a la descomposicién
VL) =| W) + B, | w, ). (12)

2.2 Ecuaciones basicas para el método de aproximaciones sucesivas

Al substituir las expansiones (4), (5) y (6) en la ecuacién de valores propios (3), se
obtiene la expresion

A k(g® _ p ) 4L O _
k};“,ox(ﬁ En),‘éoan)-o, (13)

la cual podemos reagrupar en potencias de A mediante el cambio de indices m=k + 0 y
el intercambio del orden de las sumas, para dar como resultado (ver Apéndice):

ngo A" kgo (H(k) B Er(rk)) [y ) =0. (14)

Al lado izquierdo se tiene una serie de potencias en A, la cual es idénticamente igual a
cero. Esta relacién se cumple para valores arbitrarios de A, dentro de un cierto radio de
convergencia, si los coeficientes de la expansi6n son idénticamente cero:

kE (ﬂ(” E("))I\y('" ")> 0, param=0,1,2,3,... 15)
Este conjunto de infinito mimero de relaciones constituye la base de la teoria de
perturbaciones ya que permite desarrollar aproximaciones sucesivas para calcular los
valores propios y kets propios de A®\).En problemas reales no es viable considerar el
conjunto de infinito nimero de valores posibles para m y es necesario restringir 1os
célculos a un rango finito, digamos: m =0, 1, 2, 3, ..., M. En este caso se dice que la
aproximacion es de orden M.

La ecuaci6n correspondiente a m=0, (H 2 E,‘,O))I\y§°)> =0, describe el problema no
perturbado; esto es, la situacion fisica en la cual se asigna al pardmetro A el valor cero:

lim A=A =R(), lim E,0)=E” =E,0)

Jim v, 00) =) =| v, 0), (8°- E2)lwio) =0. (16)



Formalmente el conjunto de ecuaciones (15) se puede solucionar una a continuacién de
la otra, a partir de la ecuacién de valores propios correspondiente al operador no
perturbado, la cual tiene asociado el resolvente

6%)=(z-A°)" = ;?(0) 17)

cuya existencia requiere que Im (z) =¢£>0 [8]. Por definici6n, G(O)(z) no es otra cosa

que el inverso del operador (z = H(O)), por lo tanto
(z _ H(O)) G(O)(z) (0)( ( ((») =, (18)

Para simplificar la escritura de las ecuaciones es conveniente introducir las
abreviaciones

6 =G E® +i¢) (19)

6= COE) +ig). (20)

donde el subindice n se refiere al estado n-ésimo bajo consideraciéon vy
sobreentendemos que € es diferente de cero pero infinitesimalmente pequeiio.

Si en la ecuacién (15) se separa el término & = 0, la correccién de m-€simo orden (m 2>
1) se puede escribir en término de las correcciones de orden inferior a m, dando origen
a la siguiente ecuacién que constituye un resultado fundamental dentro del presente
tratamiento de la teoria de perturbaciones:

m
|wim) = G Z_: (H(k) - E,(,")) |\|1,(,"' "‘)> ; para m> 1.
En virtud de las relaciones (9) se cumple para m 2 1 la identidad |w("‘)> (”‘)> ,la
cual permite reescribir el resultado anterior en la forma
'('rn)> =P kgl (m —k)> , para m21, (21)
donde por comodidad hemos definido operadores auxiliares
GH =G (19 .. (")) r para k> 1. 22)

La inclusién del operador B, en las expresiones anteriores permitird garantizar que las
relaciones de ortogonalidad (9) se cumplen automaéticamente.



3. CORRECCIONES A LOS VALORES PROPIOS

Para determinar {E,‘,O), EW ED, } formamos en (3) el producto escalar con el bra no
perturbado (y?| y escribimos el valor propio E,(A) en la forma

E,M) = (v VW) = (v + (V| AWE, | v, ) 23)

donde hemos tenido en cuenta la condicién de normalizacién < 0 \v,,(l)> =1. En

particular, como consecuencia de la segunda ecuacién (16) y de las expansiones (4) a
(6), los valores propios no perturbados se obtienen a través del valor esperado

E® =(y@|A°y©). (24)

Para determinar las correcciones a los valores propios substituimos las expansiones (4)
y (6) en (23) para obtener

E\)= "20 Am <W£O)| H(m)l w’(10)> n kgj 20 Am+k <W§0)| a® P IW’('M)> y

Al intercambiar el orden de la doble suma (ver identidad 5 en el apéndice) y comparar
el resultado con la expansion (5) encontramos la siguiente expresion fundamental para
la determinacion de las correcciones a la energia no perturbada:

E™ = (w'(lml g(m)l W£°)> + kz’::O (w’('0)| a® 3 IW'(K,,. _k)> )

,(,0)) =0;para

. . 0
m 2 1, el sumando correspondiente a k = 0 se anula, aiin en el caso de que A seano
hermitico. Para demostrar esta afirmacién escribimos, en primer lugar, la ecuacién de
valores propios para A 0 y su ecuacién adjunta

A®|y®) = EC|yo), (v (Iq«») E(°>) (wO|. 25)
Ahora bién, por definici6n, se dice queA * es el operador adjunto de A si para todo par
de kets (digamos, | f ) y|g)) se satisface la igualdad <A+g|f> = <g IA f). Esto es, en el
caso particular bajo consideracién se cumple param > 1,

WO e = (w0 ) = () w0 i) = (B9 w0 [wir) =0, @)

donde la tltima igualdad es consecuencia de la relacién de ortogonalidad (9).

En conclusién, 1a correccién de orden m al valor propio se determina por medio de la
relacién

10



£0= £ (vo| A% 2~ |vir-) param 1, @n

en la cual s6lo interviene aquella parte de A(A) conformada por los (m+1) primeros

operadores A ® 0<k<m, y s6lo se requiere conocer las correcciones de orden (m-1)

e inferior para los kets propios. A propdésito, para agrupar en (27) todos los términos
en una sola suma, hemos empleado la identidad

le= 1 para kﬂ‘=0 28)
B, para k>1.

4. TEORIA DE PERTURBACIONES DE RAYLEIGH-SCHRODINGER

Como consecuencia de los resultados anteriores surge inmediatamente la teoria de
perturbaciones de Rayleigh-Schrodinger, la cual parte de la suposicién de que el

0 i
operador no perturbado, A ), es hermitico y que representa un observable. Entonces

sus kets propios (H(O) - E}o’)|\yj(°)> =( forman un conjunto ortonormal completo, el

cual permite descomponer el operador unidad como una suma de proyectores
1= 0 (0], (29)
;’ Vi) (v

donde la suma sobre j indica suma sobre la parte discreta e integracion sobre el
continuum. Se supone igualmente que el problema de valores proplos no perturbado se
ha solucionado completamente.

La correccién de orden m al ket propio se determina mediante la relacién (21) la cual,
al aplicar (29) para evaluar el resolvente C,(,O) , adopta la forma

Iw’(l,,.)) G(O) Z (H(k) E(k)) (- k))
_];n o, param21, (30a)

donde el proyector P, es el responsable de la exclusion de los estados no-perturbados,
degenerados, correspondientes al valor propio Ef,o), y los coeficientes de la expansion
est4n dados por

o= £ (0| A%vir*). Gob)

v zo 7o E‘°’ E®

En particular,

11



C}In) — (WJ(O)I H(”l \V,fo)> 30¢)
C(z) <“’(0),H(2)|W(0) ’Z E(O) E(O) Cf(l)qm (30 d)

La correccion de orden m al valor propio se calcula combinando las relaciones (27) y
(30 a):

B = (w0 A wio) + , (o] A 27 [wir0)
k=1

= <W’('0)I H‘""lwn“”) ; (\V(O) I H(k)l \V}O)> Cj(_mn_k) , (31 a)

E(O) E(O) k=1

donde sobreentendemos que la suma sobre k se anula si su limite superior es menor
que su limite inferior. En particular, las correcciones de primer orden y de segundo
orden son:

ED=(v}

©) (31b)

F2=(vi

(1) (D)
0)> ;’E“” (0>C)C Blo)

De esta manera se han reconstruido los resultados usuales de la teoria de
perturbaciones pero, en virtud del método empleado en el presente papel, estamos
ahora en capacidad de desarrollar algunos puntos adicionales que serdn objeto de
estudio en las siguientes secciones.

S. OPERADOR DE TRANSFORMACION ENTRE ESTADOS
PERTURBADOS Y NO PERTURBADOS

La ecuacién (21) sugiere definir un operador 0"("') tal que al actuar sobre el estado
propio no perturbado | y(”) genere la correcci6n de orden m al ket propio:

lwe)=0," v (32)
con
00=T, o™=p ks,l GHO™P para m>1. (33)

12



La definici6n de estos operadores es de interés ya que permitird establecer la conexién
con el método de transformaciones canénicas descrito por Davydov [3]. Al tener en
cuenta las relaciones de ortogonalidad (9), se verifica que estos operadores satisfacen

olvir)= (ol )= {3 pmnse &

En virtud de (6) se puede introducir un operador J[A), el cual por definici6n

transforma la solucién n-ésima del problema de valores propios no perturbado (A = 0)
a la soluci6n n-€sima del problema de valores propios asociado con el operador l?(k) .

lw, ) = O, |y (35)
donde
o= 5 A" 0" (36)

A prop6sito, si por algin método diferente se logra conocer Un(x), entonces los

operadores 0,,("') se podrian determinar a través de la relacién

U(m) - L' ama,o\')]A . (37)
=0

Conceptualmente el operador U,(A) asociado con el n-ésimo estado propio surge dentro

de un contexto similar al método de las transformaciones canénicas discutido por
Davydov [3], excepto que no exigimos que sea un operador unitario o isométrico. Las
propiedades que lo caracterizan est4n implicitas en las relaciones que lo definen; esto
es, en las ecuaciones (33) y (36). Cualquier condicién adicional que se imponga sobre
este operador requiere demostrar previamente la consistencia con las definiciones
bésicas ya enunciadas. Para fines de referencia, nos referiremos al procedimiento que
ha surgido en el presente articulo como el método del operador de transformacion

o).

5.1 Cilculo de la energia a través de valores esperados con los estados no
perturbados

Es de interés demostrar que la correccién E™ a la energfa se puede calcular como el

valor esperado de cierto operador efectivo ??ff,"') y del estado no perturbado. En efecto,
con base en (23) y (35), el valor propio E,(A) se puede escribir como el valor esperado
del operador

13



%0 =AM ON)= A" R (38)
esto es,

E,0=(w| (1) vi%) = Z A" (v 7,7 wi?). (39)

donde la segunda igualdad en (38) surgi6 al expandir el operador ?AC,,(X) en potencias
de A. Para determinar los operadores fcf,'"), substituimos (4) y (36) en (38),
permutamos las sumas mediante aplicacién de la relacién (5) del apéndice y usamos la
identidad P,,k 0,,(") = U,,m , para encontrar

%f‘m) - kgo H(k) P"m -k Un(m -k) . (40)

Al comparar la expresion (39) con la expansién (5) para E,(A) , se obtiene que las
correcciones a los valores propios se determinan mediante la relacion

0= | w0 5, (P BB v ). pwamze,

donde, para m 2> 1, el sumando k = 0 se anula por las razones de ortogonalidad arriba
anotadas. La primera igualdad es de interés ya que indica que la determinacién de
E{™ no requiere determinar explicitamente las correcciones a los kets propios y que es
suficiente hacer uso de (40) y (33) para generar los operadores efectivos que permiten
la evaluacién de E™ como un valor esperado.

5.2 Ecuacién de Lippmann- Schwinger para el estado perturbado

En esta seccién se demuestra que el operador 0,,(1) satisface una ecuacién del tipo

Lippmann-Schwinger [9]., lo cual permite establecer la conexién con el método de
Brillouin-Wigner [7] para la teorfa de perturbaciones. En primer lugar, al substituir
(33) en (36), se encuentra que el operador 0,,(1) se puede escribir en la forma

17,.(?~)= f+8 f: Am i G,[,” U,f'""k),
m=1 k=1
de tal manera que al intercambiar el orden de las sumas (ver relacién S del apéndice) se
tiene
O(\)=1+B GOW(X)0[7), 42)
donde hemos empleado la definicién (22) para G,[,” e introducido una perturbacién
relativa

14



w():= 52 (8% - E9) = 0y - (E ) - ) = (E”-2°) - (E,3) - A)
43)
enlacual V() es el operador perturbacién definido a través de la ecuacién (2).

En virtud de (35) y (42), la solucién del problema de valores propios para
A()\) satisface la relacién

v ) =|w©®) + B; 6" W) w,M). (44)

la cual es una ecuacién del tipo Lippmann-Schwinger conocido en teoria de colisiones
[9]. Es de interés observar que si se substituye la dltima igualdad (43) en (44), se usa la
identidad (18) y la ecuacién de valores propios (3) se encuentra la identidad,
|w,,(1)>=|\|l,$°)> +P \y,,(k)). Hasta donde conoce el autor, la ecuacién (44) es un

resultado nuevo dentro del contexto de la teoria de perturbaciones.

Las ecuaciones (42) y (44) se pueden iterar para dar como resultado

oM=1+ £ (62w 5 a)
wi)=|vio)+ £ (2. 67 W) |ve) (45 b)

donde el subindice n recuerda que se trata de cantidades asociadas con el n-€simo valor
propio. Al substituir la ecuacién (45 b) en (23) obtenemos una expresion implicita de la

forma E,(A) = F(E,,(?»)) , cuya solucién conduce a los valores propios E,(A) .

5.3 Consistencia de resultados

Es 1til observar que (45 b) es consistente con las relaciones (37) y (33) que
constituyeron el punto de partida para la deduccién. Ahora bién, para verificar la

consistencia de los resultados aplicamos el operador (E,(,O) A4+ e) a lado y lado de
la ecuacién (44) , de tal manera que

(50894 1w

= (E,(lo) ~-A%%i e) lw©) + (E,‘,°’ ~A%+i e) B, G W(A)| v, ) (46)

En primer lugar, se observa que el primer término de la derecha se anula y que la

identidad que sobrevive es equivalente a (H(O)—E,(,°’)|\y,$°)>= 0, lo cual se verifica

15



substituyendo la perturbacién W, (1) por la tltima igualdad (43). En segundo lugar, la
ecuacion de valores propios (3) para A(A)se puede reconstruir en virtud de la identidad

(E0-A)B,=E0- A© @)

y de la relacién (18).

6. TEORIA DE PERTURBACIONES DE BRILLOUIN- WIGNER

Demostraremos que la teoria de perturbaciones de Brillouin-Wigner es un caso
especial de la ecuacion (44). Como la perturbacién relativa W,(1) incluye el valor
propio desconocido E,,(X) , €s conveniente reformular la expresion (45 b) para dejar
explicita la contribucién de ¥(A). No es conveniente substituir (47) en (46) ya que la

expresion resultante tiene la desventaja de no incluir el proyector B, el cual queremos
mantener para garantizar el cumplimiento de las relaciones de ortogonalidad ya
discutidas. Por esta raz6n nos restringimos ahora a un operador A hermitico, ya que

en este caso A y P, conmutan, y se cumple por lo tanto la identidad

(E;‘” ~A%+i e) B=p (E,(f” ~A%+i e) , A hermitico. (48)
Empleando esta propiedad y la relacién (43) podemos reescribir (46) en la forma

[E,,(X) _AR)+ie+(1-) vz(x)]

v,0)

= [E.3) - )+ e (1 2) W) ) + 2 ),
en la cual podemos usar la identidad

E()- A +ie+(T-B) W)= (E)- A+ ie) -2, o) 49)

n

en conjunto con (47). La ecuacién resultante permite determinar formalmente el ket
propio perturbado por medio de la expresion

v.) =|w) + G(3) B W(A) [wi©) (50)

donde G,,(X) es el resolvente efectivo

16



6, (N):= 1 —-%(e92r ) 69 . (51)
) o7 1270 3. (eop. 7)) 6

En esta expresion la dltima igualdad surge de usar la identidad, en el limite N — oo,

(A-8)'=a'+(A'8)(A-B) ' =% (A 8) A+ (A 8) (A-B) . 6D

r=0

Al comparar (50) y (35) se deduce la relacién
O(x)=1+G,(A)BW,(A)

=1‘+§0( 6O P, v(x G B, [V(x) E[(A)- E‘O’)] (53a)

en la cual G,(,f)i es el resolvente defintido en la ecuacion (20). Al aplicar este operador
sobre el estado no perturbado, la expresién resultante se puede simplificar en virtud de
la relacion P |\V(°’) 0, de tal manera que obtenemos

‘Vn(l)>=|\l’§°)> ( 9P V(k)) |w,(,°)>: (53 b)

la cual no es otra cosa que la ecuacién que constituye el punto de partida del método de
Brillouin-Wigner [7]:

VW) =| v + G2 B, V(A
7t

Tanto en la serie como en la ecuacion integral interviene el resolvente G( en lugar del

v,W) A hermitico. (54)

operador G,f )que participa en la teoria de Rayleigh-Schrodinger y en el resultado
general (45 b). Igualmente, al substituir (54) en (23) se obtiene una expresién implicita
de la forma E,(A) = F(E,,(k)) , cuya solucién conduce a los valores propios E,(A) .

7. APROXIMACIONES DE BORN Y DE BRILLOUIN-WIGNER DE
ORDEN R

Las ecuaciones (45 b) y (54) permiten desarrollar métodos de aproximacion
alternativos al de Rayleigh-Schrodinger. Definimos como aproximacién de Born de
orden R a aquella en la cual la suma infinita que interviene en (45 b) se aproxima por
una suma finita que va desde r = 1 hasta r = R, donde R es un entero positivo.
Similarmente, la aproximacioén de Brillouin-Wigner de orden R es aquella en la cual la
suma que interviene en (54) se evalia incluyendo sélo-hasta el R-ésimo sumando.
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En particular, si suponemos que el operador no perturbado representa un observable y
empleamos la descomposicién (29) para el operador unidad, encontramos que las
aproximaciones de orden uno de Born (B) y de Brillouin-Wigner (W) estdn dadas por

V.[A
\V,.> _I‘V(o)>+ Z I‘V ) E(ofn( E)~(0) (5)

)+ 3 ) ol &

lw\ _
Wn )" WQ E(O)

donde el nimero 1 sobre una letra se refiere a la aproximacién de primer orden y
hemos introducido elementos matriciales

Val1)= (] P00 i) o7

Las aproximaciones anteriores tienen una forma similar a la de Rayleigh-Schrédinger
(RS) (ver 30) pero se diferencian entre si en algunos aspectos. En la de RS sélo

interviene la perturbacién de primer orden A" mientras que en las de B y de W
interviene la perturbacién total V(?L). Por otro lado, (55) se calcula con base en las
energias no perturbadas, mientras que (56) hace uso de las energias perturbadas.

Si hacemos uso de las expresiones anteriores y de (23), las aproximaciones de primer
orden de Born (B) y de Brillouin-Wigner (W) para los valores propios de A()) adoptan
la forma:

| Vie(A) Vil A)
E;M)=EP+ m(ﬂﬂ%ﬁ o

EYQ=E®+V,(\)+ X V) Wt (59)
k#n k:v(A')_ E;O)

Tanto en la de RS como en la de B participan las energias no perturbadas mientras que
en la de W la energia perturbada k:v (A) aparece en el denominador en lugar de E® . La

incégnita k;v (A) se encuentra solucionando la ecuacién no lineal (59), para lo cual
existen métodos numéricos eficientes [10]. Se observa que en las correcciones de
primer orden aparecen términos de la forma (31) que sélo intervienen en la teoria de
RS como correcciones de segundo orden. Esto significa que las aproximaciones de B y
de W convergen més rdpidamente que la de RS. Por otro lado, la primera
aproximacién de Born (ecuaciones 55 y 58) requiere un esfuerzo numérico idéntico al
que se necesita en el método de RS para determinar correcciones de la energia a
segundo orden y de los kets propios a primer orden.
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8. CONCLUSION

Por medio del procedimiento desarrollado en el presente trabajo hemos formulado la
teoria de perturbaciones de una manera general, sin restringirnos a operadores
hermiticos ni a contribuciones de primer orden en el operador ﬂ(x). Para la teoria de
Rayleigh-Schrodinger se han obtenido expresiones genéricas que permiten evaluar las
correcciones de cualquier orden tanto para los kets propios como para los valores
propios del sistema perturbado. Se ha determinado un operador U (A) en el espiritu del
método de transformaciones canénicas descrito por Davydov [3], excepto que no ha
sido necesario imponer la restriccién de que sea isométrico o unitario. El operador
U,(A) obedece una ecuacién tipo Lippmann-Schwinger que conecta los kets propios no
perturbados con los kets propios perturbados, de tal manera que por su intermedio se
desarrolla una serie de Born que permite solucionar aproximadamente la ecuacién de
valores propios para ﬂ(k). En el caso particular de operadores no perturbados que sean
hermiticos, la ecuacién de Lippmann-Schwinger conduce también al método de
Brillouin-Wigner para la teorfa de perturbaciones. La interrelacion entre los diferentes
métodos ha sido posible a través de una formulacién unificada de la teoria de
perturbaciones y de un cuidado tratamiento del papel que desempefia el proyector B, en
el intercambio del orden de las sumas en diferentes expresiones.

Al lector le puede parecer que la deduccion es mas complicada que la tradicional, pero
el tratamiento dado en este articulo permite tener una visién unificada de los diferentes
métodos de la teoria de perturbaciones y su interrelacién. Igualmente, segin lo que
conoce el autor, ha conducido a un resultado completamente nuevo, como es la
ecuacioén (45 b) y el aqui denominado método de Born. Por otro lado, en problemas
practicos es suficiente aplicar los resultados generales obtenidos y no es necesario
deducir de nuevo cada una de ellos.

En la presentacién estdndar de la teoria de perturbaciones se distingue el caso no
degenerado del caso degenerado. El presente método es aplicable a ambas situaciones
ya que en la expansién (10) podemos elegir todos los coeficientes como cero, excepto
uno de ellos que se hace igual a uno, de tal manera que las ecuaciones de Lippmann-
Schwinger se iteran a partir del estado |\y,(,°)> = Iw,(,(,’)) . El proyector P, sigue

obedeciendo la definicién (11a) para garantizar que no se presenta singularidad alguna
al evaluar el resolvente asociado con el Hamiltoniano no perturbado.

APENDICE
Sea A(n, m) una funcién de dos variables discretas, sobre los valores

n=N, N+1, N4+2, N43, ...,00; m=M, M+1, M+2, M+3, ..., oo,
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donde N y M son enteros predeterminados. Esto es, el conjunto de valores A(n, m) los
podemos organizar en forma matricial, como sigue:

AN, M)

AN+, M)  A(N+1, M+1)

AN+2, M)  A(N+2, M+1) A(N+2, M+2)

AN+3, M)  A(N+3, M+1) A(N+3, M+2) A(N+3, M+3)

Sumar todos estos elementos matriciales conduce a la identidad

o M-N+n 3 oo
Y > Amm Z ZA(n+m-M,m)
n=N m=M m=M n=N (1)

la cual corresponde a dos maneras diferentes, pero equivalentes, de hacer la suma
especificada. Al lado izquierdo sumamos sobre las filas, mientras que en el lado
derecho sumamos sobre las columnas. Suponemos que la doble suma converge,
independiente del orden en la cual se realiza.

Con la ayuda de la identidad anterior podemos demostrar ahora la equivalencia de las
ecuaciones (13) y (14), las cuales constituyen el punto clave en la argumentacién
presentada en el texto del articulo:

& .kl Ak *) ? " _
kgol(ﬂ -E, )lgok l‘l’p(. )>—0 7 @
"ZO 7 kgo (H(k) ” E,(.k)) I W’Em - k)) =0 5

Demostracién Usando en (2) el cambio de indices m = k + ¢, con k fijo, conduce a

5 f: xm,_k_k(H(k)_E’(lk)),w’(lm+k—2k)>=0’ (€))

k=0 m=k

donde hemos escrito intencionalmente ¢ =m —k=m+k -2k, m =m + k - kcon el fin
de poder usar la identidad (1) reescrita en la forma

oo oo ©o K-M+m
Y Y Am+k-kb=Y Y Amk. (5)
k=K m=M m=M k=K

Comparando (4) y (5) hacemos las identificaciones K = 0, M = ky
Am+k-K =A" " k(A - E®)|ymek-20
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Por lo tanto (4) se convierte en
MK mk (A ® L) |y m - 20\ _
mgk k§0k (H _En )IWn >_O

Ahora bién, mediante el cambio de indices M = m - k, k fijo, la dltima ecuacién se
puede escribir en la forma deseada (3):

20 g‘o AM (H(k) _ Ef‘k)) ly™ -9y =0,
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