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TEORIA DE PERTURBACIONES DE BRILLOUIN-WIGNER:
OSCILADOR ARMONICO PERTURBADO

D. Campos
Departamento de Fisica, Universidad Nacional
Santafé de Bogot4

RESUMEN
Un oscilador arm6nico se somete a una perturbacién V(X)= VO(X) | p= 0> (p = O| donde

|p=0) representa un estado de impulso bién definido. Se aplica la teoria de

perturbaciones de Brillouin-Wigner para encontrar la solucién del problema de valores
propios perturbado.

ABSTRACT
An harmonic oscillator is subject to a perturbation P(A)= Vi(A)|p=0)(p=0|, where

,p = O) is an eigenket of the momentum operator. The Brillouin-Wigner perturbation
theory is applied to solve the eigenvalue equation of the perturbed Hamiltonian.

1. INTRODUCCION

En un articulo anterior [1] se encontraron expresiones que muestran la interrelacion
formal que existe entre los métodos de Rayleigh-Schrodinger [2], Brillouin-Wigner [3]
y el de transformaciones canénicas [4]. En lo que sigue se presenta un breve resumen de
los resultados bésicos demostrados en ese articulo y usaremos la notacién{a} para

referenciar una ecuacion de ese trabajo.

Dentro del contexto de la teorfa de perturbaciones independientes del tiempo, el objeto
central es solucionar la ecuacién de valores propios

AM)|w,0) = EM) | w,0) (3) (1)

para un operador arbitrario H(A) que admite, en principio, una expansi6n en potencias
de un parametro de perturbacién A:

an= 3 A a%=0°+v0). {1} )

k=0
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En el método de Rayleigh-Schriodinger (RS), los kets propios y valores propios se
determinan considerando en las expansiones exactas

EM=Z A EP () 3)
v = 2 2 [v) (6) @

s6lo los N primeros términos (aproximacién de orden N), los cuales se evaldan de
manera secuencial a partir del problema no perturbado (A = 0), segiin las expresiones (m
21)

EPs };, (v©

a® P k I Y- n) (5)

wir) =262 $, (- )

k=1

b, {2122} (6)

En lo anterior, P, =7 - i |w9) (y©
r=1

es un operador proyeccién asociado con el

subespacio correspondiente al valor propio no perturbado E},"’, el cual es g veces
degenerado; el operador

) =(-A")" =—L5 (17) @
H

z_

es el resolvente asociado con el operador A que describe el problema no perturbado
(A =0).
En el método del operador de transformacion (7,,(1) desarrollado en [1], se demuestra

que la expansi6n (4) en potencias de A se puede sumar hasta orden infinito y que existe
un operador (7,,(7») que transforma el ket propio no perturbado ,‘,0’) en el ket propio

perturbado w,,(k)), segin la relacién w,,(l)): O(A)|w®). Este dltimo se puede
determinar solucionando la ecuaci6n integral tipo Lippmann-Schwinger

) =[v%) + £, G W{A) ) (44) ®
donde

)= 5 (a® - E®) =0y - (1) - E) {43) 9)
y

6= GEO +ie) (19) (10)
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son respectivamente operadores que describen una perturbacion relativa y el resolvente

asociado con el operador no perturbado #®; el subfndice 7 se refiere al estado n-ésimo
bajo consideracién y se sobreentiende que € es diferente de cero pero infinitesimalmente

pequeiio. Hasta aquf todos los resultados son vélidos para operadores arbitrarios, A° y
V(A), hermiticos o no hermiticos.

El método de Brillouin-Wigner surge como un caso particular del método anterior y se
aplica cuando A es hermitico. En este procedimiento, el estado perturbado se obtiene
solucionando la ecuaci6n integral

[w.) = | W) + G B, V(A) | w ) (54} (11)
en la cual participa la perturbacién V(A) y el resolvente

G = GOEN) + i), {20} (12)

asociado con el operador no perturbado A, pero con el valor propio perturbado E,(A).

El objetivo del presente articulo es desarrollar un ejemplo concreto en el cual se aplique
la teorfa de perturbaciones. Formularemos un problema en el cual A es hermitico y
representa un observable, de tal manera que podemos aplicar indistintamente cualquiera
de los tres procedimientos descritos préviamente. Usaremos €l método de Brillouin-

Wigner.

2. APROXIMACION DE V(A) POR POTENCIALES SEPARABLES

Antes de formular el problema especifico a tratar, es conveniente observar que si -
representa un observable, sus kets propios

A%yO)=EP|y®),  r=1,2,3,... (13)
forman una base que permite descomponer el operador unidad en la forma
I= 2 [vo)(w|. (14)

La perturbacién VO») se puede descomponer como una combinacién de operadores
proyeccion, I w,(°)) (\v§°)| , segtin la relaci6n

v=1vn 1= 5 5 [vo) v, 0) (v, (15a)
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vugxg V) Ul . gw{
O |0 | \y (@ Vol A) Vil &) VagA) ... || (ws®
=[|\v, ) wi%) | v )] %l(l)%z((x%%%x%,,_ <$§o)| (15 )

donde definimos los elementos matriciales

V. {3) = (v Vs | w®) (16)

que conforman en (15 b) una matriz de dimensi6n infinita. Por definici6n, aproximar la
perturbacién v, por un potencial separable de orden R [5] consiste en considerar s6lo
los R primeros términos en cada una de las sumas que intervienen en (15 a); esto es, en
reemplazar entidades infinito-dimensionales por entidades finito-dimensionales de

dimensién R o RxR, segun se trate de vectores o de matrices. Entre més grande sea el
valor de R mejor serd la aproximacién. A propdsito, no es necesario usar forzosamente

los kets propios de A© ya que cualquier otra base que se elija conduce a férmulas con

una estructura similar a la previamente indicada, aunque la eleccion de la base puede ser
crucial en garantizar una rdpida convergencia del método.

A titulo de ejemplo, la determinacién de la estructura de algunos sistemas atomicos y
moleculares se reduce frecuentemente al estudio de los electrones de valencia sin
considerar explicitamente los electrones del tronco atémico. Esto es posible por medio
de seudopotenciales construidos, por lo general, con la ayuda de operadores proyeccion
[6-9].

3. POTENCIAL SEPARABLE DE ORDEN UNO

Dentro de la metodologia general descrita en la seccién anterior, una perturbacion
arbitraria V() se puede aproximar por un potencial separable de orden uno,
|a) VO()») (a], donde |a) es un elemento de una base y Vo(?») g <a| V(X)|a) es un
pardmetro que determina la intensidad de la perturbacién. En lo que sigue, con el fin de

facilitar la visualizacién del papel que desempefian el bra y el ket en el potencial,
consideraremos una perturbacién de la forma

00y = Vi{A)|a) ()], a7

donde Ia) y |b) son estados arbitrarios. El potencial |a) Vo(k) (a| €s un caso particular
que se obtiene haciendo | b) = |a). Sii |b) # | a) el potencial (17) no es hermitico.
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3.1 Determinacion de los kets propios

Sea A® un operador hermftico. En este caso, encontrar el estado W,.OD) que soluciona

la ecuaci6n integral (11), asociada con el método de Brillouin-Wigner, es equivalente a
resolver la ecuacién de valores propios (1) . La ecuacién (11) se puede iterar para dar
como solucién

v =|w)+ 5 (6% 2. 9] |we). (53 ) as)

donde I w}")) es el n-€simo estado del sistema no perturbado (A = 0).

Para evaluar la suma infinita que interviene en la ecuacién anterior, es conveniente
introducir las siguientes entidades auxiliares:

4:= LB, T(1) = 42) 6% Ao o as)

(w70l - )l e @

v,
&) :=VfA) (| ) T B,|a)= ”m)—;f@m (21)

donde la ultima igualdad surgi6 al usar para la descomposicién (14) para el operador
unidad y aplicar la ecuacién de valores propios (13). En virtud de la relaci6én
AT =g I A, vélida para cualquier r entero positivo, es posible evaluar la suma infinita

A0 5 o) 2l S era 1 o2 22
,ZI(G"*P"V()‘)) ‘gr);l‘:’A‘l_gA' @2
En consecuencia, el estado w,,()»)) estd dado por

Vi A) =|wi®) + 1 V"( (blw“”) G Bla). (23)

En virtud de la identidad <\y,<,°’ B, a> =0, se cumple la condicién de normalizacién

< ©
n

La expresi6n que hemos encontrado para w,,(l)) se podria haber obtenido igualmente

aplicando el procedimiento descrito por Estrada [5] al tratar la ecuaci6n de Lippmann-
Schwinger para un potencial separable de rango uno (potencial de Yamaguchi). A
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propdsito, el estado \v,,(l)) no estd ain completamente determinado ya que

desconocemos €l valor propio E,,(k) que interviene en el resolvente G,(, 2 - Esta es una

caracterfstica tanto de los métodos de Brillouin-Wigner y del operador de transformacién
descrito por las ecuaciones (8) y (9). En este tltimo, 1a cantidad desconocida E,(A) est4

involucrada en la perturbacion relativa y no en el resolvente.

3.2 Determinacion de los valores propios

Para determinar el valor propio E,()) hacemos uso de la relacién

E,0) = (v )+ (s AR {23}

=EQ+v + VO( )<b| (°)>< ¢

G B|a). (25)

Ahora bién, el dltimo producto escalar se puede simplificar en virtud de las relaciones

A= - (E,,(X) - ﬁ(°’) + (v(x) + E,,(X))

(26)
(- A9) ) = 6°) (z- AV) =1 @7
(wo2|a)=0, P=P, (8

~ 0 Fed
y teniendo en cuenta que A® conmuta con B,, ya que A® es hermitico. En
consecuencia, 1a energia E,(A) se determina por medio de la relacion:

EM\)= E<°>+ i "(l) (29)

=)

Al substituir esta expresion en (21), encontramos que esta dltima cantidad satisface la
ecuacion no-lineal

gr)=Fn. 2. g)), (302)

donde asignamos al estado n-ésimo la funci6n auxiliar
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%)
Fn2)= 3 ) (30 b)
EQ-E®+ IL—
4

Al encontrar, para cada valor de A, 1a solucién de 1a ecuaci6n no lineal (30 a) y substituir
en la expresi6n (29), obtenemos el valor propio buscado, E,(A).

La expresién (30) es especialmente importante debido a que F,(?\,) se expresa Como una
suma cerrada en la cual sélo intervienen diferencias de energfa del problema no
perturbado y elementos diagonales V, ()= V;(1) <\V§°)| a> <bl\l’§°)> asociados con
amplitudes de transicion entre los estados del sistema n; perturbado y los estados |a> y
lb) que describen la perturbacién. En situaciones précticas, en la suma (30 b) sélo se

consideran los K primeros términos, garantizando que se elige K lo suficientemente
grande de tal manera que hay convergencia en el proceso de sumas parciales.

El anélisis de los resultados (29-30) para algunos casos particulares es de especial
interés:

(i) Unode los dos kets (|a) o |b) ) que participa en la perturbacién V(1) es ortogonal
,‘,°)>. En este caso, V,, =0 y, como consecuencia de

al estado no perturbado
(29), 1a energfa del sistema permanece inmodificada, E,(A) = E”, sin importar el
valor que tome é()») . Si l )es el estado ortogonal a | (°)> éste resultado se puede
verificar por medio de la relacién

£ = (0| (2 + )| a) o

Si |b> es el estado que es ortogonal a Iw(‘”) la situacién es més dificil de justificar

por medio de la expresién anterior. Sin embargo, se explica debido a que en tal
situacién la funcién de onda perturbada coincide con la funcién de onda no

perturbada; esto es, como consecuencia de la relacién (23), \y,,(?»)) = | w,(,")) "

(ii) Silaperturbacién V() se construye de tal manera que | a) =|b) —| ‘0)) entonces
V,n=VdA) ¥ V=0 para cualquier estado propio k asociado con un nivel
diferente a E”. En consecuencia §(X)=O y, por lo tanto (29) conduce a
EMN=E®+V,

VaA) -

(iii) Enun intento de generar una estructura no lineal en la ecuacién de valores propios,
se podrfa construir la perturbacién V(A) especificando |a)como el estado
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desconocido \V,,(X)). En este caso, la ecuacién de valores propios para A(A)
adopta la forma
(8 + ) ) 1) i) = £, wi0)

0, lo que es equivalente,

A ) = (E0- 1) (o

v wi) -

Comparando esta relacién con la ecuacién de valores propios para H @ se deduce
que los kets propios de ambas ecuaciones coinciden pero que los valores propios
est4n determinados por el estado | b) , segtin las relaciones:

V) =| v)
E,0)=E® + V1) (| ) .

-

Este resultado, que equivale a tener «E()») =0, ha conducido en principio a valores

propios complejos debido a que, por lo general, el producto escalar (b ,‘,0)) es un

ndmero complejo.

4. PARTICULARIZACION A UN OSCILADOR ARMONICO

En esta parte del articulo aplicaremos los resultados de la seccién anterior a un caso
particular, a saber. Consideraremos un oscilador arménico de masa m y frecuencia ® en
el estado identificado por el nimero cuéntico 7, cuya funcién de onda en representacion
de coordenadas es

vi%q) = 0q)=(a|n)
= \/ﬁ exp [— —% (x q)z] HJx q). (€3

donde

-1_ /m® 32
=% =V # ©2)

es el inverso de 1a unidad de longitud (g, ) caracteristica del sistema. La energia asociada . .
con este estado es
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Ef.°’=(n+%)no). (33)

El oscilador se somete a una perturbacién V(A)= VyA)|a)(b| tal que los kets |a) y
|b) son estados de impulso bién definido (P es el operador que representa el impulso
lineal de la particula):

|a)=|p:) ble)=nlm) (34)
1b)=|n) pln)=nln). (35)
En primer lugar debemos evaluar los elementos matriciales

V(1) = (] Vo ) = ) (w®] ) (| W) (36)

donde ry s son nimeros cuénticos an4logos a n, de tal manera que toman los valores 0,
1, 2, ... El producto escalar (n,|\|l§°)> no es otra cosa que la funcién de onda del

oscilador arménico en representacion de impulsos, asociada con €l nimero cuéntico s
[10]:

olp)= <p| v)=(p|s)

Sy = exp[_%(x p)Z] H{xp), @7

donde
1 1 -
== = 38
o ime (38)

es el inverso de la unidad de impulso lineal (p, ) caracteristica del sistema. Por lo tanto,
los elementos matriciales adoptan la forma

V{0) = %(3) 8(n) 8(n) (9)

En lo que sigue consideraremos €l caso particular en el cual elegimos los impulsos p, y
b de tal manera que coincidan en su valor numérico, p,=p,:= p. En este caso, los
elementos diagonales

V) = ) o) @)
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son proporcionales a la densidad de probabilidad de encontrar el oscilador con impulso p
cuando el oscilador se encuentra en el estado mec4nico cuintico k. La determinacién de
la influencia de la perturbacién sobre los niveles de energfa se reduce entonces a
solucionar la ecuacién no lineal

gn)= F{n 0. ) @1)

donde hemos definido las abreviaciones
()= Vi) o) @)
y observado que (30 b) se reduce a

nA,z)= )
Fn.h.2) k%(n_k)hm?(_}z- “3)

Por comodidad escogemos fi=1,w=1,V;=1 y elegimos una perturbacién tal que
L=pn= p=0.Como las funciones impares del sistema no perturbado se anulan en
el origen (p = 0), los valores propios impares permanecen inmodificados como
consecuencia de la expresion (21) para la energia perturbada y de la relacién V,, = 0. En

consecuencia, es suficiente preguntarnos por la manera como se modifican los valores
propios correspondientes a valores pares del nimero cuéntico n.

La Figura-1 se calcul6 para el estado base (n = 0) incluyendo los 20 primeros estados de
la suma (43). La grafica muestra el comportamiento tfpico de la funcién F(n, x, z) y de
la recta y = z. El punto de cruce de estas dos curvas se puede tomar como valor inicial

para solucionar numéricamente la ecuaci6n §(7L)= F(n, A, &(X)) aplicando métodos

estdndar [11]. El mismo procedimiento se us6 para estados excitados. Intrigados por las
oscilaciones que se observan para valores grandes de z se calculf la funcién empieando
los 30 primeros estados de la suma (43), pero no se observé ninguna modificacién en el
comportamiento de la funcién. Esto significa que las oscilaciones son un efecto real y
que no est4n asociadas con el cilculo de la suma (43) mediante un nimero finito de
términos.

Las Figuras-2 muestran la manera como cambia la energia del estado base y de los
primeros estados excitados asociados con n par. La perturbacién no afecta la energia
asociada con los estados impares (n impar) debido a que las funciones de onda del
oscilador arménico en representacién de impulsos se anulan en el origen, p =0.
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Figura-1. Los puntos de
cruce de las funciones

2t y=F@©,1,2),

y=z

D> 0.4 0.6 |0, 1 permiten estimar un valor
inicial para solucionar la
ecuacién no lineal

) 3= o.n 50

Para determinar las funciones de onda es conveniente tomar la representacién de
coordenadas de la ecuacién (23), lo cual conduce a

V,(q, A) = <q N’n(x)> (Pn(‘I) 0(5(;) <

G P p> a.p) (44)

donde @,(g) es la funcién de onda del oscilador arménico en representacion de
coordenadas y, en el caso particular bajo consideracién, p = 0. El producto escalar

oo

término de los estados propios del sistema no perturbado

<q P, p>= b <q ,‘°>><w,‘°’|f’,.|p>,

r=0
de tal manera que, como consecuencia de la relacién

( - |w©) (W«»D

> se evalia haciendo uso de la descomposicion (3) del operador unidad en

A(0)
Gn. A

A(0)
Gn, A

(we| 2] p)={ w® p)=8p)-5..8p).

podemos escribir

(sl6232.15)= £, gy gy 0 (610)-5..810)

r=0

A(0)
Gn, A
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kEnerg a

kEnerg a

3]

+95

kEnerg a

Figura-2. Energia de los primeros estados de un oscilador arménico sujeto a una
perturbacion P(A)=A V5| p=0) (p= 0|, como funci6n del pardmetro A = x.
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En conclusién, las funciones propias del sistema perturbado estdn dadas por la
expresion

V.(a. M) =0,{q) + 1‘10(2()@ olr) £, q’:(ﬁf(i)ai }‘foi(”) X)) (45)

la cual representa una expansién en términos de las funciones propias no perturbadas
(p,(q) . Cuando n es impar y p = 0, las funciones propias no perturbadas permanecen

inmodificadas debido a que §,(p = 0) = 0.

5. CONCLUSION

Hemos aplicado la teorfa de perturbaciones de Brillouin-Wigner a un sistema que
permite una solucién analftica para las funciones propias. Los valores propios se
determinan numéricamente solucionando una ecuacién no- lineal.
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