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En este artículo revisaremos, desde el punto de vista cuántico, 
el problema conceptual que aparece al analizar la radiac.:ión electro­
magnética de cargas aceleradas desde el punto de vista de obser­
vadores ca- acelerados con las cargas. 

l. Introducción 

Durante mucho tiempo ha habido sobre el terna del análisis 
de la radiación, según observadores acelerados, un cierto grado de 
confusión. Esto se debe a que, por un lado, las leyes de la elec­
trodinámica indican claramente que una carga acelerada debe ra­
diar, mientras que, por otro lado, sabemos que, según el principio 
de equivalencia, para el observador que se acelera (uniformemente) 
con la carga, sólo existe un campo gravitacional uniforme y no se 
esperaría que este indujera radiación. 

Tal vez el punto más importante para la clarificación de esta 
confusión fue él enfatizado por Boulware [2] al notar que, para 

1 Este es un artículo de divulgación basado en un trabajo realizado por A. 
Higuchi (University of Chicago), G. Matsas (Universidade do Sao Paulo) y el 
autor [7, 8]. La introducción al tema está basada en el libro "Quantum Fields 
in Curved Space" de Birrell y Davies (1] y en el artículo "What happens when 
an accelerated observer detects a Rindler particle" de Umuh y Wald (6]. 
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los observadores acelerados, existe un horizonte detrás del cual se 
encuentra toda la radiación. Para estos observadores, la radiación 
es entonces inobservable, ya no así para los observadores inerciales. 
Esto clarifica totalmente la situación en el contexto clásico. Nues­
tro objetivo es el de clarificar la situación en el contexto cuántico. 

2. Invarianza Temporal y la Construcción 
de la Teoría Cuántica de Campos 

Consideremos el problema de cuantizar un campo escalar cjJ en 
un espacio-tiempo cualquiera. El procedimiento es esencialmente 
el siguiente: 

l. Se busca un conjunto completo { c/Ji(x), cpi(x)} de soluciones a 
la ecuación de movimiento 

(1) 

donde 

n2 = _1_ a (gl/2 gJl.V a ) 
gl/2 Ji. V 

es el D'Alambertiano correspondiente a la métrica 9JJ.v del 
espacio-tiempo dado. 

2. Se expande el operador de campo J según 

(2) 

• J ~ 1 ' ; • ' f • ! 

dorJ<;le · fo~ !Gi y .Jos ct son operadores en el espacio de Hilbert . 
' ~ ' \ 
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3. Los conmutadores 

(3) 

permiten interpretar a los ci y a los e! como operadores de 
creación y de destrucción de partículas. 

Sin embargo, existe una infinitud de conjuntos de soluciones de 
las ecuaciones de movimiento, la expansión de ~ no es única y de 
hecho es, en general , arbitraria. Por ejemplo: dado uno de estos 
conjuntos, { cPi(x), cj>:(x)}, podemos tomar como un nuevo conjunto 
las soluciones: 

acj>i(x) + if3cl>;(x), 
a c~>;(x) - i (3 cPi(x). 

La interpretación de partículas es entonces ambígua: 

¿Cuáles son los operadores de creación? 

los ct o los ct = act - i(3C-
~ ~ t t 

(4) 

Dado que el concepto de partícula es ambíguo, el "vacío" (el 
estado sin partículas) es también ambíguo. Recordemos que el vacío 
está definido por: 

C¡ lO) , Vi. (5) 

Normalmente, es decir, en el caso del espacio-tiempo de Minkow­
ski, identificamos como operadores de creación a los coeficientes de 
soluciones con energía positiva, es decir, aquellos cuya dependen­
cia temporal esta dada por e-iwt, con w positiva. Pero, para que 
esto funcione , es necesario que el espacio-tiempo tenga una invari­
anza de translación temporal, puesto que este es un requisito para 
que existan soluciones con frecuencia definida, es decir, para que el 
operador a/ &t conmute con la evolución de las_ soluciones. 
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En el espacio de Minkowski (el espacio-tiempo de la relatividad 
especial) los distintos sentidos del tiempo, correspondientes a dis­
t intos observadores inerciales, dan lugar al mismo sentido de vacío 
puesto que una solución con energía positiva respecto a un obser­
vador inercial, es necesariamente de energía positiva respecto a otro 
observador inercial. 

3. E l E spacio de Rindler 

Hemos visto que los sentidos del tiempo correspondientes a di­
versos observadores inerciales en el espacio-tiempo de Minkowski 
dan lugar al mismo sentido de vacío. Sin embargo, incluso en el 
espacio de Minkowski (realmente en una porción de éste) existe 
otro sentido de invarianza temporal, este es el sentido de tiempo 
asociado con observadores acelerados. 

Un observador con: aceleración propia constante a, que pasa 
por el punto x = y = O, z = 1/a, en t = O, tiene la siguiente 
trayectoria: 

X y = 0 , 

z J :2 + t2, (6) 

donde (x, y , z, t) son las coordenadas usuales en el espacio- tiempo 
de Minkowski. 

El conjunto de todos los puntos cubiertos por todos los ob­
servadores de este tipo (parametrizados por ~' de tal modo que 
z0 = eaf. fa indique la posición del observador~ en t =O) se denom­
ina espacio de llindler. 

La métrica del espacio-tiempo de Minkowski: 

(7) 

en la región cubierta por estos observadores, se puede escribir us­
ando las coordenadas ~ y T. Estas están relacionadas con las coor­
denadas z y t por: 



z 

t 

1 
-ea~ cosh(ar), 
a 

~ea~ sinh(a r). 
a 
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(8) 

De este modo se obtiene la expresión de la métrica en coordenadas 
de llindler: 

(9) 

Vemos que esta métrica tiene la invarianza T ---7 T + constante. 
Entonces, vemos que tenernos otro sentido de invarianza temporal 
en la región z2 - t 2 = (ea~ ja) 2 ~ O. 

Notamos también que el observador con E;, , ;e, e y constantes, 
tiene aceleración propia ae-~ , y que el tiempo propio entre dos 
eventos en su trayectoria es ea~ !::J. T. 

4. El Efecto U nruh2 

Corno hemos visto, los dos sentidos de invarianza temporal dan 
dos sentidos distintos a la noción de partícula y por tanto a la noción 
de vacío. No es sorprendente que lO) M, el vacío de Minkowski, 
no sea un estado vacío para los observadores acelerados. Cabe 
preguntarnos entonces: 

¿Qué estado es exactamente? 

La primera observación es que la región de Rindler no cubre 
todo el espacio-tiempo de Minkowski (el borde se conoce corno el 
horizonte asociado con la invarianza "bajo r") . 

Resulta que es suficiente introducir otra región similar puesto 
que el estado del campo en ambas regiones es suficiente para deter­
minar el estado en todo el espacio- tiempo de Minkowski. 

2Esta parte del artículo está basada en la discusión de Wald y Unruh en [6]. 
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El operador de destrucción de partículas de Minkowski ciM está 
relacionado con los operadores de creación C]R y de destrucción CJR 
de partículas de Rindler mediante: 

(10) 

donde los índices I y I I indican la región de Rindler correspondi­
ente y los Cij son coeficientes numéricos. El vacío de Minkowski es 
entonces: 

(11) 

donde los lnj)rR y los lnj)nR son estados con nj partículas en el 
estado j, en la región de Rindler correspondiente, y los A son coe­
ficientes numéricos. 

Claramente, éste es un estado con correlaciones entre la región 
I y la región II. Para describir dicho estado aludiendo sólo a medi­
ciones en la región I tenemos que recurrir a una matriz de densidad 
(tomando la traza con respecto a II). Obtenemos así que el estado 
en la región I está descrito por: 

P = ITj [¿ni (
1 
e~(;~::n:a~iwi ) Jnj) (njl] ' (12) 

donde Wj es la frequencia del modo j, es decir, la dependencia del 
modo j de T es e-iwir. 

Es decir, para los observadores de Rindler en la región I, el 
estado del sistema es una superposición incoherente de estados de 
nj partículas con probabilidad: 

(13) 

Esto quiere decir que para el observador en ~ = O, para el que T 

es el tiempo propio y Er la energía, este es un estado térmico con 
temperatura T = a/(27rk) donde k es la constante de Boltzrnan. 
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Para observádor.es •iCon acelera~iór{ . prqpia, ~ons_~<l;:nt.e, el ~acío es un 
"estado térmico"; este .es el denominado efecto U:pruh [3, 4, 5]. 

5. Análisis de Bremsstrahlung 
por Observadores Acelerados3 

Consideramos una carga puntual q con aceleración propia a. En 
coordenadas de Rindler, la trayectoria de la carga es ~ = x = y = O 
y la 4-corriente es: 

f q ó(~) ó(x) ó(y), 

l =i =o. (14) 

Dado que f es independiente de T, los modos con E #- O no 
serán excitados, entonces, ingenuamente, esperaríamos una "tasa 
de emisión" igual a cero, pero hay que tener cuidado, puesto que 
existen infinitos fotones con energía igual a cero en un baño térmico. 
Entonces, hallamos expresiones de tipo O x oo que no tienen sentido. 
Para darles sentido a estas expresiones hay que "regularizadas." 
Procedemos así: consideraremos la corriente como el límite cuando 
E ---t O de 

f = J2q cos(ET) O(~) O{;E) O(y). (15) 

También hay que añadir una componente l para mantener la con­
servación de la corriente "of.lf' = 0," pero esto se puede hacer sin 
que se afecten los resultados. 

Para estudiar el Bremsstrahlung en la electrodinámica cuánti-ca 
(QED) es necesario cuantizar el campo de fotones. 

3Esta parte del artículo se basa en los trabajos de Higuchi, Matsas y el autor 
[7, 8]. 



5.1. Cuantización del campo de Maxwell 
en coordenadas de Rindler 

Tomamos el Lagrangiano para el campo de Max:well A~~' en el 
"gauge" de Feynman: 

J:, =- [~ F¡.w Fll" +~V llAil] gl/2. (16) 

La ecuación de movimiento es: 

(11} 

Los modos físicos son aquéllos que, aparte de la ecuación de movi­
miento, satisfacen la condición de Lorentz, V 11Ail = O, y que además 
no son puro "gauge" (es decir, no son de la forma A-" = V" A, ron 
A una función cualquiera). 

Dado que la métrica tiene invarianzas bajo r, x, e y buscamos 
soluciones del tipo: 

(U~) 

Encontramos el siguiente conjunto completo de soluciones de llas 
ecuaciones de movimiento 

con 

c1 {0, O, Byc.p, -Bxcp), 

c1i { 8f..c.p, -Brcp, O, O) , 

ce allc.p' 

eN (0, O, Bxc.p, 8yc.p), 

donde K es la función de Bessel de índice imaginario, y kJL = 

Jk~ +k~. 
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Los modos I y I I son los modos físicos, el modo G es puro 
"gauge" y el modo N es el modo que viola la condición de Lorentz. 
Los modos físicos son ortogonales entre sí y a los otros dos. En­
tonces, expandimos el campo de Maxwell en términos de estos mo­
dos como sigue: 

AJ.L = L J [a(.A. ,w,kz,ky) A~,w,kz,ky) + CH] d,w dkx dky, (21) 
.A.= I,II,G,N 

donde CH representa el conjugado Hermítico. Las relaciones canó­
nicas de conmutación de AJ.L y de su momento conjugado Il11 = 
fJLjfJ(fJ7 AJ.L) nos dan, para los modos físicos (A = I,II) la inter­
pretación de los a.A. y de los a.A.t como operadores de creación y de 
destrucción de fotones de Rindler (siempre que se escogan correc­
tamente las constantes de normalización e1 y e1 1). En particular: 

(22) 

Notamos que, en contraste con lo que pasa normalmente en el 
espacio- tiempo de Minkowski, donde w está definida por k·"' ky, 
y kz, en este caso w es una variable independiente. Esto se debe a 
que en la esquina de Rindler el momenturn k~ no tiene sentido (la 
métrica no es invariante bajo~ --+~+constante). Por lo tanto, la 
cantidad w es indenpendiente de kx y de ky (incluso si w = O, los 
kx y los ky pueden tener cualquier valor). 

Ahora podemos usar la teoría de perturbaciones usual para cal­
cular la tasa de emisión de fotones de Rindler por nuestra corriente 
de la ec. (14b ). La amplitud de emisión de un fotón de Rindler en 
el vacío es: 

Entonces, sólo el modo II estará excitado y la probabilidad de 
emisión por unidad de tiempo es: 
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dWem(w, kx, ky) 

[ 4~2~2 K(iE/•) (k:) + O(E
3

) l J(w- E) dhJ. (24) 

Si tomáramos el límite E ~ O obtendríamos cero de acuerdo a lo 
anticipado al comienzo de este análisis. Recordemos, sin embargo, 
que el estado del campo de Maxwell no es el vacío de Rindler sino 
un "estado térmico" con temperatura (3 = a/27r. Es decir, una 
superposición incoherente donde la probabilidad de hallar N fotones 
de energía w es: 

P _ z-l -(3Nw 
N- e . (25) 

Entonces, la probabilidad de emisión de un fotón extra hacia un 
estado donde hay N fotones es: 

dW N = (N + 1) dW0 , (26) 

debido básicamente a que atiN) = JN + liN + 1). Por lo tanto, 
tendremos que la tasa total de emisión de fotones con momentum 
transversal ( kx , ky) dado, hacia el estado térmico es: 

p em(kx, ky) = L J PN dWN(w, kx, ky). (27) 
N 

Sustituyendo las expresiones (23) y (24) obtenemos 

j [~ z-• (N+ 1) e-PNw l dWo(w, kx , k,) 

j ( 1 + ef3w 
1
_ 1) dWo(w, kx, ky). (28) 

Notamos que el último término en el integrando diverge en el límite 
w ~ O y esta expresión multiplica a dW que, como vimos, tiende 
a cero en el límite. Este corresponde al producto O x oo del que 
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hablarnos al comienzo. Las expresiones están "regularizadas" así 
que podemos proceder tomando el límite E ----t O después de evaluar 
la integral, y así obtenemos: 

(29) 

Análogamente, la tasa de absorción (por la carga) de fotones del 
estado térmico es: 

pabs(k k ) 
X1 y J (e.B}_ 

1
) dWo(w, kx, ky) 

p em(kx, ky). (30) 

La última igualdad es válida sólo en el límite E ----t O puesto que 
en ese caso el factor 1 en el último integrando de la ec. {25a) no 
contribuye a la integral debido a que dW0 ----t O. 

La tasa total de respuesta, o sea la probabilidad por unidad de 
tiempo de emisión o absorción de fotones de Rindler con energía 
cero y (kx, ky) dados es: 

pTotal(k k ) 
X1 y p err'(kx, ky) + pabs(kx, ky) 

4!:a IK, (k:) 1' {31) 

Esta tasa la podemos comparar con la tasa de emisión de fotones 
de Minkowski, con el mismo momentum transversal, puesto que 
(kx, ky) es invariante bajo transformaciones de Lorentz en dirección 
z. Este cálculo lo hacemos usando QED usual: la amplitud de 
emisión de un fotón de Minkowski al vacío es 

Aem p,, k) = iM (.A , kJ J )p. AJJ. d4x JO) M. {32) 

La tasa de emisión de fotones con (kx, ky) fijo por unidad de tiempo 
propio (de la carga) es: 
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y este diverge en el límite E ---7 O. Es decir, se vuelve imposible 
distinguir el fotón extra al "pasar el límite." La respuesta parece 
ser NO. 

La pregunta B es más difícil. El problema es ¿en qué sentido 
se toma el límite E ---7 O? Es necesario lidiar con este límite puesto 
que las "partículas reales" son descritas por paquetes de ondas nor­
malizadas, y como E = O es el punto mínimo del espectro no hay 
paquetes de onda con (E) = O. Pero hay paquetes de onda con (E) 
tan pequeño como se quiera. 

En el espíritu de "completación de Cauchy" representarnos un 
"fotón de Rindler de energía cero" por una secuencia { '1/Ji } de pa­
quetes de ondas normalizadas con (E) = Ei y con Ei ---7 O. Se 
necesita definir el concepto de detectabilidad de una secuencia de 
paquetes de ondas. 

Requerirnos que el concepto sea tal que: 

l. Los fotones ordinarios de Minkowski sean detectables. 

2. Los fotones de Minkowski de energía cero no sean detectables . 

3. Los fotones ordinarios de Rindler sean detectables. 

No podemos tomar, por ejemplo, una definición como: 

{ '1/Ji} es detectable si eciste un detector· D y una sewencia de 
trayectorias {J.Li} para D tal que la probabilidad PJ.Li ( '1/Ji)) de que D 
detecte a '1/Ji durante la trayectoria J.Li satisfaga: 

PJ.Li >O , Vi , (36) 

porque con esta definición se violaría el requerimiento 2 . Tomarnos 
corno definición de detectabilidad la siguiente: 

{ '1/Ji} es detectable, si existe un detector D, un mecanismo físico 
R (un cohete con cantidad dada y fija de combustible) y un es­
tado inicial de rnovimiento J.Lo y una secuencia de movimientos {J.Li} 
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(compatibles con la in varianza apropiada para el tipo de partículas 
involucradas), con cada f..Li accequible a D partiendo de J..Lo y usando 
R , tal que: 

lim P, >O. 
i-too ,.., 

(37) 

Esta última definición satisface los criterios 1, 2 y 3, por lo tanto la 
podemos usar para estudiar los fotones de Rindler de energía cero. 

Notamos que los paquetes de onda 7/Ji con Ei -t O están concen­
trados en el horizonte. Esto se puede ver puesto que: 

Ahw,k,,k¡¡) "'Jsinh(w7rja)K(iwfa) (k: ea{), (38) 

con w "' Ei. Para ~ #- -oo, K es finita y el paquete de onda se 
anulará en el límite Ei -t O. Sólo en ~ = -oo, donde K diverge, 
habrá un límite finito. Recordemos que ~ = -oo corresponde al 
horizonte. 

Pero si queremos considerar una serie de trayectorias de obser­
vadores de Rindler que se acercan al horizonte hallamos el siguiente 
problema: Como la aceleración propia diverge (está dada por ae-a{) 
y tenemos limitado el combustible, el tiempo propio que podemos 
pasar en cada órbita tenderá a cero. Por lo tanto, la probabilidad de 
detección del paquete durante ese intervalo de movimiento tenderá 
a cero. 

Los fotones de Rindler de energía cero no son detectables y 
esto se concluyó sin que fuera necesario lidiar con el hecho de que 
(kx, ky) #-O. 

6. Conclusión 

El Bremstrahlung ordinario de QED es interpretado por el ob­
servador ca-acelerado con la carga como la emisión/ absorpción 
(de/ en el baño térmico que, según él, caracteriza el campo de 
Maxwell) de fotones de Rindler de energía cero. Estos no son de­
tectables por dicho observador. 
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Este es el análogo cuántico al resultado de Boulware según el 
cual la carga emite radiación, pero hacia puntos ubicados detrás del 
horizonte, por lo que ésta no es detectable por dichos observadores. 

Este estudio ha dado lugar a algunas ramificaciones [9, 10] en­
tre las que cabe destacar el descubrimiento de un nuevo efecto: 
Bremstrahlung por cargas estáticas en el exterior de agujeros ne­
gros estacionarios [10]. 
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