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Abstract

The solution of the homogeneous wave equation is revisited, un-
der two criteria: (a) No mathematical solutions are discarded a
priori, and (b) The solution by separation of variables is done with-
out decoupling time and distance. Three groups of nonconventional
components are identified: (1) Two non—dispersive terms in Carte-
sian coordinates, (2) New directional solutions in spherical coordi-
nates, and (3) New time-distance solutions in spherical coordinates
which amount to closed three-dimensional travelling waves.

Resumen

La ecuacion homogénea de ondas ha sido resuelta por el método
de separacion de variables, con los siguientes criterios: (a) No
despreciar a priori soluciones con el arqumento usual de que no
tienen significado fisico, y (b) Buscar separaciones en que tiempo y
distancia no estén desacoplados de entrada. Se citan tres resulta-
dos generales: (1) existen dos soluciones particulares no armdnicas
asociadas con soluciones estaticas en tiempo y espacio; (2) en co-
ordenadas esféricas, existen sobre la superficie de conos discretos,
nuevas soluciones direccionales no armonicas, y (3) también en co-
ordenadas esféricas, ezisten nuevas soluciones que dependen de la



variable g = ct/r. Estas iltimas constituyen la primera solucidn
cerrada y explicita conocida de la ecuacion de ondas viajeras en.
tres dimensiones.

1. Introduccién

La ecuaciéon de ondas homogénea esta dada por la ec. (1)

OY(r, u) = <v2 - —) U(r, u) =0, (1)

donde el operador D’Alembertiano [J estd definido implicitamente,
las variables espaciales estdn genéricamente representadas por r =
(z,y,2z) = (r,0,¢), y el tiempo es la variable geométrica u = ct.
Un procedimiento tipico usado para la solucién de la ecuacién de
ondas homogénea es separacién de variables de Fourier [1, 2]. Por
ejemplo, desacoplando tiempo y espacio

U(r, u) =U(r) T(u), (2)

se obtienen soluciones para distintos k;, que genéricamente llevan
a una solucién en término de dos series armoénicas mas una parte

no—-armonica [1, ecs. (23)-(20)]

U(r, u) = i [Ui(r) (a; cos(k;u) + b; sin(k; u)) + Co(r) + Cy(r) u].
i 3)

Para un problema dado, las condiciones iniciales y de contorno
determinan los posibles valores de las constantes a;, b;, k;, y de las
funciones Cy, C}.

Otro procedimiento utilizado para resolver la ecuacién de ondas
homogénea es el de ondas viajeras de D’Alembert [3]. Para el caso
de ondas unidimensionales que se propagan en z existen soluciones
cerradas en términos de las variables candnicas

—

fx=nwdu. (4)



Para ondas tridimensionales no existen soluciones cerradas y
debe recurrirse a soluciones numéricas basadas en la propagacién
del promedio de la onda [3, leccién 24]. Observemos que la sepa-
racion de variables lleva a soluciones en las cuales el tiempo y el
espacio estan desacoplados, mientras que en las ondas viajeras dis-
tancia y tiempo estan intimamente ligados en las nuevas variables
€x.

Hace algunos afios! el autor revisé en detalle la solucién de la
ecuacién de ondas homogénea por el método de separacién de varia-
bles, con los siguientes criterios [4, 5]:

a. No despreciar a priori soluciones con el argumento usual de
que no tienen significado fisico, y

b. Buscar separaciones en que tiempo u y distancia r no estén
desacoplados de entrada.

Se citan tres resultados generales:

1. existen dos soluciones particulares no—armonicas asociadas
con soluciones estaticas en tiempo y espacio;

2. en coordenadas esféricas (7,6, p,u), existen sobre la super-
ficie de conos discretos, nuevas soluciones direccionales no
armonicas, y

3. también en (7,0, p,u), existen nuevas soluciones que depen-
den de la variable g = u/r [4, 5].

Estas tltimas constituyen la primera solucion cerrada y explicita
conocida (hasta donde sabemos) para la propagacién de ondas via-
jeras en tres dimensiones, donde {1 = r(1 &+ g). Consideraremos
ahora brevemente cada uno de estos resultados.

!Esta es una memoria divulgativa basada en trabajo original del autor. Sin
embargo, contiene material no publicado previamente. Por ejemplo, el primer
Apéndice en lo referente a m < 0, las Tablas 1 y 3, y las Figuras 1 a 4 y su
correspondiente interpretacion.



2. Soluciones particulares no armodnicas

Cualquier ecuacién diferencial de segundo grado en el tiempo
tiene como solucién particular ¥y, que es una funcién espacial
Up(r), que se propaga linealmente en el tiempo:

Yo (r, u) = (ag + ay u) Up(r), (5)

donde Upy(r) es solucién de la ecuacién estética

VaU(x) =0. (6)

La validez de esta afirmacién puede confirmarse por sustitucion
directa de Vg, en la ecuacion de ondas homogénea. La ultima parte
de la solucién de Sobolev a la ecuacién de ondas (ec. 3) es precisa-
mente Wy, con Cy = qoUy(r) y C1 = a1Up(r).

Igualmente, por simetria, cualquier ecuacién diferencial de se-
gundo grado en las variables espaciales tiene como solucién parti-
cular ¥g,. Esta es una funcién temporal T;(u) que es linealmente
proporcional a la posicion en el espacio: el lado izquierdo de la ec.
(7) se podria interpretar como un torque desde la cuarta dimensién:

Wou(r, u) = (bo + by + by y + b, 2) To(u), (7)

donde Tp(u) es solucién de la ecuacién “estatica en espacio”

0?T (u)
ou?

De nuevo, esta afirmacion puede confirmarse por sustitucién
directa de ¥y, en la ecuacién de ondas homogénea en coordenadas
cartesianas. Puesto que la solucién general de una ecuacién dife-
rencial estd formada por la superposicién de todas sus soluciones
particulares, las ecs. (5) y (7) forman parte de la solucién general
de la ecuacién de ondas homogénea.

Observemos que Yy, y ¥y, se usan frecuentemente como apro-
ximaciones a la solucién de la ecuacién relativista de Klein—-Gordon.
Por ejemplo, Yukawa utiliz6 la ec. (6), que es estatica, para predecir
la masa del pién en el contexto altamente dindmico de la interaccién

— (0. (8)



fuerte [6, 7]. La ec. (5) provee la justificacién para este, a primera
vista, insélito procedimiento. De igual manera, las oscilaciones de
plasma en la propagacién de paquetes electromagnéticos de onda
en la ionosfera [8] estdn representados en forma aproximada por
una expresion similar a la ec. (8); la ec. (7) provee la justificacién
correspondiente.

3. Soluciones direccionales no—armdnicas

Pasemos ahora a la solucién en coordenadas esféricas de la
ecuacion de ondas homogénea, ec. 1. En lugar de la ec. (2) consi-
deremos la siguiente separacion:

U(r, 8, ¢, u) = D(6, ) M(r, u). 9)

Sustituyendo la ec. (9) en la ecuacién de ondas homogénea, y si-
guiendo el procedimiento tradicional con la constante de separacién
A, obtenemos dos ecuaciones diferenciales parciales [2]:

1 o0 (. 0D 1 6°D
gﬁ'@(Slne%)‘F—sirﬁgw—)\D = O, (10)
1 (8 [ ,0M 82 M

En esta seccién nos concentraremos en D, la parte direccional, ec.
(10); la solucién de M (ec. 11) serd analizada en la seccién siguiente.
Observemos que la ecuacién diferencial parcial (10) es la misma
expresién de la mécanica cuantica para el caso particular de una
ecuacién de Schrodinger con potencial central V(r,u) = V(r) [9,
pag. 83]. Aqui se obtiene sin restriccién alguna, lo que significa
que el momento angular L? es una constante del movimiento, sin
ninguna restriccion desde el punto de vista de la ecuacién de ondas
homogénea (que es relativista).

La separacién de variables usual es D(6, ) = ©(0) ®(yp), que
lleva inmediatamente a dos ecuaciones diferenciales ordinarias



d (. ,dO© . A1
@(Sln9w>+<—)\81n0+m>e = 0,

d*®

d—(’;z——/\l = 0, (12)

donde A; es la constante de separacién entre ©(0) y ®(¢). En
mecanica cudntica, la restriccién convencional es continuidad y aco-
tamiento de D(6, ¢) sobre la superficie de una esfera de radio uni-
tario. Esto implica que:

1. Respecto a la variable 6 [2, 9]:

A=—L(l+1), (13)
donde £ =0,1,2,---

2. Respecto a la variable ¢, que A; sea igual al cuadrado de un
entero [9, pag. 78].

Esta ultima condicion se interpreta como

A =-—m?, (14)

donde m =0,1,2,---.

Adicionalmente, en el contexto de la interpretacion de m como
la proyeccién de L en el eje z, se requiere que £ > m [2, pag. 337).
Con las dos condiciones anteriores, D(, ) se reduce a los bien
conocidos arménicos esféricos Yo, (6, ).

Comunmente, la otra familia de soluciones asociada con la ec.
(15) no recibe ninguna atencién. Aqui nos referiremos a ella. Sea

)\1 = m2 = —/1,2, (15)

p=ime =i/, (16)



donde A; > 0. Adicionalmente, no impongamos ninguna restriccion
sobre el valor de m. La ec. (13) inmediatamente lleva a

®(p) =A+ By, (17)
para A\ =0, y

®.(p) = A cosh(myp)+ B’ sinh(my @)
Ae ™t¥ + Be™t? (18)

para A; > 0.

Figura 1. Funcién ®,,(¢) = e™™*. Sea L,® = —h0,P = hm,
donde L, es la proyecciéon de ® en el eje z; observemos que L, y
m son paralelos (antiparalelos) segin el signo de m. La variacién
azimutal de ®,,(¢) para las dos primeras vueltas (0 < ¢ < 47) se
muestra en las dos representaciones: a. Diagrama Cartesiano para
m = £0.01,0.1,0.2,0.5, 1.0, 2.0, 5.0. Las curvas continuas represen-
tan a m positivo, y las punteadas a m negativo, donde m = £0.01
corresponde a las lineas casi horizontales; b. Diagrama polar para
m = 0.01 (linea continua) y m = 0.1 (linea punteada). Cuando
m — 0, &,,(p) = 1, es decir, la componente ®,,(¢) no tiene varia-
ciones azimutales. Cuando m crece la curva se aproxima a medio
pico con anchura de semipico Ay = In2/m. Un campo magnético
externo define el eje z (p = 0), y ®(¢) oscila con una variacion Agp.
Esta fluctuacion clasica es andloga al zitterbewegung cuantico



Figura 2. Conos de angulo 6 tal que PY'(6) = 0.862, PY () =
0.655 (ver Tablas 1 a3 parak =0, m =0.1,£=0,1). Parak #0y
m grande aparecen otros conos claramente discernibles, tanto hacia
adelante (f < m/2), como hacia atras (f > m/2), pero cuando m —
0, los conos se acumulan sobre el eje z (§ =0y 6 = 7), ver Tablas 2
y 3. La funcién de onda es W,_o(r, 8, o, u) = 0.86P¢ 1(¢) Me—o(r, u)
Yy Yooi(r,0,p,u) = 0.65Pg1(0)Mp=1(r,u). En el limite m — 0,
Uoo(r,0,p,u) = Moo(r,u) y Woy(r,0,0,u) = 0.76 My—1(r,u), €s
decir, ¥ no tiene dependencia angular sobre la superficie de conos
con semiangulo 6 = 58.624° y 6 = 40.594° (ver Tablas 2 y 3). a.
Seccion longitudinal en el plano y — z. b. Seccién transversal en el
plano perpendicular al eje z en z = 1.

En general, las ecs. (17) y (18) no son acotadas; obviamente,
cuando ¢ varfa en un intervalo finito (por ejemplo en [0,47]) si
lo son. Maés aun, las funciones ®(¢) y ®'(¢) son continuas en
este intervalo, que es precisamente el requerimiento que subyace la
condicién 2 [9, pag. 78]. En esta familia de soluciones, el pardmetro
m toma valores continuos en el intervalo —co < m < oo (lo que
es mas general que los valores discretos y limitados por ¢ de la
mecanica cudntica). Ver Figura 1.

Pasando ahora a las nuevas soluciones de la ec. (12), reem-
plazando en ella las ecs. (14) y (16), y efectuando la sustitucién
z = cosf se obtiene una ecuacién de Legendre asociada [2, sec.
9.8] que se resuelve en términos de funciones de Legendre asociadas
de primera y de segunda clase, P}‘(cosf) y Q) (cos@), respectiva-
mente. Para la definicién de estas 1ltimas ver, por ejemplo, [10,



cap. 8]. Las nuevas soluciones dependen del pardmetro complejo
(L, mientras que la solucién tradicional depende del pardametro real
m.

Las funciones P;(cosf) y Q}(cos#) son tipicamente complejas.
Soluciones con significado fisico se obtienen cuando el angulo 6 es
tal que P;'(cos @) o Q}(cosf) son reales. Es decir, si

Im(P}'(cosf)) =0,

Im(Qf (cosf)) =0. (19)

El procedimiento para obtener los valores de 6 donde P;'(cos6)
es real se explica en la primera parte del Apéndice. Cada valor
de 0 asi encontrado define un cono (Figura 2.a). Los resultados
numeéricos se muestran en las Tablas 1 a 3, y se resumen en la
Figura 3.

140

Figura 3. P;™ y 6(m{) sobre la rama principal (k = 0). Observe-
mos que la variable continua e independiente es m, mientras que
0 es discreto. En la solucién convencional la variable continua e
independiente es #, mientras que m es discreto. a. Valores de la
funcién Pj™(). La curva continua corresponde a ¢ = 0, la pun-
teada a £ = 1. Para k # 0, los valores de P;™(f) son practicamente
idénticos a los de Pj™(6). Solamente hay diferencias entre los dis-
tintos k cuando m crece. b. Valores del semiangulo # sobre la rama
principal como funcién de m. Para un k dado, hay un dnico §(m, £).
La multiplicidad esta asociada con k.
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Como un ejemplo, consideremos un cristal donde, en el origen,
se emiten pulsos ¥(r,u) descritos por las ecs. (9), (18) y (19).
En planos perpendiculares al eje z, a una distancia z del origen,
tales pulsos generan una senal ¥(r, 6, ¢, u) sobre un circulo de ra-
dio z tan(6), tal que ¥(r, 0, ¢, u) = ®,,(¢)P;™(0) M (2 sec(8),u) (ver
Figura 2.b). Adicionalmente, observemos que la ec. (21), implica
que ¥ tiene una componente que es independiente del tiempo.

4. Soluciones acopladas distancia—tiempo

Pasemos ahora al término M (r,u) en la ec. (9), que es solucién
de la ecuacion diferencial parcial (11). La separacién convencional
es M(r,u) = R(r)T(u), que inmediatamente lleva a [2, cap. 9]

T .
— - 2
— k2T, (20)

donde la constante de separacién es —k?, tal que k = w/c es el
numero de onda o, lo que es lo mismo, la energia. Para efectos
de comparacién, observemos que la separacion de la ecuacion de
Schrodinger lleva a [9]

d’[‘(r dr>_€(€+1)RS = ——T'T RS,
dTs E
i S (it ¢ | M 21
du ! he Ts 2L

En lugar de la separacién de variables tradicional, consideremos
la siguiente
M(r, u) = I(r) + G(g) (22)

donde g = u/r. Sustituyendo en la ec. (11) obtenemos dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias,
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d [ ,dl
5(7“ %>—£(€+1)I = 7, (23)

&G
(1—92)d—gg+5(£+1)G = n, (24)

donde aparece la nueva constante de separacién n (en lugar de la
energia en la separacién convencional). Observemos que 7 tiene las
mismas dimensiones de las funciones M, I y G. Como es obvio,
las soluciones de I y G dependen de los valores de los parametros
individuales ¢ y 7, que serdn usados como subindices cuando sea
necesario.

Figura 4. a. Funcién estdtica para £ = 0: I}(r) = A+ B/r +
nln(r), para A = —0.01, B = —0.1, n = 1.0,—0.5,—1.0. Curva
superior (discontinua): n = 1.0; curva media (punteada): n =
—0.5; curva inferior (continua): 7 = —1.0. b. Suma de potenciales
para £ = 0,1,2: IJ(r) + I}(r) + n2(r). Mismos pardmetros de a.
Observemos la similitud cualitativa al potencial nuclear (ver nota
2).

Observemos que el lado izquierdo en las ecs. (20a), (21a) y (23)
es el mismo, mientras que el lado derecho contiene una constante de
separacién diferente (k, E'y 1).? La ecuacién de Schrédinger (21a)

2El anélisis del rango de las fuerzas nucleares se basa en la ec. (21a) cuando
¢ =10 [9, 19], por lo que se conjetura que el nuevo potencial permanente I(r)
puede estar asociado a tales fuerzas. Asi, los terminos con coeficiente A en
la ec. (25) exhiben algunas caracteristicas del confinamiento asintético (ver
Figura 4). Este tema esta bajo investigacién por el autor.
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se puede resolver en forma explicita solamente en algunos casos,
mientras que nuestra nueva ec. (23) se puede resolver en forma
general como

IHr) = Art+Br " 4 f(n), (25)
nln(r) paral=0
f(n) = {_zrér)m paraf: 1,2,3’... . (26)

donde A y B son constantes reales. La Figura 4 muestra ejemplos de
la ec. (25), que, cualitativamente, se asemejan al potencial nuclear.

Pasando ahora a la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
(24), se pueden distinguir tres casos:

A. g =1, ¢ arbitrario. Este es el caso de propagacién del frente
de onda. La solucién es

G = g7y (27)

donde ¢ = 1,2,3,---, y G(1) est4 indefinido para £ = 0. De
la ec. (22), M{(r) = Ar®+ Br=(**1) que es independiente del
tiempo.

B. g # 1, £ =0. La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
es directa

Ghlg) = g[(1+g) In[l1+g|/+(1—g)In|l—g|-2]
+Cg+ D, (28)

donde C'y D son ronstantes reales. La conexién con las on-
das viajeras se ve inmediatamente sustituyendo las variables
canénicas de D’Alembert, ec. (4):

Go(6xsr) = 5= (€4 Inf&r] +€ Infe])

Ol —¢) +D. (29)

—n(1+1In(r)) + o
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Sustituyendo las ecs. (25), (26) y (29) enla ec. (22) se obtiene
la solucién final en términos de ondas viajeras

MY(Ex,7) = o (€ Inlés] +6- Infe-))

a4 B C8%=8) (30)
T 2r

La forma general de M = F(£+)/r es la estructura bien cono-
cida de las ondas esféricas 1, pag. 191].

. g # 1, € # 0. Para este caso general no existen en la literatura
soluciones cerradas de la ecuacién diferencial ordinaria (24).
Nosotros hemos desarrollado un método de solucién [5] que
se explica en la segunda seccién del Apéndice. La solucién
general es

G(9) = Cse(g) + Dte(g) + nue(g) (31)

donde s¢(g),te(g), y ue(g) son funciones no armoénicas de la
primera, segunda y tercera clases respectivamente, que satis-
facen una ecuacién de Legendre asociada no-homogénea. Los
valores explicitos para los primeros valores de ¢ se muestran
en las Tablas 4 a 6. La Figura 5 muestra los gréficos corres-
pondientes.
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Fig. 5. Soluciones

acopladas no armoénicas
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Figura 5. Nuevas soluciones acopladas no armoénicas. Lado izquier-
do: variacién en 0 < g < 1. Para tiempo fijo, si 7 — oo entonces
g — 0. Lado derecho: variacién en 1 < g < oo. Para tiempo fijo, si
r — 0 entonces g — co. a. y b. Funciones no arménicas de primera
clase, s¢(g). En a. las curvas corresponden a ¢ = 0,1, -, 6, de arri-
ba a abajo, arrancando de la esquina superior derecha. En b., lo
mismo en sentido opuesto a las agujas del reloj, partiendo desde la
esquina inferior derecha. En g = 1, sy(g) = 0 para £ = 1,2,3,---.
c. y d. Funciones no arménicas de la segunda clase, ty(g). En
g = 1, te(g) es discontinua para ¢ = 1,2,3,---. e. y f. Funciones
no armoénicas de la tercera clase, u,(g). Convencion general: £ = 0:
puntos; £ = 1: continua; £ = 2: rayas; ¢ = 3: punto-raya; ¢ = 4:
punto-punto-raya; £ = 5: continua; £ = 6: puntos (en a y b).

5. Posibles implicaciones fisicas

Las nuevas soluciones pueden tener implicaciones en todos aque-
llos problemas microscépicos y macroscopicos que pueden ser des-
critos por la ecuacién de ondas homogénea. Se mencionan tres areas
generales de investigacion.

5.1. Electromagnetismo

Es bien sabido que las ecuaciones de Maxwell, en ausencia de
cargas, llevan a ondas electromagnéticas planas descritas por [11]:
OFE = 0, 0B = 0. La existencia de nuevas soluciones de la ecuacién
de ondas homogénea implica que podrian existir ondas no-planas
descritas también por las ecuaciones de Maxwell. Para resolver este
problema se ha empezado por analizar las suposiciones implicitas
en la soluciones convencionales de las ecuaciones de Maxwell [12,
13, 14].

Otras posibles lineas de investigacién son:

1. Conexién entre las soluciones sobre superficies de conos y el
efecto Cherenkov, y
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2. Conexidn entre superconductividad y la componente indepen-
diente del tiempo.

5.2. Ecuaciones relativistas

Es bien sabido que las ecuaciones de Dirac para el electrén
son equivalentes a una ecuacién matricial de Klein-Gordon [15], o,
equivalentemente, a una ecuacién de Klein—-Gordon sobre cada una
de las dimensiones internas. Para el caso particular de particulas sin
masa, las ecuaciones se reducen a la ecuacion de ondas homogénea.
Las nuevas soluciones de la ecuacién de ondas homogénea podrian
implicar nuevos comportamientos de las particulas no—-masivas, el
neutrino y el fotén por ejemplo. Como comienzo de esta linea de in-
vestigacion, el autor ha empezado por determinar qué condiciones
son suficientes y/o necesarias para obtener la ecuacién de Klein—-
Gordon a partir de las ecuaciones de Dirac [16, 17, 18].

5.3. Mecanica cuantica

Tal como se observé en la tercera seccion, la parte direccional
de la ecuacién de ondas homogénea dada por D(f, ¢) es la misma
componente direccional de la ecuacién de Schrodinger cuando el
potencial es central. La solucién de la ecuacion de Schrodinger es
Vg = D(6,¢)S(r,u), mientras que la solucién de la ecuacién de
ondas homogénea es ¥ = D(6, )M (r,u). Esto lleva a varias lineas
de investigacion:

1. Cuales son las implicaciones para mecanica cuantica de las
nuevas soluciones de D(0, ¢), en que m no esta cuantizado.

2. Una comparacién detallada entre M(r,u) y S(r,u) permite
identificar todos los efectos relativisticos, no contenidos en la
solucién convencional de la ecuacién de Schrodinger.

3. En particular, cual es el significado cuantico de la nueva cons-
tante de separacién 7 que aparece en lugar de la energia.
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Conclusiones

En esta memoria se describe el proceso de solucién de la ecuacién
de ondas homogénea en tres dimensiones. Adicionalmente a la
solucién convencional, que no se analizd, se describieron tres grupos
de familias de soluciones adicionales:

a. Soluciones no—dispersivas en coordenadas cartesianas.

b. Soluciones direccionales en coordenadas esféricas asociadas
con la rama imaginaria del nimero cuantico magnético.

c. Soluciones en coordenadas esféricas con tiempo y distancia
sin desacoplar a la manera tradicional; estas constituyen una
solucién cerrada y explicita al problema de ondas viajeras
en tres dimensiones que, hasta ahora, solamente podia ser
resuelto de forma aproximada.

Todas las soluciones descritas son reales.

Se mencionaron algunas posibles conexiones con electromag-
netismo, y con las ecuaciones de Schrodinger y de Dirac. Son todos
temas abiertos que posibilitan la identificacién tedrica de nuevos
fenémenos, o la explicacién de fenémenos ya conocidos, pero con
explicacion endeble dentro del ambito tradicional.
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A. Apéndices
A.1. Valores reales de P} (cosf)

Aqui se detalla el procedimiento seguido para obtener valores
del angulo 6 que hacen que P}'(cosf) sea real, y se calculan los
valores corespondientes. Sea [10, pag. 332],

1 cosf + 1\*"2
" _
Faise) = INQE) (0050—1)
xF(—€,€+1;1—u; 1’—;’"3—9> (32)

donde |1 — cosf| < 2 y F es la serie hipergeométrica definida como
(10, 15.1.1, pag. 556]

F(a, b;c; z) = F(b,a;c; 2)
_ Il & T(a+n)l(b+n) 2"
= Tar® = Tein) a &

n=0

Para usar una notaciéon més compacta sean,

1 cosf + 1 im/2
= 4
En(6) (1 —1m) (cos&— 1) ’ (34)
FAB) = F(~€,€+l; 1 —im; 1—_%50) (35)
P™(cosf) = En(0)FL(). (36)

Calculemos ahora cada uno de las dos funciones, asi:

1 1+ cosf) ™
En®) = (1 —im) <_1—cose>

L1+ im) (1ot (§))”
['(1+im) I(1 —22'm) ' (37)
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Sustituyamos las siguientes identidades:?

iim = <ei7r/2)im = e—7rm/2’ (38)
el denominador por [10, 6.1.31, pag. 256]

m™m

F(l+im)F(1—im)=W, (39)
la funcién gamma por
I'(1+1im) = exp (a(m) +ib(m)) , (40)

donde a(m) = Re(InT'(1 +im)) y b(m) = Im(InT'(1 + im)) se leen
de la Tabla 6.7 en [10, pag. 277]. Obtenemos asf:

E.(0) = Sintiim) exp (—W—TE + a(m))
™m 2
X exp [z (b(m) —m In (tan (g)))} . (41)
Para evaluar F? (6) observemos que a = —£ es un entero nega-

tivo, por lo que la suma se corta en £ [10, 15.4.1, pag 561]. Los tres
primeros términos son:

F°() = 1, (42)
Fl) = 1- 2—(11:—;;1) sin? (g) : (43)
F2(0) = 1- % sin® (g)

24(2—m2+3im) . (0

(14+m?)(4 +m?) S (5) ' (44)

3En la solucién tradicional en que u = m, éste es el tnico término que puede
ser complejo. i™ es real si m = 2n, donde n = 0,%1,+£2,--.. Observemos
que las soluciones con m impar son imaginarias puros. Este tema amerita
investigacién adicional.
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Esto es, las funciones F¥(6) son tipicamente complejas, ex-
presables como

FL(8) = R, (0) exp(ialy(0)). (45)

Sustituyendo en la funcién de Legendre asociada

€ in(mm ™
Fe] = Rm(G):m( ) exp (_T +a(m))

X exp [z <b(m) —m In (tan (g)) - afn(0)>] :

(46)

La condicién para que Pj™(6) sea real es entonces que

b(m) —m In (tan (g)) +af(0) =27k (47)

donde k£ =0, £1,+£2,---.

Los valores del angulo 6 que resuelven la ecuacién trascendental
anterior se obtiene por métodos numéricos. Algunos ejemplos se
muestran en las Tablas 2 y 3 para £ = 0,1. El valor de P;™(f) es

£ in(mm ™
Pi™g) = Rm(e):m( ) exp (_T + a(m)) , (48)

que también se da en la Tabla 1 para m positivo. Para m negativo
se cumple que
__sinh(7m)

E+m(9) E—m(e) - T : (49)

Ademds, para ¢ = 0 se cumple que R () = 1 por lo que

__sinh(7m)

Py (0) 3™ (6) (50)

™

Entonces, P, ™(f) se puede calcular inmediatamente a partir
de la Tabla 1.
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6.2. Solucién de la ecuacién de Legendre asociada
no—homogénea

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria (23) para el caso
g # 1. Introduzcamos la variable auxiliar

G(9) G(9)
U(g) = = . (51)
9 =%) 1 - g2|"/2
Sustituyendo en la ec. (23) se obtiene una ecuacién de Legendre
asociada no-homogénea

d*U au 1 n
1-¢*)— —29—+ [L(+1) - —— | U=—~. (52
-G -20 + (tern- o) v=gLs. @

Para 7 = 0 esta expresién se reduce a la ecuacién de Legendre
asociada con m? = 1, cuya solucién se obtiene inmediatamente en
términos de P} (g) y Q}(g), que son funciones de Legendre asociadas
de primera y de segunda clases [2, 10]:

Us(9) = C Pi(9) + DQi(9), (53)

lo que lleva a

Gi(9) = h(g) (CP}(9) + DQi(9)) (54)

donde ¢ =1,2,3,---.
El caso ¢ = 0, n arbitrario, se resolvié en la seccién IV. Para
el caso n # 0,¢ > 0 no se encontraron soluciones en la literatura
[1, 2, 10}, por lo que se procedié a su solucién directa, asi: la

ecuacion diferencial ordinaria (23) se multiplica por un polinomio
f(g) definido como

flg=a+ag+ag®+asg®+---, (55)
obteniendo la siguiente ODE
2

(1= ¢ f(g) %gg e+ ) fl9)C=nflg).  (56)
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Definamos las siguientes variables auxiliares:

Z(g) = h*(9) f(9) = 1 - ¢| f(9), (57)

y
X = 7@, (58)
Y = FG, (59)

donde las primas significan derivadas respecto a g. Tomando deriva-
das de X y Y respecto a g, y sustituyendo en la ec. (55) se obtiene

X -Y'+(2Z"+e(t+1)f(9) G = nflg), (60)
X =Y'+(Z2"-t(t+1)f(9) G = -nflg), (61)

para g2 < 1y g% > 1, respectivamente.

Las ecuaciones anteriores se pueden integrar facilmente para
obtener X y Y, siempre y cuando el término en paréntesis, esto
es el coeficiente de la variable G, sea nulo. Una vez calculado Y,
el valor de G se puede obtener a partir de la definicién de Y. El
problema se reduce entonces a identificar las condiciones bajo las
cuales los coeficientes de G son cero, esto es

Z'+0(E+1)f(g) = 0, (62)
Z'—0(+1)f(g) = 0, (63)

para g2 < 1y g% > 1, respectivamente.

Sustituyendo la definicién de Z, e igualando a cero el coeficiente
de cada potencia de g, se obtiene un ecuaciéon de recurrencia para
los indices de los coeficientes a; que definen la funcién f(g), asi

(i+2)(i+1)a2=((E+2)(+1)—£(£+1)) a, (64)

donde 7 =0,1,2,---.
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Esta ecuacién produce entonces dos series de coeficientes (par
e impar) cuyos valores dependen del valor que se asigne arbitraria-
mente a uno de los términos de cada serie (por ejemplo al primero,
osea aapy ap). Se observa también que una serie termina cuando
uno de sus términos es cero; por ejemplo, si a;;2 = 0, entonces,
@i+q4 = Qit¢ = --+ = 0. En particular, si el primer miembro de la
serie par ag = 0, entonces toda la serie es nula. Consideremos ahora
un término cualquiera a;4o # 0. El término siguiente a;, 4 = 0, si y
sélo si

(+2)(G+1)—L(L+1)=0. (65)

Evidentemente, la soluciéon es £ =i+ 1, osea i = £ — 1. Esto es,
el dltimo término de la serie para £ es a,_;. Por conveniencia, sean
ag—1 = 1 y el primer término de la otra serie cero. Los términos
hacia abajo, a,_3 y asi sucesivamente, se calculan recursivamente.
La Tabla 7 muestra los coeficientes para los primeros valores de /.

Habiendo asegurado entonces que el coeficiente de G es cero en
las ecs. (59) y (60), éstas se pueden integrar para obtener

G(g) = Z(9) (nIx(9) + DIs(g9) +C) , (66)
G(g) = Z(g) (—nL(g9)+DIL(g9)+C), (67)

para g> < 1y g* > 1, respectivamente, donde C'y D son constantes
reales, y la integral I;(g) se definen como

L) = [ flo)ds,

I(g) = %dg

i) = [ 5zda, (68)

)

Puesto que tanto f(g) como Z son polinomios con un muimero
finito de términos, es claro que las integrales anteriores pueden ser
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todas evaluados utilizando los coeficientes de la Tabla 7, o cal-
culdndolos a partir de la férmula de recurrencia, ec. (63), conforme
se explico antes.

Finalmente, definamos

se(g Z(9),

te(9) = Z(9)Is(9), (69)
donde g? # 1, y

u(g) = Z(g) L(g), (70)

u(9) = —2Z(g) I(g) (71)

para g2 < 1y g% > 1, respectivamente, y sustituyamos en las ecs.
(65) y (66) para obtener asi la expresién para G(g) dada por la
ec. (31), y los valores para las funciones s,(g), te(g9) y we(g), que
aparecen en las Tablas 4 a 6.
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P ()" P9y

m Todok [k=0|k=1|k=2|k=-1 =—2
1x1078 | 1-€5 0.759 | 1-¢g 1-€g 1-€5 1-€g
1x1077 | 1-¢; 0.759 | 1-¢; 1-€7 1-¢; 1-€7
1x107° | 1-€g 0.759 | 1-¢6 1-€¢ 1-€ 1-€6
1x107° | 1-€5 0.759 | 1-e5 | 1l-e5 | 1-€5 1-€5
1x10~4 1-€49 0.759 | 1-e4 1-€4 1-€41 1-€41
0.001 | 0.998 0.758 | 0.998 | 0.998 | 0.998 0.998
0.01 0.984 0.747 1 0.984 | 0.984 | 0.984 0.984
0.1 0.861 0.654 | 0.861 | 0.861 | 0.861 0.861
0.2 0.754 0.574 | 0.754 | 0.754 | 0.754 0.754
0.3 0.670 0.512 | 0.670 | 0.670 | 0.670 0.670
0.4 0.604 0.464 | 0.604 | 0.604 | 0.604 0.604
0.5 0.551 0.426 | 0.551 | 0.551 | 0.551 0.551
1.0 0.398 0.322 | 0.398 | 0.398 | 0.398 0.398
1.5 0.325 0.278 | 0.325 | 0.325 | 0.325 0.325
1.80° 0.296
2.0 0.282 0.252 | 0.281 | 0.282 | 0.281 0.282
2.3 0.241 | 0.262 | 0.263 | 0.262 0.263
2.34¢ 0.260 0.239 | 0.260 | 0.260 | 0.260 0.260
2.4 0.237 | 0.256 | 0.257 | 0.257 0.257
3.0 0.230 0.219 | 0.229 | 0.230 | 0.229 0.230
4.0 0.199 0.194 | 0.197 0.199
5.0 0.178 0.176 | 0.175 | 0.178 | 0.178
10.0 0.126 0.126 | 0.125 | 0.125 | 0.126 0.126

a) g = 15721078, ¢; = 157121077, €5 = 1.570x1076, €5
1.5702107%, €49 = 1.5702107%, €4y = 1.57021074.

b) Para m = 1.805, # = 7/2, lo cual implica que Pi™(6) es real

en el plano z — y (k = 0).

c) Param = 2.344, 6 = 7/2, lo cual implica que P{™(6) es real

en el plano z — y (k = 0).

Tabla 1. Valores reales de funciones de Legendre asociadas P3™(6)

y Pi™(6).
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m k=0| k=1 |k=2|k=3 =-1 =-2
121078 [ ®58.62 € € € 180-¢ 180-¢
0.001 58.62 € € € 180-¢ 180-¢
0.01 58.62 € € € 180-¢ 180-¢
0.1 58.82 € € € 180-¢ 180-¢
0.2 59.39 € € € 180-¢ 180-€
0.3 60.33 | 521078 € e| 180-¢ | 180-¢
0.4 61.57 | 12z107° € € 180-¢ 180-¢
0.5 63.08 | 2210~* € € 180-¢ 180-¢
0.9 70.82 | 721072 € €| 179.85 180-¢
1.0 72.97 0.15 € €| 179.71 180-¢
1.5 83.79 1.55 | 0.02 €| 178.06 | 179.97
1.8 89.89 3.48 | 0.10 €| 176.50 | 179.89
1.80¢ 90.00 3.52| 0.10| 0.00| 176.47 | 179.89
1.9 91.83 433 0.15 175.94 | 179.85
2.0 93.71 5.28 | 0.22| 0.01| 175.36 | 179.80
3.0 109.72 19.85 | 2.47| 0.30| 170.09 | 178.78
4.0 121.38 40.64 | 880 | 1.83| 166.69 | 177.22
5.0 130.01 62.81 | 19.71 | 5.66 | 164.88 | 175.67
10.0 151.76 | 129.52 | 97.07 | 62.24 | 164.72 | 171.81
20.0 98.55 80.63 | 63.57 | 48.71 | 115.68 | 130.67
2000 90.05 89.87 90.23
10000 90.01 89.97 90.05

a) € < 11074
b) Sim — 0, § = 58.624°. Para m = 0.001, § = 58.624°.
c) Param = 1.805, § = /2 = P{™(6) es real en el plano z — y.

Tabla 2. Conos de semidngulo 6 tal que Pi™(6) es real; 6 es el
semiangulo del cono con vértice en el origen, en grados.®
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m k=0|k=1 |k=2 |k=3 =-1 =-2
0.001 | 40.6 € € € 180-¢ 180-¢
0.01 40.6 € € € 180-¢ 180-¢
0.1 40.8 € € € 180-¢ 180-¢
0.2 41.4 € € € 180-¢ 180-¢
0.3 42.3 | 521078 € € 180-¢ 180-¢
0.4 43.6 | 1z10~° € € 180-¢ 180-¢
0.5 45.1 | 2210~* € € 180-¢ 180-¢

1.0 56.2 | 0.158 | 3z10~* | 6210~" 179.4 179.9
1.5 69.4 [ 1.558 | 0.023 [ 4x10~* 176.8 179.9

2.0 82.1 9.27 0.22 175.5 179.7
2.3 89.0 8.71 0.56 171.6 179.5
2.34¢ | 90.0 9.31 0.64 | 0.043 171.4 179.4
24 91.2 | 10.04 0.73 171.1 179.3
3.0 102.7 | 19.73 | 2.468 168.2 178.5
4.0 117.1 | 40.12 165.2

5.0 1273 | 61.75 19.67 163.8

10.0 | 151.3 | 128.80 | 96.43 | 61.97 164.4 171.6

a) € < 1r10™.
b) Para m — 0, § — 40.595°. Para m = 0.001, 6 = 40.595°.

c) Para m = 2.345, 0 = /2 = P;™(f) = real en plano z — y
(k=0).

Tabla 3. Conos de semidngulo 6 tal que P{™(6) es real; 6 es el
semidngulo del cono con vértice en el origen, en grados.®
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so(g) =g

s1(g) = |1 —g°

s2(g9) =1 - g°lg

s3(g) = 1 — ¢°|[g* — (1/5)]

sa(g) = [1 — g°lglg® — (3/7)]

ss(9) = [1 — ¢°llg* — (2/3)g° + (1/2)]
se(g9) = [1 — g°[glg* — (10/11)g° + (5/33)]

Tabla 4. Funciones no arménicas de la primera clase, s¢(g) para

g #1.

To(g) =1

Ti(g) = (1/2)[g+ (1 — g*)Q]

Tx(g9) = (3/2)glg + (1 — g°)Qo] — 1

Tx(g) = (15/16)[g(59" — (13/3) + (5¢° — 1)(1 — ¢°) Qo]

Ty(g) = (35/16)g[g(7g° — (23/3)) + (7g* — 3)(1 — g*)Qo] + (7/3)

Tabla 5. Funciones no armoénicas de la segunda clase.
te(g) = +Te(g) para g* < 1, ty(g) = —Ti(g) para g* > 1.
Qo = 3In[(1+g)/[1 - gl].

ug(g) = (1/2) In|1 — g*| + gQo — 1

uy(g) = (1/2)

uz(g) = (1/4)glg + (1 — ¢*)Q0]

uz(g) = (1/12)

ua(g) = —(3/64)9[g(79° — (23/3)) + (79° — 3)(1 — ¢*) Qo]
ug(g) = 1/€(£+ 1)

Tabla 6. Funciones no arménicas de la tercera clase, u,(g) para

9 #1. Qo=3In[(1+g)/1 —gll.
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/ ap ay as as a4 | Aas
11 0 0 0 010
210 1 0 0 0 (0
3[-1/5 |0 1 |0 0 [0
4]0 37 [0 |1 0 [0
5(+1/21 |0 -2/3 10 1 ]0
60 ¥5/33|0 |-10/11]0 |1

Tabla 7. Coeficientes del polinomio f(g).

-
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