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Resumen

En el presente articulo de revisién, se exponen los funda-
mentos fisicos mas importantes de la cosmologia fractal.
Se incluyen los primeros desarrollos tedricos de la dindmica
gravitacional a partir del principio cosmolégico condicional
propuesto por Mandelbrot, asi como los estudios iniciales
desde el punto de vista fractal del agrupamiento galacti-
co observado. El entendimiento de este fenémeno propende
por el desarrollo de fisica més alld del modelo cosmolégico
estandar.
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Abstract

In this review article the most important foundations of
fractal cosmology are presented. Special attention is given to
the first theoretical developments in gravitational dynamics
based on the conditional cosmological principle proposed by
Mandelbrot and to the starting research about the fractal
nature of the observed spatial clustering of galaxies. The
understanding of this phenomena may impulse the devel-
opment of new physics beyond the standard cosmological
model.
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1. Introduccion

El paradigma actual sobre el cual se basa el modelo cosmolégi-
co estandar, afirma que el universo a gran escala es homogéneo
e isotrépico, de manera que las inhomogeneidades observadas solo
son de caracter local y deben desvanecerse a escalas suficientemente
grandes [11, 9]. Este principio se basa por un lado, en las observa-
ciones de la radiacién césmica de fondo [7, 21], cuya isotropia se
encuentra del orden de una parte en cien mil y por otro, en consid-
eraciones filoséficas; el universo observado debe ser el mismo para
cualquier observador independiente del punto de observacion y de
la direccién de esta [14, 21].

No obstante el éxito de los modelos fisicos basados en este prin-
cipio cosmoldgico, aun quedan sin resolver preguntas fundamentales
dentro de la formacién de estructura en el universo [25]. Especifi-
camente las galaxias se agrupan en patrones jerarquicos altamente
estructurados, con propiedades de auto similaridad (invariancia de
escala) y dimension fractal alrededor de dos, en donde nuevas leyes,
conceptos y generalizaciones son necesarios [29]. En la dltima déca-
da, el interés en el desarrollo de la cosmologia fractal ha arrojado
resultados promisorios, convirtiéndose en un campo fértil de traba-
jo para la investigacion de la formacion de estructuras a gran escala
en el universo [3, 2J.

2. Fractalidad en la Distribucién de Estructura en el Uni-
verso

La informacion proveniente de los tltimos informes de catalogos
de galaxias muestra que la distribucién de galaxias en el universo
observado exhibe una estructura compleja, invariante de escala, con
dimensién fractal [29]. Mateméticamente se ha estimado la forma
funcional de la distribucion del agrupamiento galdctico de acuerdo
a la relacién [11, 9]:

N(r) ~r? (1)

donde N (r) representa el nimero de galaxias en una esfera de ra-
dio r y D la dimension fractal, cuyo significado no solo es estadistico
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Catélogo Dp Tamano aprox.
CfA1 1.7 (0.2) 1800

CfA2 ~ 2 11000

SSRS1 2.0 (0.1) 1700

SSRS2 ~ 2 3600

LEDA 2.1 (0.2) 75000

IRAS 1.2/2 Jy 2.2 (0.2) 5000
Perseus-Pisces ~ 2,1 3300

ESP 1.8 (0.2) 3600

Las Campanas (LCRS) 2.2 (0.2) 25000

SDSS (r1) ~ 2 2 x 10° — 1,5 x 109

CUADRO 1. Dimensién Fractal de Galaxias, cdlculos para varios catdlogos en
corrimiento al rojo. [19]

[32] sino también geométrico. Cuando la dimensién fractal coincide
con una dimensién entera se puede asignar a la estructura una ge-
ometria asociada con esta dimensiéon. D = 0 distribuciéon puntual,
D = 1 distribucién lineal, D = 2 distribucion superficial, D = 3
distribucion volumétrica. Aqui, D = 3 corresponde a una distribu-
cion de galaxias homogénea e isotropica, D = 2 corresponde a una
distribucion de galaxias donde la materia estd uniformemente dis-
tribuida en superficies esféricas que rodean el punto de observacion,
mientras que, D = 1 corresponde a distribucion uniforme dentro de
un circulo cuyo centro es el observador. En el caso de dimension no
entera la distribucion de galaxias se encuentra en estado de transi-
cién entre regimenes de homogeneidad [11].

Los resultados recientes se resumen en el Cuadro 1, de acuer-
do a [20]. Esta informacién muestra una tendencia de la dimen-
sion fractal del orden de D = 2 en profundidades cercanas a los
100Mpc/h. Estos datos observacionales constituyen una violacién,
por lo menos local, del principio cosmoldgico estandar, paradigma
basado en la suposicion de homogeneidad e isotropia en escalas
mayores a 30Mpc/h [19].

La pregunta fundamental es: ; Cual es el origen de la invariancia
de escala en el fendmeno del agrupamiento gravitacional? [30, 9].
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La mayoria de los grupos de investigacion han enfocado sus
esfuerzos primeramente en el modelamiento de la interaccion grav-
itacional de N-cuerpos desde el punto de vista newtoniano [12],
con algunos trabajos desde la perspectiva de la Teoria general de
la relatividad [24, 19] y otros a partir de nuevas teorfa de grav-
itacién [1]. Algunos investigadores van més alld de la interaccién
gravitacional, buscando origenes cudnticos en la estructura frac-
tal, a partir de la conexién entre entropia, informacion, fractalidad
y las distribuciones no homogéneas de anisotropias en el universo
temprano [20].

Se requiere una revision de la imagen estandar del crecimiento
de estructura [2], desde los mismos principios subyacentes a los de-
sarrollos del modelo esténdar [5]. Algunos autores propenden por un
cambio de paradigma, del Principio Cosmolégico actualmente acep-
tado, al Principio Cosmolégico Condicional propuesto por Man-
delbrot [15], en el cual el universo aparece estadisticamente igual
[32] solo para los observadores situados en una galaxia como pun-
to ocupado del conjunto fractal [19] [13]. Con estos cambios en los
principios fisicos subyacentes a la cosmologia estandar, es necesario
revaluar los modelos universalmente aceptados con el fin de estable-
cer si nos encontramos frente a un cambio de paradigma y aplicar la
dinamica gravitacional a las fluctuaciones de densidad primordiales
que son concordantes con el Principio Cosmolégico Condicional [20].
La mayoria de los trabajos estdn encaminados en desarrollar mod-
elos gravitacionales basados en distribuciones fractales de materia
[1, 11, 12, 19] mientras otros investigadores buscan representar en
forma discreta el campo continuo de densidad, de manera tal que
dentro de modelos fractales de crecimiento de estructura, las dis-
tribuciones galacticas observadas se puedan reproducir en simula-
ciones de N-cuerpos [29, 9].

3. Antecedentes

La nocién de estructura jerarquica en el cosmos tiene su ori-
gen temprano en los antiguos filésofos griegos. Desde tiempos de
los presocraticos, Anaxagoras introdujo la idea acerca de un multi-
universo, un sistema indefinidamente extendido, con la premisa fun-



Dindmica del comportamiento fractal de las estructuras a gran escala del Cosmos 81

damental: Todo estd contenido en una porcion del todo.
De esta forma cada subsistema material contiene réplicas del resto
[13].

Las ensenanzas de Anaxagoras fueron mayormente excluidas en
los tiempos de la edad media. En el siglo 12 los escritos griegos
fueron traducidos del griego al latin, y luego fueron inmersos dentro
de la escolastica medieval, con su mayor exponente, Santo Tomés
de Aquino.

El rompimiento con el pensamiento escolastico comenzé con
las ideas heliocéntricas promulgadas por Nicolds Copérnico. Este
movimiento desemboco en el renacimiento con los desarrollos poste-
riores de Galileo Galilei, [saac Newton y Gottfried Leibniz, quienes
proponen el modelo estatico de un universo infinito. De este tiempo
Emmanuel Kant reconoce una vision jerarquica del cosmos, asocian-
do audazmente las nebulosas vistas en el cielo, con universos isla tal
como nuestra Via Lactea, ciento cincuenta anos antes de cualquier
testimonio observacional [14].

El pensamiento del universo newtoniano, basado en la premisa
de la existencia de un universo infinito, eterno y estatico, es cues-
tionado en principio por Olber, quien se pregunta ;Porqué el cielo
es negro de noche? Si el universo es infinito, los rayos de luz prove-
nientes de las estrellas debian mostrar un brillo uniforme como el
que ofrece la Via Lactea, llenando de luz el espacio [14, 25].

Llegando a los inicios del siglo XX, la cosmologia tuvo como
eje, el desarrollo en 1915 de la Teoria General de la Relatividad,
formulada principalmente por Albert Einstein. Esta vision de la
gravitacion, permitié tratar de manera cuantitativa el universo co-
mo un todo, partiendo de una distribucién uniforme de materia [28].
La introduccién de la constante cosmoldgica, fue un intento de con-
servar la visiéon newtoniana de un cosmos estatico, pero ya en 1922,
Alexander Friedmann demuestra que el problema de estabilidad es
inherente a la solucién de la ecuacion de Einstein.

El desarrollo de Friedmann, junto con Georges Lemaitre, Howard
Robertson, y Arthur Walker donde el universo es concebido co-
mo un gas perfecto de galaxias bajo la suposicion de homogenei-
dad e isotropia, permite desarrollar una métrica consistente con
un universo en expansion [28; 31], opacé la concepcién jerarquica
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(No-homogénea) desarrollada a principios de siglo por el astrénomo
Carl Charlier, en su articulo de 1908: Como puede ser construido
un mundo infinito. Charlier concibe un universo estructurado por
niveles de complejidad partiendo en el nivel cero con las galaxi-
as como constituyentes primarios. El siguiente nivel corresponde a
una agrupacion esférica de racimos galacticos de radio Ry, con N;
galaxias, el segundo nivel con super-racimos esféricos de radio Ry y
N, racimos de galaxias, continuando la construccion en niveles su-
periores. [12], [13]. Este modelo fue olvidado hasta finales del siglo
veinte con el advenimiento del concepto de fractal y su posterior
aplicacion a la cosmologia [29, 30].

El adelanto de la nocién de los fractales tiene su punto de partida
en los trabajos del matematico alemén Felix Hausdorff quien tra-
bajé la generalizacién de los conceptos de métrica, medida y dimen-
sion dentro de la rama de la topologia. En 1918 en su articulo titu-
lado: Dimension und ausseres Mass, formaliza la idea de dimension
de manera general. Esta concepcién es el punto de partida para el
concepto moderno de fractal, formulado por el también matematico
Benoit Mandelbrot en 1982, en su libro: The Fractal Geometry of
Nature, donde se unen dos pensamientos: la auto-similaridad y la
dimensién [23].

En cosmologia este concepto esta intimamente relacionado con
la invariancia de escala, [6] la faceta de objetos cuyas leyes no cam-
bian si la longitud de escala es multiplicada por un factor comin
[14].

En la Figura 1 se observa la auto-similaridad en el agrupamiento
galactico, en dos escalas diferentes, de acuerdo al trabajo de Sylos
Labini F, Pietronero L. [29, 9].

4. Desarrollo Tedrico

El concepto natural de dimensién parte de la nocion del niimero
de coordenadas necesarios para la descripcion de puntos dentro de
un espacio métrico. En la aproximacion auto-similar, se divide cada
lado del objeto en igual nimero de partes y se observa la relacion
entre el nimero de partes y la razén entre la cual se dividié el objeto
23].
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FiGurA 1. Fractales en el agrupamiento galactico; invariancia de escala y auto-

similaridad [29].
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FiGurA 2. Ejemplo de dimensién fractal coincidente con la dimensién topoldgi-

ca [23]
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Si se toma el objeto con tamano lineal igual a 1, que reside
en una dimension Euclidiana D, y se reduce su tamano lineal en el
factor en cada direccion espacial, se necesitan un niimero de objetos
auto-similares para cubrir el objeto original (Ver Figura 2). De esta
manera la dimension auto-similar D se define como:

_log N(l)
~ log()

Extendiendo el concepto, se define la dimension de Haussdorf
para un espacio métrico cualquiera, A, como un nimero real positi-
vo, considerando primero el nimero N (¢€) de bolas de radio € que se
requieren para cubrir el espacio completamente, donde la medida
d-dimensional es proporcional al limite:

(2)

he(A) = lim N (e)e? (3)
e—0
Haussdorf demostro que solo existe un valor d para el cual este
limite es diferente de cero o de infinito. Para este valor se satisface
que:

o= {5 345t "

Donde Dy es por definicion la dimensién de Haussdorf de A,
d = Dy (A) y es el valor para el cual N(e) oc 1/e? [23].

En el caso de la distribucién de galaxias otra forma de dimension
fractal que es utilizada es la dimensiéon masa-radio D,,, que consiste
en la medida de la masa total contenida en una esfera de radio R
cuyo centro es un punto ocupado del conjunto, donde se determina
la masa contenida como funcién del tamano radial [9]. La dimensién
fractal se define entonces como:

M(R) ~ RPm, (5)

de manera que la densidad nimero de galaxias decrece como:

n(R) ~ RP™¢ (6)
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Para describir completamente un fractal, es necesario especificar
en que clase de funcién acompana a la variacién radial [17], es decir
expresando la masa como:

M(R) = FRP (7)

donde el factor F' es una funcién, que puede ser diferente para
fractales con dimension idéntica. De esta forma se define la La-
cunaridad, un término que describe las propiedades del factor F.
Mandelbrot propone esta descripciéon por medio de una serie de
factores de variabilidad [4, 17] .

C(D)
Sk = —— 8
“ =G )
El més simple de estos factores es el factor de variabilidad de
segundo orden:

2
s(p) = =) 0
(F)
El anélisis de lacunaridad complementa los estudios fractales per-
mitiéndonos distinguir agrupaciones fractales de dimensién similar
pero que ocupan el espacio en forma diferente [22].

Las definiciones de dimensién antes presentadas, representan ca-
sos particulares del espectro multifractal de dimension generalizada
[9]. De acuerdo con Sarkar [26] la distribucién galdctica puede ser
caracterizada con un espectro fractal definido a partir de una cor-
relacion generalizada. Partiendo de la i-ésima galaxia como centro,
se determina n;(r) el numero de otras galaxias dentro de una es-
fera comévil de radio r, realizando el conteo del nimero de galaxias
alrededor del observador, a través de métodos numéricos [27]. La
correlacion generalizada es definida como:

1 —1
=2y 2= (10)
donde M es el nimero de centros, N es el nimero total de galaxias
y q se refiere a un momento particular del conteo de galaxias. A
partir de esta correlacion generalizada se puede definir la dimensién
generalizada como:

Cy(r)
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FIicura 3. Ejemplo de distribuciones de masa regular (Arriba), multifractal
(Abajo). En la derecha se muestran los correspondientes perfiles de densidad.
[29]

1 dlogCy(r)
Dq_q—l dlogr (11)

Para ¢ > 1 D, explora el comportamiento del escalamiento de
galaxias en ambientes de alta densidad (Cdmulos y super ctimu-
los) y para ¢ < 1 D, explora este escalamiento pero en ambientes
de baja densidad es decir vacios [10]. A partir de estos conceptos
y del principio cosmolédgico condicional propuesto por Mandelbrot
las nociones fundamentales deben ser revisadas comenzando con la
densidad [9].

Una distribuciéon homogénea, se caracteriza por una granulosi-
dad, con una densidad de fondo bien definida, cuya estructura evi-
dencia un exceso de densidad local, y es caracterizada por su posi-
cién, tamano en intensidad, pudiéndose definir analiticamente un
perfil. En cambio en una estructura fractal no se tiene una densidad
de fondo, tiene un perfil altamente irregular y solo puede observarse
regularidad en la escala de transformacién [29, 30].



Dindmica del comportamiento fractal de las estructuras a gran escala del Cosmos 87

Como puede observarse en la Figura 3, los sistemas fractales
no tienen longitud natural, en ellos la nociéon de densidad pierde
sentido. Existen estructuras en muchas zonas y a varias escalas,
pero ya no es posible asignarles una intensidad especifica. [29, 30].
La pregunta a formularse es ;la evidencia observacional apoya la
concepcién homogénea e isotropica del universo, o se observa es-
tructuracion jerarquica del tipo fractal?

La evidencia astronémica de la no-homogeneidad del univer-
so comenzé a vislumbrarse desde la publicacion de Shapley de su
catdlogo galactico, en 1934. En esta recopilacion, se observan agru-
paciones galacticas en racimos tan grandes como el observado alrede-
dor de Virgo. Ya en 1958 Abel publicé su catalogo que indicaba una
gran concentracién de racimos y siper racimos en tan alta concen-
tracién que el mismo dudaba de su informacién [13].

En 1970 el astrénomo francés Gerard De Vaucouleurs hizo el
primer intento de identificar un patrén jerarquico fractal, estiman-
do para la fecha una dimension fractal D = 1,2. El gran avance
respecto a este tema fue dado por Luciano Pietronero, quien en
1987 en su estudio de la funciéon de correlacion, demostré que esta
herramienta estadistica resulta inapropiada cuando el objeto de
investigacion son conjuntos fractales. Ademas propuso una funcion
de correlacion mas general que revela el agrupamiento jerarquico
de manera contundente [13].

Actualmente la evidencia observacional, de acuerdo con [11], en
regiones cercanas hasta 10 Mpc/h muestra una dimensionalidad del
agrupamiento fractal de galaxias en valores cercanos a D =~ 1, mien-
tras que a mayores radios [28, 7], el comportamiento fractal exhibe
una dimensionalidad D = 2 para la regién observable del cosmos,
como puede verse en la seccion de justificaciéon del problema. De
manera que un modelo plausible para el comportamiento fractal
que reproduzca la evidencia observacional y contenga un posible
paso a la homogeneidad tendria la forma [8]:

2
N=b 1+&+(&> r (12)
r T

donde esta expresion considera tres posible regiones de acuerdo al
comportamiento fractal, estas son:
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1. Regién més interna, R; < r, donde el término de mayor peso
en la expresién serfa el de dimension fractal 1, con N ~ bR77.

2. Regioén intermedia, Ry < r < Ry, donde es el segundo término
el que toma la mayor importancia, de manera que la dimen-
sién fractal estarfa alrededor de 2, con N ~ bR3r?

3. Mientras que en la region mas alla de la escala de homogenei-
dad, r > Ry, la distribucién de galaxias tendria dimensién
fractal de 3, y tenderfa a la forma: N ~ br.

A partir de la dindmica newtoniana [18], es posible derivar la
expresion antes propuesta partiendo de un ensamble estadistico
de galaxias [32] aproximadamente homogéneo cuya distribucién de
densidad dentro de una esfera de radio r, y masa total m es [11]:

o= (13)

™ A3
Esta ultima expresion corresponde a la aproximacion de orden
cero, una distribucién continua y homogénea de densidad de mate-
ria, con la fuerza gravitacional por unidad de masa en la superficie

de la esfera de acuerdo a la expresién newtoniana:

V
F=Gpli (14)

Para representar una distribucién discreta no homogénea, se
toman aproximaciones de mayor orden, a través de una expansion
de Taylor para la fuerza gravitacional por unidad de masa, con valor
absoluto de los términos, valores finitos de la variaciéon dr y con el
volumen fijo, derivando y factorizando el término de orden cero se
observa:

;
F~Gpm 3 ;

2
1+2i—r+3(5—r) ]7“3 (15)

Despejando la densidad de materia:

i or or\?| 4
P = P 1—1—2?—!—3 - r (16)
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Expresién compatible con el modelo fractal propuesto [11], [12].
Si esto se observa de un modelo newtoniano, ; Cémo se darian pasos
a desarrollar un modelo fractal del universo en el marco de la Teoria
General de la Relatividad? [23]

Partiendo del principio cosmolégico condicional, el universo es
considerado estadisticamente igual para todos los observadores situ-
ados en una galaxia, pero no desde el punto de vista de una region
de vacio [19]. En un universo fractal, la densidad no estaria defini-
da en cualquier punto, y por lo tanto las ecuaciones de Einstein no
tendrian sentido puntualmente. Es necesario reemplazar el concep-
to de densidad en un punto, por el concepto de medida condicional
de masa definida sobre conjuntos discretos [29].

Es necesario definir de acuerdo al principio condicional lo que
es homogeneidad fractal e isotropia desde un punto ocupado del
conjunto. En primer lugar se define una hipersuperficie de fractal-
idad homogénea de dimension fractal D, la hipersuperficie donde
la masa medida sobre una esfera de radio r es proporcional a r”
[11]. De esta manera el universo seria fractal de dimensién D si
a través de cada galaxia pasa una hipersuperficie como de espa-
cio de fractalidad homogénea de dimensién D. En segundo lugar la
isotropia desde el punto de vista condicional implicaria que un ob-
servador que se encuentre en reposo en su hipersuperficie no puede
distinguir estadisticamente una direccion espacial de cualquier otra.
Como en el modelo estandar, la isotropia de un universo fractal,
implica que las lineas de universo del fluido cosmolégico son ortog-
onales a cada hipersuperficie de tiempo constante, tal como en el
modelo estandar [19, 28, 31]. De las ecuaciones de campo de Ein-
stein G* = 87T la componente G, del tensor de Einstein para
la métrica de Robertson-Walker (RW), en un universo homogéneo
es [25]:

a k
Gy =31(=)+ = 17
B =3 |G+ (1)

En un universo fractal la componente G tiene el mismo valor
pero en los puntos del conjunto fractal y es cero en los demés. Esto
repercute en las ecuaciones de Einstein en el primer componente
del tensor momento-energia G° = 87p, expresién que tendria una
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densidad de la forma p(P) = ¥md (P, P;) [15], donde los P; son los

puntos del fractal, cada uno con masa m, donde la homogeneidad
fractal se puede expresar como:

/pdV = /du = Mp(R) = C(t)R” (18)

El concepto de densidad es indefinido en un conjunto fractal, es-
to implica que G, tampoco puede definirse puntualmente, pero es
posible definirlo en una superficie de tiempo constante [ G =
8m [ du. Proponiendo una relacién entre G%y, y la componente
G® . ..u» donde se separan el comportamiento temporal y el espacial
de esta ultima en la forma:

(100 _ f(x) G%,, VP e fractal (19)
FRACTAL 0 caso contrario

Reemplazando en la ecuacién (18) y efectuando separacién de
variables, igualando cada miembro a una constante v:

GW = 2vC (t)aP73(t)
A . DXD—I (20)
fX) = Feey

El valor de v, se determina para el caso k=0 y D=3 (Distribu-

cién homogénea), donde JA‘(X) = 1. En este caso v = 3. Un desarrollo
de interés del modelo de estado estacionario puede realizarse a par-
tir de esta expresion para G, ..., Si se supone que el nimero de
galaxias en una esfera de radio R es el mismo en todas la épocas,
C(t) = cte. En este caso de la ecuacién (20) para D=2 esta toma

la forma:

(] =20/ 1)

a

Solucionando esta ecuacion diferencial bajo la condicion:

Hoap = (2Cag — k)'/* — (Hyap)? + k = 2Caq (22)

a(t) = ag + Hoao(t — to) + (C/2)(t — to)? (23)
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Asi es posible calcular el parametro de desaceleracion ¢ :

do&o
— 24
4o a (24)

En el caso k=0:

En el caso k=-1:

(26)

C
RGN ooy 77

Si C' <« Hy entonces gy = —H% un valor mas bien bajo y con-

cordante con el modelo de vacio. Finalmente k=1:

qo = — ¢ (27)
C+./C*—H;

Expresion que no es fisicamente aceptable para C' < Hj recor-
dando que este caso se trata de un universo cerrado. Es necesario
notar que el Principio Cosmolégico condicional puede ser conse-
cuencia de una estructura fractal del espacio-tiempo [19, 24|, en
cuyo caso la distribucién de materia oscura deberia exhibir tam-
bién comportamiento fractal. Este modelo nos brinda posibilidad
de incorporar la aceleracion del factor de escala sin incluir con-
stante cosmoldgica.

5. Anotaciones Finales

A partir del principio cosmoldgico condicional comienza a vis-
lumbrarse nueva fisica en el campo de la dindmica de formacion
de estructuras a gran escala en el cosmos. Se abre un campo de
investigacion donde los conceptos de la gravitacién, la mecanica es-
tadistica, y la complejidad de sistemas fisicos se interrelacionan y
complementan, proveyendo resultados acordes con las observaciones
recientes del espacio profundo. La dindmica gravitacional basada en
el principio cosmoldgico condicional arroja resultados promisorios
respecto a la aceleracion del universo sin acudir a constante cos-
mologica.
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