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Resumen

Atomos de dos niveles, que interaccionan de manera casi res-
onante con campos electromagnéticos en cavidades frias con
bajo factor de calidad y bombeadas por una fuente cldsica
de radiofrecuencia, pueden modelarse como sistemas de dos
niveles interaccionando con un campo clasico. Esta mod-
elacién es fidedigna atn si el niimero medio de fotones den-
tro de la cavidad es del orden de uno, como sucede en varios
experimentos. Si la constante de acoplamiento atomo-campo
es mucho menor que el inverso del tiempo de vida de los fo-
tones en la cavidad, la aproximacién de Weisskopf-Wigner
dependiente del tiempo es valida y permite mostrar lo sigu-
iente. El tiempo caracteristico de la decoherencia atémica
es inversamente proporcional al producto del cuadrado de la
constante de acoplamiento dtomo-campo por el tiempo de
vida de los fotones en la cavidad. En otras palabras, si el fac-
tor de calidad de la cavidad es bajo, el &tomo se desacopla
de los efectos del ambiente. En estas condiciones, el dtomo
queda efectivamente acoplado con un campo “clasico” de
intensidad igual a la un foton.
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Abstract

Two-level atoms, almost in resonance with electromagnet-
ic fields in cold low-quality-factor cavities pumped with a
classical radiofrequency source, can be modeled as two-level
systems interacting with a classical field. This model is faith-
ful even if the average photon number, inside the cavity, is
of the order of one, as has been reported in several exper-
iments. If the atom-field coupling constant is much small-
er than the inverse of the photon mean lifetime, the time-
dependent Weisskopf-Wigner approximation is valid and al-
lows to show the following. The atomic decoherence char-
acteristic time is inversely proportional to the product of
the square of the coupling constant and the photon mean
lifetime. In other words, if the cavity quality factor is small,
the atom decouples from its environment. Under these con-
ditions, the atom effectively couples to a “classical” field
with mean number of photons equals to one.

Keywords: Decoherence, Ramsey zones, Classical limit.

1. Introduccion

Con ayuda de los interferémetros, uno de los aparatos cuanticos
(atin cuando los hay clésicos) conceptualmente mas sencillos, ha si-
do posible realizar lindos experimentos que prueban la naturaleza
cuantica de los sistemas fisicos, entre los cuales, solamente para
mencionar un par, tenemos la interferencia de uno y dos fotones [1].
Desde la década de los treinta del siglo pasado la interferometria
de atomos, desarrollada por el fisico estadounidense Norman F.
Ramsey, también se ha venido usando tanto como una herramienta
para la investigacién de las propiedades cuanticas de los atomos,
en particular la espectroscopia de alta precisién, como para apli-
caciones tales como los relojes atémicos. Para la realizacion de in-
terferometria atémica [2] se requieren dos cavidades espacialmente
separadas, a través de las cuales pasa un haz de atomos. En cada
una de las cavidades, conocidas como zonas de Ramsey, los atomos
interactian con el campo y sufren una rotacion en el espacio de esta-
dos. En la actualidad las zonas de Ramsey contintan siendo usadas
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en experiencias de electrodindmica de cavidades [3, 4, 5, 6, 7], y
se contituyen, en la jerga de la teoria cuantica de la informacion,
en compuertas de un bitio cuantico. Para modelar este compor-
tamiento basta suponer que los atomos interactian con un campo
eléctrico clasico. A pesar de que la teoria asi formulada predice cor-
rectamente las caracteristicas de la interferencia atémica, el modelo
de campo clasico no es realista, debido a que mediciones precisas de
los campos electromagnéticos de las cavidades, que se mantienen a
bajas temperaturas (del orden de algunos Kelvin), demuestran que
el nimero medio de fotones dentro de la cavidad es de alrededor
de uno. Asi, la hipotesis necesaria para describir el campo como
clasico, que su intensidad sea muy alta, hablamos de méas de un
milléon de fotones en media, se viola manifiestamente.

El problema del comportamiento clasico de campos con pocos
fotones ha sido tratado usando varios tratamientos diferentes en
las referencias [8, 9, 10, 11]. En este trabajo vamos a emplear una
aproximacién tipo Weisskopf-Wigner dependiente del tiempo, para
atacar este problema. En la seccién 2 establecemos el modelo, en la
seccion 3 encontramos la ecuacion de movimiento para el &tomo y
en la seccion 4 sacamos algunas conclusiones.

2. Modelo

Para modelar el sistema debemos recordar que tenemos un ato-
mo que interactiia con un modo del campo electromagnético sosteni-
do en una cavidad con pérdidas. El atomo esta preparado en un
estado de Rydberg con tiempo de vida mucho mayor que el tiem-
po de vida de los fotones en la cavidad. La cavidad se bombea de
manera continua con una fuente clasica de microondas (de inten-
sidad alta). Debido a que la frecuencia del modo sostenido en la
cavidad es casi resonante con una transicion permitida del atomo,
desde el estado en que se ha preparado hacia otro estado, consider-
amos que solamente son necesarios estos dos niveles para describir
al atomo. La interaccion puede describirse en la aproximacion de
ondas largas, porque el tamano atémico es mucho menor que la lon-
gitud de onda del modo de la cavidad. Los términos antirrotativos
de la interaccién puede obviarse, porque corresponden a pequenas
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correcciones a altisimas frecuencias (del doble de la frecuencia de
resonancia), a menos que tengamos campos muy intensos. Como el
momento del atomo es grande, la energia cinética de su centro de
masa, comparada con el potencial de interaccién, también lo es. En
estas condiciones podemos ignorar posibles efectos de reflexion en el
potencial, y considerar que el centro de masa del &tomo se comporta
de manera clasica. Los experimentos se conducen a muy bajas tem-
peraturas, de modo que el niimero medio de fotones térmicos, en
ausencia de bombeamiento, es mucho menor que uno, y del orden
de uno en presencia del mismo.

Empleando las consideraciones del parrafo anterior describimos
un atomo atravesando una zona de Ramsey por el Hamiltoniano
siguiente

H =hwao./2 + hw(a'a+1/2) + hzwk(bzbk +1/2)
k
+h Z cr(alby + ab};) + hF (ae™s! + ale~n?)
2

+hg(a'o_ +aoc )W (t;tg, to +T) (1)
= Ho+ H; = Hy + hgla'o_ +ac )W (t, to,to +T).  (2)

A partir de los dos estados relevantes del atomo, que designamos
por e y g, definimos los siguientes operadores

o, =ee— gg, a,:ge:ai.
La diferencia de energia entre el estado “excitado” e y el estado
“base” ¢, es hw. Las comillas se refieren al hecho de que ambos
estados son excitados, incluso altamente excitados. Los operadores
de creacién a! (b]) y aniquilacién a (by) del campo electromagnético
(del reservorio a temperatura cero) satisfacen las relaciones de con-
mutacién bosénicas usuales [a,a] = 1 ( [ax, af] = 0x,). La energfa
de un fotén del modo del campo sostenido en la cavidad (de una ex-
citacién del i-ésimo modo del reservorio) es hw (hwy). El modo de la
cavidad intercambia energia con cada uno de los modos de la cavi-
dad a través de una interaccién de tipo RWA (aproximacién de onda
rotativa), que conserva el nimero de excitaciones. Las constantes
de acoplamiento hc, son muy pequenas, de modo que el interaccion
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del campo de la cavidad con los modos del reservorio es muy débil.
Hemos designado por hF' a la constante de acoplamiento del campo
dentro de la cavidad con el campo clasico de bombeamiento, con
frecuencia wg. La interaccién atomo-campo también es del tipo on-
da rotativa. La constante de acoplamiento promedio entre el campo
y el &tomo se denota por hg y corresponde a

1 T
= = dtg(t
o= [ o)

en donde ¢g(t) es la constante de interaccién instantanea, que no es
constante porque, a medida que el atomo atraviesa la cavidad, la
amplitud del campo eléctrico cambia; podemos decir que este efecto
se debe al perfil campo. El atomo pasa la cavidad con momento del
centro de masa constante: comienza a atravesar el campo en el in-
stante to y termina de atravesarlo T' segundos después. La funcion
W (t,to,to + T) es una funcién del tiempo que se anula en todas
partes, excepto entre ty y to + T, intervalo durante el cual asume
el valor uno. Resumiendo, los términos que componen el hamilto-
niano del sistema son los siguientes: la energia libre del atomo de
dos niveles, la energia libre del modo del campo electromagnético
sostenido por la cavidad, la energia libre de los modos del reservorio
de temperatura cero, la interaccion entre el modo de la cavidad y
los modos del reservorio, el término de bombeamiento y finalmente
la interaccion entre el modo electromagnético y el atomo.

La menor de las escalas de tiempo del problema que tratamos es
el tiempo de correlacion del reservorio 7. La pérdida de energia en
la cavidad es exponencial, con un tiempo de vida de los fotones de la
cavidad igual a 7¢. La frecuencia de la cavidad, w, esta muy cerca
de las frecuencias de transicién atomica w, y de bombeamiento,
wpg. La constante de acoplamiento con el campo de bombeamiento
hE se escoje de modo a tener alrededor de un fotén en media en
la cavidad. El tiempo de interacciéon del atomo con la cavidad se
escoge para que corresponda a un pulso 7/2 (segin se mide en
la esfera de Bloch), es decir el tiempo necesario para ir del polo
norte de la esfera de Bloch (el estado e) a un estado del ecuador
(como (e + g)/v/2). Consideramos que el tiempo necesario para
comenzar la interaccion atomo-campo, ty es suficientemente grande
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para asegurar que el campo sometido a disipacién y bombeamiento
ya se encuentra en su estado estacionario. Finalmente, suponemos
que el estado inicial del sistema completo atomo-campo-reservorio
es

p(t) = pa(0) ® pc (0 ®H\0k Okl (3)

es decir, que mientras el estado del d4tomo ps y del modo de la
cavidad pc son arbitrarios, el reservorio de energia se encuentra en
su estado fundamental (temperatura zero).

3. Ecuaciéon de movimiento para el a&tomo

Cuando un sistema cuantico se acopla débilmente a un reser-
vorio, su dinamica puede obtenerse mediante la aproximacién de
Born-Markov, la cual, hablando de manera imprecisa, corresponde
a la exponenciacién de la dinamica, en la imagen de interaccion,
aproximada hasta segundo orden, seguida de una integracion hasta
tiempo infinito de términos que tienen que ver con las correlaciones
del bano. Es interesante notar que, si no se realiza la segunda parte
de la aproximacién, la dindmica se torna valida para tiempos cor-
tos. La aproximacion de Weisskopf—~Wigner dependiente del tiempo,
o de Born, se define en el siguiente marco de referencia. Supong-
amos que tenemos un sistema de interés, digamos A, y los grados
de libertad con los cuales interactia, digamos B. Supongamos que
el hamiltoniano total tiene la estructura (2), en donde Hj actia
de manera separada sobre el sistema de interés y sobre los grados
de libertad de su entorno, y H; actia sobre ambos. Supongamos,
finalmente, que el estado inicial del sistema es separable, y de la
forma

p(0) = pa(0) ® pp(0). (4)

En esas condiciones la aproximacién de Weisskopf-Wigner dependi-
ente del tiempo para el operador de densidad reducida del sistema
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A, pa(t) = trgp(t), corresponde a la ecuacién maestra

WA _ L1110, o]0 5)
. d

s [ ATl 0) = () UT7) = (). 0) a0,

donde la virgulilla (7) indica que estamos en la imagen de interac-
cién. Usamos la notacion (Hj(t)) para representar el promedio

() = Trs (1 (6)p5(0))

Puede demostrarse que la aproximacion de Weisskopf~Wigner de-
pendiente del tiempo es valida para acoplamiento suficientemente
débiles y que, para acoplamientos fuertes, es valida para tiempos
cortos [12]. En particular, esta aproximaciAn es exacta para los
modelos de las referencias [13, 14]. Si hacemos que el tiempo ¢, que
aparece en el limite superior de la integral de la ecuacién (5), tien-
da a infinito, e imponemos la condicién (H}(t)) = 0, obtenemos la
aproximacion de Born-Markov usual.

En el caso del hamiltoniano (1), el hamiltoniano de interaccién
en la imagen de interaccién, H;(t), es

H](t) — eiHot/hHIefiHQt/h
= hgW (t, to,to + T) (0+€“*"a(t) + h.c.), (6)

en donde, como es costumbre, h.c. indica el hermitiano conjugado.
Debido a la aparicién de la funcién W vemos que uno de los ingredi-
entes necesarios en la descripcién de la dindamica reducida del atomo
es el comportamiento del modo de la cavidad para tiempos mayores
a tg, como funcién de la disipacién y del bombeamiento. Dada la
suposicién de disipacién fuerte tendremos que el comportamiento
relevante del campo de la cavidad es el del régimen estacionario, ya
que to/7s > 1. Las ecuaciones para los operadores de aniquilacién
del modo de la cavidad y de los modos del ambiente son las sigu-
ientes (con el punto indicando la derivada temporal )

a = —iwa— ZZ crby, + Fe st (7)
k

i)k = —iwkbk—@'cka. (8)
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Resolviendo (8) en términos de a, y empleando esta solucion en (7)
obtenemos la ecuacién integrodiferencial

¢
a + iwa + / dr Z cze_iwk(t_T)a(T) (9)
0

k
= —1 Z Ckbk<0)€7iwkt + Feiint.
k

A partir de los datos experimentales sabemos que, para tiempos
mucho mayores que 7, el tercer término del lado izquierdo de la
ecuacién (9) puede aproximarse por (—idw + v4)a(t), donde dw es
un corrimiento de frecuencia y 74, es la mitad de la taza de pérdida
de fotones. Hacemos caso omiso de dw, teniendo en cuenta que
el corrimiento de frecuencia es usualmente muy pequeno. Asi, de
manera efectiva hemos realizado la aproximacion

Z Ae k=) o~ 5 (t — 7), (10)
k

la cual puede usarse para resolver la ecuacién (9). En la aproxi-
macién markoviana el operador de aniquilacién del modo del campo
es

¢
a(t) = a(0)e” @it — ’L/ dr Z cke(_i“’_“)(t_T)e_i“”“Tbk(0)
0 k

t
‘I‘F/ dTe(—iw—’yA)(t—T)e—inT
0

F ] F —iwpt
— (CL(O) o : ) e*lwtffyAt + 6
Ya +i(w — wg) Ya +i(w — wp)

t
—i / dr Z cpel T gy, (), (11)
0 k

Tomando la media de (11) sobre el estado inicial (3) obtenemos
F ) Fe—int
alt — a(0)) — » efzwtf'y,qt + :
i) = () - =) e
= (a())r + (a(t))s, (12)
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en donde los subindices T" y S se refieren a los comportamientos
transitorio y estacionario, respectivamente. Definimos da(t) como

da(t) = a(t) — {a(t)) t
= a(0)e ™Al /O dre(7w=r)U=T) o =iwnp, (). (13)
TambiA@©n definimos k(t) y AL (t) como
k(t) = (a(t)) exp(iwat), v A-n(t) =46V (t).  (14)

Estas definiciones nos ayudan a escribir la ecuacién dinamica para
el operador densidad del d&tomo (5) como

dpa(t)
dt

= —igW (t;to, to + T)[k(t)oy + h.c.,®]pa(t) (15)

t
AW (tsto o+ T) / drK(r, )pa(t),

to

con
K(r,t) = Trplo+A_(t) + h.c., [0 A_(7) + h.c., pp(0)e]].
Teniendo en cuenta los promedios
(bebi) = (b)) = (b)Y =0,  (bwby) = 6k, (16)
podemos simplificar la ecuacién (15) asi

dps(t)
dt
— ¢*W(t;to, to+T) / drTrg ((A'_(t)A' 1 (1)) (0ro_ @ —0_e0y)

to

HA(T) AL (1) (0040 — 0_ e 0)) ps(l), (17)

= —igW (t;to, to + T)[k(t)oy + h.c., ] ps(t)
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con
v(t,m) = (A_(t) A"+ (7))
t
— eiwAt(_Z'> / dt/ Z Cke(—iw—’yA)(t—t’)e—iwkt/ %

0 k

% e—ZLUAT( / dr’ 2 ce (iw—vya)(7—1") zwkr 5kl
0

= / dt' / A=) (i) () liv—1a)r—7) § 2 pmion (v =),
k

Empleando nuevamente la aproximacién(10), realizando las inte-
grales y descartando los termos transitorios tenemos

1 .
y(t7) = e AT S m) — At - 7), (18)

en donde S(t — 7) es una funcién simétrica y A(t — 7) una funcién
antisimétrica

S(u) = %e““ cos ((w —wa)u),

Au) = ;e’““ sin ((w —wa)u) .
La ecuacién de movimiento para la densidad atémica queda asi
dps(t)
dt

t
—g*W (t;to, to +T) / drS(t —7) (0 0_e—20_ec, +e0,0_))ps(t)

to

—igW (t;to, to + T)[k(t)oy + h.c., e]ps(t)

—*W(t;to, to +T) /t dTA(t — 7)[or0_, 8]ps(t). (19)

to

Realizando las integraciones tenemos

dﬁ;‘t(t) = —igW (t; to, to + T)[k(t)oy + (k(t))*o_ + gn(t — to)o~, ] pa(t)

— W (t;to, to + Tt —to) (0,0_ 0 —20_ec, +e0,0._))pa(t),
(20)
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donde
F —i(wp—wa)t
k() = ——
Ya+i(w — wp)
() = yae At sin(w — wa)t — (W —wa)(1 — e 74" cos(w — wp)t)
! 2(vi + (w —wa)?)
1 — At —
() = Ya(l — e 74" cos(w — wp)t)

2
2(74 + (w —wa)?)

Bajo condiciones de resonancia w = wp = w4, que se indican me-
diante un subindice R, las expresiones se simplifican considerable-
mente,

F 1 — e at

kr(t) = o nr(t) =0, pugr(t) = s

Podemos ver claramente una separacién de contribuciones unitaria
y no unitaria: la primera corresponde a un término efectivo de
bombeamiento del atomo y a una renormalizacion de la frecuencia
instantanea del atomo, y la segunda corresponde a un acoplamiento
efectivo, dependiente del tiempo, con un reservorio a temperatura
cero, que tiene forma de Lindblad [15], ligeramente generalizada
para permitir coeficientes dependientes del tiempo. Enseguida nos
restringimos al caso resonante.

4. Resultados y conclusiones

El término unitario es el que se necesita para hacer una de-
scripcion “clasica” del campo electromagnético. En efecto, si nos
devolvemos a la imagen de Schrodinger, ignoramos las contribu-
ciones no unitarias y escribimos el estado atémico inicial como

U(t) = a(t) | e) + B(t) | 9), (21)

encontramos la siguiente dinamica para los coeficientes o y
at)eiat ) ( a(0) )
iw = Wi(t;to,to+T)cos(gF(t —t
( B(t)ewat 5(0) (o, to + T') cos(gF'(t — to) /7a)

([ B(0) . ‘
.y ( 2(0) > W (t;to,to + 1) sin(gF (t —to)/va)-
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Concluimos que el tiempo de transito dentro de la cavidad, T, nece-
sario para producir una rotacién de 7/2 en la esfera de Bloch que
describe el estado atémico es T = 7wy4/(2gF). Nuestra primera
conclusion es que el atomo actia como se estuviera acoplado a un
campo clasico de intensidad igual a la del nimero medio de fotones
presentes en la cavidad, es decir, el tipo de acoplamiento es clasico,
pero la intensidad del campo es pequena.

Una primera observacién importante es que el proceso de de-
coherencia para el dtomo, tomando tiempos grandes comparados
con el tiempo de vida de los fotones en la cavidad, tiene una taza
caracteristica igual a g?/27v4. Asi, podemos estimar el tiempo de
decoherencia atémico como el inverso de este taza, tp =~ 2v4/g*. Si
g < F, podemos rotar el estado atéomico, esencialmente sin pérdida
de coherencia. Esta desigualdad puede ponerse en una forma difer-
ente si tenemos en cuenta el hecho de que, en las zonas de Ramsey
reales, el nimero de fotones n(t) es de alrededor de uno

n(t) = (a'(t)a(t)) = (a'()){a(t)) = (F/v4)*, (22)

donde usamos (11), (16) y tuvimos en cuenta que los tiempos son
largos comparados con el tiempo de vida de los fotones dentro de
la cavidad, t > v, *. En cavidades reales v4 = F\/n, y si

YA
<L —= 23
9< (23)
el 4tomo puede rotarse por un angulo de 7/2 con pérdida de co-
herencia ignorable.

Si escribimos la densidad atémica en la base | e),| g),
pE) = py 0G|, (24)
h,j=e,9

podemos transformar la ecuacién (20), en un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales acopladas,

Pec —oulr)iE o —iE 0 Pec
A pey | _ v —g*u(T) 0 v Peg
dr ﬁge _Z\/Lﬁ 0 _QQM(T) Z\/Lﬁ ﬁge
Pgg QQ,U(T) —i\/iﬁ i\/iﬁ 0 Pgg
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donde 0 <7 =t—t; <T.

Como su nombre lo indica, la pureza 0 < § =trp? < 1, mide
la pureza de un estado: entre mas cercano a uno mas puro es el
estado. Para sistemas de dos niveles el valor minimo de la pureza
es 0.5. Si un estado se transforma de manera unitaria, el estado
transformado tiene la misma pureza del estado original

Tr (UpUT)2 =Tr (UpUTUpUT) =Tr (ppUTU) =Tr(p),

en donde usamos U'U = 1 y la ciclicidad de la traza tr(ABC)
= tr(CAB). La pureza atémica en la imagen de interaccién § =
Tep% = ple + Py + 2Pgeeq €5 idéntica a la pureza atémica en la im-
agen de Schrodinger porque las dos imagenes estan relacionadas por
una transformacién unitaria. Empleando la ecuaciéon de movimien-
to para el operador densidad del atomo y la definicién de pureza
podemos escribir una ecuacién de movimiento para la pureza

a5 _ -2’
dT_ YA

(1= e™M7)(O(T) = Mpgg + PegPye) (7)), (25)

que se obtiene teniendo en cuenta que p4 tiene traza uno. Hemos in-
troducido un factor A por conveniencia, que por ahora debe supon-
erse igual a uno. Las desigualdades

2g2
YA

nos permiten concluir que el término proporcional a A del lado
derecho de la ecuacién (25) tiende a aumentar el valor de la pureza.
Es decir que si resolvemos la ecuacién (25) haciendo A = 0 tenemos
una cota inferior para la pureza

(1 - G_WAT) Z 07 ng Z 07 pEnge = |peg|2 Z 0

2

5(r) > 6(0) exp(—zj—Q(ew — 1+ 747))
A
2 2
> min (exp(—29—27372),exp(—2£)) . (26)
Ya YA

En las condiciones experimentales

TYA YA

5 < _ QQ—F) > 500 () 5(0)e-" ~0,9928 5(0), (27)
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ya que hemos considerado que el niimero promedio de fotones en la
cavidad es exactamente uno. Empleando la otra desigualdad ten-
emos

5 (T - %) S 5(0)e B — 5(0)e B > 5(0)(1 — IV (28)

§

29F - 274

Aunque estos resultados permiten explicar el comportamiento
clasico del campo electromagnético en la cavidad, no deja de ser
extrana la ausencia de la constante de acoplamiento campo-atomo
en una de las cotas finales. Esto puede ser una consecuencia de
la aproximacion de Weisskopf-Wigner dependiente del tiempo que
hemos empleado, la cual equivale a considerar que el campo de la
cavidad continta siendo coherente, aiin cuando atomo y campo in-
teractian. Si en la dinamica del operador de aniquilacién incluimos
la interaccién con el dtomo (ver ecuacién (9)), tenemos un término
proporcional a g, el cual debe compararse con el término propor-
cional a F: ya que F' ~ 74 > g, la aproximacion es consistente, y
las correcciones son de orden g/v < 1.

Veamos como se aplican estas consideraciones a un experimento
real. En las zonas de Ramsey empleadas por Haroche, el valor de g
es de aproximadamente 27 x 10 kHz, mientras v es del orden de
algunos MHz. Si el nimero medio de fotones es uno entonces las
correcciones son del orden de kHz/MHz=10"3. La pureza atémica,
en estas condiciones y suponiendo que es uno en el momento que
entra a la cavidad, resulta mayor que 0,991. A pesar de la eluci-
dacién del mecanismo que permite que acoplamientos fuertes con
el ambiente pueda llevar al limite clasico a sistemas con nimeros
cuanticos pequenos, no podemos dejar de sorprendernos con este
comportamiento.
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