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Resumen

Las teorias efectivas son las herramienta mas util para
describir el comportamiento a bajas energias de una teoria
subyacente conocida, por ejemplo la Cromodindmica Cuantia
(QCD), pero una de las mayores dificultades de estas teorias
es su renormalizacién. Es necesario hacerla orden por orden
en la expansion de la energia. Renormalizamos la teoria efec-
tiva que describe la QCD a bajas energia hasta orden p?.
Mediante el método de Campo de Fondo se obtienen las
doce constantes que aparecen en el Lagrangiano efectivo,
y de esta forma se obtiene una teoria efectiva de la QCD
renormalizada hasta orden p*.

Abstract

The effective field theories are the best tool to describe that
behavior at low energy of a theory known, for example the
Quantum Chromodynamics (QCD), but the greater diffi-
culty of these theories is its renormalization. It is necessary
doing it order by order in the energy expansion. We renor-
malizate the effective field theory that describe the QCD
at low energies until order p*. By means the technique the
background field method are obtained the twelve constant
that appear in the effective lagrangian. Obtaining the renor-
malizate effective theory of QCD until order p?.
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1. Introduccién

Las teorfas de campos efectivos (T'C'E) son la herramienta tedri-
ca apropiada para describir la fisica de bajas energias de la Cro-
modindmica Cuédntica (QC D), donde la expresién “bajo” esta defini-
da con respecto a la escala de energia Agcp (1 TeV). A esta es-
cala de energia, debido al confinamiento, los campos gluénicos y de
quarks de la QC'D no son estados asintéticos. Sin embargo, sabemos
las propiedades de simetria de las interacciones fuertes, entonces,
podemos escribir una TC'E en términos de los estados hadrénicos
asintoticos, y parametrizar la informacién dindmica desconocida en
una pocas constantes. Lo que esto significa es que solo se tienen
en cuenta los grados de libertad relevantes al problema en anélisis
y el resto son integrados fuera de la accion. En general las TCE
contienen un numero infinito de términos, sin embargo, la renor-
malizacion no es un problema debido a que a un niimero dado en la
expansion de la energia, la teoria esta especificada por un nimero
finito de acoplamientos, es decir la renormalizacién se obtiene orden
a orden en la expansién de los términos del Lagrangiano.

2. Lagrangiano efectivo para la QCD

El conocimiento convencional sobre las teorias efectivas nos expresa,
que para su construccion se debe tener en cuenta las siguientes
generalidades

» Los grados de libertad de alta energia (cortas distancias)
pueden ser llevados fuera. Mediante la integracion funcional
se puede obtener un Lagrangiano efectivo que describe los
grados de libertad de baja energia.

= El Lagrangiano efectivo a todos los ordenes debe contener
todos los posibles términos que son compatibles con la teoria
subyacente (atin si estas simetrias son rotas espontdneamente).

» El Lagrangiano efectivo debe respetar el anélisis dimensio-
nal. Sin embargo, al hacer el anélisis dimensional no debemos
olvidar la escala de validez A de la teoria subyacente.
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Como una demostracion del poder de este tipo de razonamiento,
trataremos el caso de la teoria que describe los bosones de Gold-
stone sin masa asociados con la ruptura espontanea de la simetria
quiral.

La construcciéon del Lagrangiano efectivo de la QC' D, esté relaciona-
do con el desarrollo propuesto por el Modelo Sigma Lineal(MoL)
[1]. En este modelo, el Lagrangiano consistente con la invariancia
de Lorentz y la simetria quiral (local) surge precisamente como una
teoria efectiva, el cual tiene la forma:

f2
Ly = Z(D“UTD“U> (1)

pero este Lagrangiano no ha tenido en cuenta los campos escalar s
y pseudo escalar p, propios del modelo . Para tener en cuenta los
anteriores campos, adicionamos un término que los contenga, que
sea invariante Lorentz y preserve la simetria quiral

2

Lot +xivy )

donde

X = 2By(s + ip)

y By es una constante, que al igual que f no se fija inicamente por
requerimientos de simetria.

Entonces el Lagrangiano efectivo a mas bajo orden en la energia es

2

Lpf= Z(D“UTD“U + Ut +X'U) (3)

Debemos recordar que la teori a efectiva de la QC'D funciona hasta
cierta escala de energia, pero esta de acuerdo con las simetrias de
la QC'D, las cuales son descritas mediante el Lagrangiano forma
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Loop = Lo o+ @7 (v + ayy5)a — d(s — i) (4)
donde
-1
c “o .
L = 55 (GG + 41" (0, — iGip)a (5)

Teniendo en cuenta que nuestro Lagrangiano efectivo debe tener to-
da la informacion fisica de la QC'D, es decir, las funciones de Green
fisicas se obtienen de la derivada funcional respecto a el campo de
interés del funcional generatriz Z[v, a, s, p|, podemos relacionar la
teorfa subyacente (QCD) con la teorfa a bajas energias mediante
la integral de camino

e = /DquDGMexp {i/d4x£QCD}

= / DU (¢)DU (¢)exp {z / d4:c£€f} (6)

3. Esquema de Renormalizacién

Dentro del esquema de renormalizacién, la mejor manera de ver las
teorias cuanticas de campo es como teorias efectivas. En particular
uno siempre debe tener en mente una cierta escala de corte A. Es
importante reconocer que esta escala de corte puede presentarse en
dos diferentes formas

» Como reflejo de la nueva fisica de cortas distancias (tal como
nuevo tipos de particulas o nuevos tipos de interacciones) que
influyen en la escala A. En este caso el corte es completamente
fisico, en el sentido que el marco tedrico cambia realmente con
la escala.

= Como cuestion de conveniencia. Es muy ttil centrarse en una
cierta escala de energia (la energia del centro de masa de un
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proceso de dispersién dado) e ignorar que pasa a una energia
mucho mas grande que la escla. Para hacer esto es 1til colocar
un corte.

En nuestro caso dicha escala de corte es Agep.

Por otro lado, al pasar a nivel de un loop, se puede mostrar que la
teoria viola unitariedad, a la vez que el modelo o lineal no es renor-
malizable completamente. Este problema tiene una solucién simple,
consistente en considerar los diagramas que contienen un loop, los
infinitos resultantes de estos diagramas pueden ser reabsorbidos en
las constantes de acoplaimiento que aparecen en el Lagrangiano
efectivo al siguiente orden en la expansion de la energia

Ly = L{(D,U'D'UY? + Lo(D,U'D,UY{D*UTDU)
3(D,U'D*UD,UTD"U) + Ly(D,UTD*U) (U + x'U)
s(DUTDFU(UTX + XT0) + Le(UTx + X'U)* (7)
LUy = x'U) + Ls(U\UTx + x'UX'U)

— iLy(Fi'D,UD,U" + D, U'D,U) + Lio(U Fi'UF}™)

+ M (FruFR"+ FruFL7) + Hy(x'x)

L
L

+ + +

es decir, los infinitos resultantes de los diagramas a orden un Loop,
generados por el Lagrangiano a orden p? ec(3), seran eliminados
con escogencias particulares de las constantes Ly, ...Hs .[2]

4. Método de Campo de Fondo y Renormalizacion

Existen diferentes formas de encontrar las correcciones de los dia-
gramas a nivel arbol de una teoria y extenderlos a diagramas de uno
o mas loops. Un método que funciona particularmente bien para la
teoria que estamos tratando es el denominado ”Método de campo
de Fondo” (Backgroud Field Method) el cual tiene como finalidad
reabsorber los infinitos que surgen de los diagramas de un loop y
encontrar una expresion finita de la accién del problema que se este
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estudiando. [4]

Para aplicar el método de Campo de Fondo a nuestra teoria pode-
mos definir U = U + §U (esta es una entrada del método), siendo
U la solucién de la ecuacién de movimiento clasica. La razén prin-
cipal de la anterior definicion es calcular la desviaciéon que tiene
la solucion de la ecuacion de movimiento ante un pequeno cambio
alrededor de la misma, generado por el 0U. Teniendo en cuenta que
U'U = 1, podemos exigir directamente la condicién UTU = 1.

Existen diferentes formas de definir el U, pero en particular nosotros
tomaremos

U="Ue" (8)

donde A es una constante, de tal forma que

_ 1.-
5U:iUA—§UA2+--- (9)

donde A = A\*A? y recordando que el Lagrangiano a orden p? es de
la forma

2
Lo = fz<(DMUTD“U+UTx+XTU)> (10)

podemos reemplazar la ec.(8) en la ec.(10) de tal forma que llegamos
a

f

L, — ZQ((DHUTD“U + U +x'0))
- f;((A(XTU) = U™) - 20" D,UD"A))
X ZQ((DMAD“A +U'D,U(AD,A — D,AA)))
N f2<1A<UTX+XTU)A> (11)

42
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esto implica que podemos escribir la funcional generatriz de la forma

b7 / d[A]ei] 5 (DT DT LT A O s

2 = — _ _
% o= I FUAKI0)-U1)-201 D, UDFA))d*z

2 _ _ _ _
« el L (D ADHA+UTD,U(ADLA—=Dy AN+ AT x+x D) A)de

iz @S[U] X e_f;((A(XTU)_UTX)—QUTD;LUD”A»d‘Ix (12)

x /d[A]ez‘fff((DHADMA-i-UTDMU(ADHA—DHAA)H-;A(UTX+XTU)A)d4ac

de lo cual resulta

2
7 = /f —U'x) = 20'D,UD"A))d*x
f? St 7
+ / Z((D#AD“AJFUTDuU(ADuA—DuAA)) (13)
1 _
+ 5A(IJTX+><T1J)A>CJ4I

donde S[U] denota la accién evaluada en la solucién clasica. Debe-
mos evaluar las integrales de manera separada. Para la primera
integral tenemos:

2
/ f — U'x) = 2U0'D,UD*A))d*z
f2 7 S
= / —~U') - U'D,UD*A +UD,U'D*A)d*x
A - - -
= i / Z(AU(DHD“UT—XT)—AUT(DuD“U—X)d% (14)

pero las ecuaciones de movimiento estan dadas por

D,D*UT — X' =0
D,D"TU —x =0 (15)
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por tanto la integral de la ec. (14) se anula, de tal manera que solo
resta evaluar la segunda integral, es decir

/ (D, AD"A + 01D, D(AD,A - D,AA)
+ L0t x0)ata

esta integral dentro de la funcional generatriz esta integrada en
d[A], de tal manera que integrando por partes sobre esta variable,
tenemos

2
/ %((DMAD“A +U'D,U(AD,A — D,AA))
o -
+ gA(UTX +x10))d*x
f2 H 1 7T DBTT 1
= Z<ADMD A—§U DFU(AD*A)
1 _ _
+ 5A(Ux+XTU)A)d4a: (16)
teniendo en cuenta que A = A\*A? y mediante la redefinicién
dy = 6D, +T% (17)
a 1 a 7 7
re = —Z<[A AUTD,U) (18)
1 _ _ _ _ _ _
o = SUN NN+ XD) + 0, TTD, 0N, UF DAT(19)

la integral de la ec.(16) es:

2
i / fZAa(dud“Jra)“bAbd‘*x (20)

entonces la funcional generatiz es descrita por
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oz — Nez‘S[U} /d[A]e_if éAa(deua)abAbd‘lx (21)

esta tltima integral es gaussiana y puede resolverse mediante la
relacion

> . 2 1/2
/ d[A]e~i ] A dudt vyt Avdts [det (fz(dudﬂ + a)‘“’)} (22)

de tal forma que la funcional generatriz es ahora

. 2
, o L lndet(f—(dud“+o)ab)
ezZ NGZS[U]€2 1

(23)
Si tenemos en cuenta que el determinante d—dimensional de D
puede definirse mediante

IndetD = — /0100 %(e_@) (24)

podemos recurrir al formalismo del Heat Kernel, el cual es intro-
ducido en este método por la igualdad que existe entre nuestro
determinante y la representacién de la Heat-ecuacion via la funcion
¢ de Riemann [4]. Haciendo el reemplazo £ — 7, la ec.(24) nos
obliga a calcular

(wle™™|x) = H(x,T) (25)

donde 7 es un parametro perturbativo propio del formalismo de la
funcién de calor; se ha hecho el reemplazo (d,d" + )™ — D'y se
han tenido en cuenta las coordenadas espaciales. La ec.(25) puede
escribirse en la base de momentum mediante la relacion

de , ,
H(x,T) — / @_&e—zp.xe—fDezp.x (26)
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ya que

(p|lz) = ﬁei}m (27)

—~

y se ha tenido en cuenta que

d e = eP*(ip+T)

= e""(ip+T + D,)
= ¢P%(ip+d,) (28)
se encuentra
d,d"e™™ = €™ (ip + d,,)(ip + d,,) (29)

lo cual nos deja escribir el Heat Kernel mediante

d° -
H(ZE,T) - /—(27T]))d6_7[(2pu+du)2+g]

d
_ /(;Z ];d67p2e_r[d~d+a+2ip-d} (30)
T

expandiendo e~ Tl d+o+2irdl o Taylor y despreciando la parte ima-
ginaria

d
Her) = [ e = rded ol (31)

- g[(d«d+a)(d~d+a>+4(p~d>(p-d>]+---}

Por conveniencia consideramos un p euclideo, donde p, =

(p1Es P28, P3E, —Pap) Y Pup" = —p% el cual nos permite recurrir a
las siguientes integrales
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ddp 2 ddQ 1 —7p2
/ o / (W/ dprpis e

(2m)¥? 1 T(d/2) 11

= T(2) 2r 202~ g 3
dp , ., & 1 1 T(d/2+1)
/(QT)dpE E — 7(47‘()‘”2 7d/2+1 F(d/?)
o 1 -

9 (47 )4/27d/2+1

para resolver la ec.(31), la cual toma la forma:

1 1 ™, 1
= N — _ - woqv
Hw.7) = (myam arm (1 O+ (a + 5ldu d][@", d ]) ...)(34)
ahora, recordando la ec. (24) podemos escribir

2 . 2 3 1
fzélndeﬂ): — Z/d4x{a—m<0> (35)

L m <1—12[du,d,,][d“,d”] + %a2> 5 }

pero como
Iy =D, — DY + ToTy = ToT = [dy, )" (36)
la ec.(35) es

f2i B 2/ L 1
421ndetD— 1 d*z g 47r(d—2)<0>

* T (e 5 o8

Regresando nuevamente a la definicién ec.(18) y ec.(19) realizando
un algebra dispendiosa, que requiere de mucho cuidado, y teniendo
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en cuenta que la solucion de las trazas sigue la identidad de Fiertz
que para un espacio N-dimensional tiene la forma

1
ALY =2 (5ﬂ5jk — Ndijakl) (38)
para SU(3) llegamos a
30 ey o+ ot 4 ot
(o) = S(DLUTDU) + o (XU + Ux) (39)
L,y = 3% (D"U'D'UD,U'D,U) — Z(D“UTDuUDVUTDVU>
— 3i(FED*UDYUY) —i3(FL, D*UTD U)
7 7 v 3 v v
— 3(UTFLUF™™) — §<FﬁFR“ + FLFM) (40)
_ _ 1 _ _ _ _
(o) = § (D"U'D,U))+ Z<DNUTDVU><D“UTD”U>
_ _ _ _ 1 _ _ _ _
(D*U'D,UD"U'D,U) + Z(D“UTDHU> (x'U + Ux")
11
(U +0xY)?

T

5 L
+ ﬁ(XTUXTU+XUTXUT+XTX> (41)

(D*UTD,U(X'U + Ux"))

Pero para el grupo SU(3) tenemos otra identidad que es util [4],[5].

(D*U'D*UD,U'D,U) = — 2(D*U'D,UD"U'D,U)

1 _ _
§(<D“UTDuU>)2

+ (D, U'D,UN/D*UTD"U) (42)

Insertando estas relaciones ec.(39), ec.(40) y ec.(41) en la ec.(35)
tenemos
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f2i f2/4 3 13,
I 'hmdetp= — L [a@ie{ -~ 2(p,0tD"

42 e ol Y @ —2)2 P v
3

4 _ _ _ _
+ ST +TN) + 35 (DLUTDMU))*

P — 132
+ §<DMUTDVU><D“UTD”U>
+ DTN + Ty
+ 2<DHUTD“U(XTU+UTX))

1, e - i - -
+ (U + U0 + (R D UDU + FLU)

144
1 - r 7 v 1 v v
— Z(U*FﬁUFL“ ) — ﬂwﬁFW + FLFh)
5
—(x! 43
T E. (43)
pero vemos que la integral anterior diverge para d = 0,2,4...,

tomando la tltima parte de la ecuacién

2 1 3 L
J Ay =D, UTD" 2
4/ an2(d—4) l+32(< WD)
+ §<DMUTD,,(7)<D“UTD”U>
L iy et 4 ity o S ey it Pt o i
+ S(DODONT + T + (D0 DT (T +T'))

11 _ i I _
+ — (XU +TUY))? + Z<1~7};DMUD U+F.U)

144

]' 7 [ 7 v ]' v v
— Z<UTF£UFL“ >—ﬁ(FlﬁFR“ + FLFh)

5

At 44
+ i) (44

y comparando directamente el término interno de la ecuacién an-
terior con el Lagrangiano a orden p* ec.(7) podemos construir la
siguiente tabla
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Ll L2 L3 L4 L5 L6 L? L8 L9 EIO Hl H2

11 5 1
144 0 48 4

ool

(00 =
P~
(N
N
b
o

Debemos tener en cuenta que las anteriores constantes pueden ser
absorbidas en la accién (con lo cual desaparece la divergencia ge-
nerada por el polo d = 4) si exigimos que las constantes del La-
grangiano a orden p* sean de la forma

Li=Li+LX i=1-10 (45)
Hy=H +H\ i=1,2 (46)

donde L] y H; denotan los valores renormalizados y

A= 1617r2 (ﬁ) (47)

Sin embargo cuando se realizan los calculos explicitos de los dia-
gramas a un loop, surge un término adicional, el cual es incluido
por completez y corrobora la definicién del A que se muestra en la
literatura [3]

1 2
62 (d 2 In(4m) — 1+ Lz) (48)

Por tanto; como ejemplo, si estamos interesados en la accién ge-
nerada de orden p* tenemos que [4]

Spen = Sges + v (49)

donde
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: 1 3 L
Sdv— — N\ | dr—n—— |+—= (D, U D T))?
4 / am)2(d - a) 33D )

3 _ _ _ _
+ §<DMUTDVU><D“UTD”U>

1, o 3, o
+ §<D#UTD“U> (xTU + Uty + g(DHUTD“U(XTU +UTy))

11 o i o _
+ — (XU + U+ Z(F/ﬁD“UD U+ FLU)

144
1 I r v ]' v v
— Z(U*FﬁUFL“ ) — ﬂwﬁF@ + L FM)
5
T 50
b 0] (50)

Por tltimo hay que tener en cuenta que la funcional generatriz a
orden p?* se define como

~ Llnde 2 o)®
% — Neis[U]ezl d t( - (dudi+0) b) (51)

por tanto la funcional generatriz efectiva es

VA i [ Lo (D) +La (T %lndet<§(dudﬂ+a)ab)
et :Nelf 2 (U)+La( )e (52)

donde

2
Z = T /d%; { <m% + 1) (D, U'D"U)
(mg + 1) (X'U +U'y)
(LY ((D,U'D*U))? + Ly(D,U'D,U)(D*UT DU
L3(D,U'D"UD,U'D"U) + L')(D, U D"U){x'U + U'x)
Ly(D,UDFU (XU + U'x)) + Ly((X'U + U'x))?
L:((UTx = X'U))? + Lg(X"'UX'U + UTxUTy)
— WLYFLDFUD"U + FLU) — Li(UTFLUF™)
+ H{(FRFR 4 FLRMY + HE(O)) + ..} (53)

+ o+ o+ + +
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La cual es la expresién brindada por la literatura [4],[5].

5. Conclusiones

Utilizamos el Método de campo de Fondo para la renormalizacion
de los términos del Lagrangiano a orden p* y de esta forma ab-
sorber las divergencias provenientes de los cédlculos a nivel un loop
del Lagrangiano a orden p?. Este método parte de realizar una ex-
pansion de la variable principal del Lagrangiano efectivo (U), como
una suma de la solucién de la ecuacién de movimiento (U) y una
pequena correccién 0U. El tratamiento de la funcional generatriz
generada mediante esta transformacién, nos lleva a la evaluacién de
diferentes integrales de camino de Feynman. Una de las tres ecua-
ciones de camino tiene como término principal la accion evaluada
en la solucién de la ecuacion de movimiento clésica, en tanto que los
términos sobrantes pueden ser reescritos en una integral gaussiana.
La evaluacion de la integral gaussiana nos lleva a utilizar el forma-
lismo de la funcion € de Riemann y consecuentemente la utilizacion
del Heat Kernel. La ecuacion del calor tiene una amplia utilizacion
en fisica y para nosotros nos generd la necesidad de la evaluacién
de los términos del Heat Kernel. De esta forma renormalizamos el
Lagrangiano a orden p? con la redefinicién de los coeficientes del
Lagrangiano a orden p*.
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