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En esla contribución se presenta la formulación de la mecánica cuántica en el espacio 
I I I de fase en la cual el operador densidad se identifica por densidades de probabilidad y 

los observables se describen por funciones definidas en el· espacio de fase. Esto 
permite que los valores esperados mecánico cuánticos sean calculados por medio de 
integrales similares a l~ de la mecánica estadística clásica Consideramos los métodos 
de Weyl, Wigner y Husimi y la relación entre ellos. 

ABSTRACT 

The paper presents -a review of the pbase-space formulation of the quantum mechanics 
in the sense that the density operator can be identified whith phase-space probability 
densities and the observables can be described by functions on phase-space. This 
allows the calculation of expectation values as integral s like to the ones of the classical 
statistical mechanics. We consider the Weyl, Wigner and Husimi methods and the 
relationships between them. 

l. INTRODUCCION 

La descripción de un sistema mecánico clásico de / grados de libertad se hace en el 
espacio de fase; esto es, en un espacio de 2/ dimensiones cuyos ejes coordenados son 
ortogonales entre si y que se r9tulan por las coordenadas y los impulsos generalizados, 
q = (q¡, q2' .. . , q¡) y p = (PI, P2 , .. . , PI) · En este espacio, el estado del sistema en el 

instante de tiempo t se representa por un punto (q(t), p(t)), el cual describe una 

trayectoria a medida que transcurre el tiempo. Las trayectorias en el espacio de fase no 
se cruzan y se cumple el teorema de Liouville. 

En el caso de un sistema mecánico cuántico, la descripción del estado no se realiza en 
el espacio de fase. Lo habitual es emplear funciones de onda que dependen de la 
posición o del impulso, ",(q, t) o \¡f(p, t) , desig~adas como represenlaciones de 

coordenadas o de impulsos, respectivamente. En esta formulación , los parámetros q y 
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p son independientes del tiempo y, como consecuencia del principio de incertidumbre, 
desaparece en la mecánica cuántica el concepto de trayectoria 

Para facilitar la comparación y la transición del dominio cuántico al clásico, desde los 
albores de la teoría cuántica ha existido el interés de formular esta teoría con la ayuda 
de funciones definidas en el espacio de fase , análogas a las funciones de distribución de 
la mecánica estadística clásica. Los trabajos de Weyl [1], Wigner [2], Groenewold [3] 
y Moyal [4] son el punto de partida para las investigaciones -antiguas y modemas
sobre este tema. 

En la mecánica cuántica, el estado del sistema se puede describir por medio del 
operador de Liouville p(t), en lugar del ket I 'V(t) > usado tradicionalmente en esta 

teoría. Esto permite, además de una formulación unificada para estados puros y 
estadós mezclados, el tratar estados y observables en pie de igualdad, ya que ambos 
son descritos por medio de operadores. 

El hecho anterior es el punto de partida para lograr una formulación de la mecánica 
cuántica en el espacio de fase (representación-qp). En el formalismo de Weyl-Wigner
Moyal, al estado cuántico (j(t) se le asocia una función real ~(q. p. t) denominada 

función de Wigner [5, 6]. Esta función desempeña un papel '~álogo al de las funciones 
de distribución clásicas pero no se puede interpretar como una auténtica densidad de 
probabilidad debido a que puede tomar valores negativos. Una distribución alternativa 
es la función de Husimi, introducida por Husimi en 1940 [7], la cual siempre es 
positiva. 

El objeto del presente trabajo es hacer una exposición moderna de las ideas y técnicas 
fundamentales que conducen a la formulación de la mecánica cuántica en el espacio de 
fase, mediante la función de Wigner o la función de Husimi, al igual que entender la 
relación entre ellas. Esto es fundamental, en la medida en que existe una abundante 
literatura especializada en la cual se hace uso de estos formalismos para estudiar 
diferentes sistemas fisicos. 

2. CONEXION DE LA TEORIA CUANTICA CON EL ESPACIO DE FASE 

Vamos a considerar un sistema mecánico cuántico de f grados de libertad con 
operadores básicos de posición e impulso {¡ = ({¡l' (¡2' . . . , (¡¡) y !J = (j)¡ , />¿, .. . , !J¡) , ,los 

cuales son independientes del tiempo (imagen de SchrOdinger) y obedecen las 
relaciones de conmutación de Heisenberg. Asociados con estas entidades, definimos 
para cada grado de libertad (k = 1,2, . . . ,1> operadores destrucción y creación, 

(1) 
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y formamos con ellos los conjuntos a = (al' a2' ... . a f) y a + = (at. a~ ..... aj) . En las 

definiciones anteriores. qo y Po son unidades de longitud e impuJso restringidas por la 

condición qo Po :::: h • donde 1z es la constante de Planck. Usualmente. en términos de 

un oscilador armónico de masa mo y frecuencia roo • 

(2) 

Para cada grado de libertad del sistema introducimos estados coherentes normalizados 
a la unidad. definidos como los kets propios del operador destrucción [8-10] 

(3) 

donde cada número complejo Zk es un valor propio. El conjunto { Zk • k :::: 1. 2 •.. .• f} 

se puede considerar como un elemento de un espacio euclid' ano complejo f

dimensional. Cf • con puntos de la forma Z=(Zl' zQ .... z¡). En este espacio 

I defini~OS el producto escalar entre dos vectores y el cuadrado de la distancia entre ellos 
como sigue: 

I (X - ~ 12 :::: I (X 1 - ~ 1 12 + ... + 1 a f - ~ f 12 
. 

Por otro lado, asociado con el el punto Z en C f tenemos en el espacio de Hilbert 

I convencional un estado coherente normalizado I Z >. definido como el producto directo 

(4) 

La importancia física de los estados coherentes está en l hecho de que ellos forman un 
conjunto completo (estrictamente, sobrecompleto) y que representan estados de 
incertidumbre mínima, esto es, estados para los cuales se cumple la igualdad en la 
relación de incertidumbre de Heisenberg. 

Los valores esperados de los operadores de posición e impulso, fh y 1\, con relación 

al estado coherente I Z > están dádos por 

(5a) 

(5b) 

donde PIe Y PIe[Z] son notaciones alternativas para referirse al mismo valor esperado. 

Las relaciones (5) permiten escribir el número complejo Zk en la .forma 
o BLlU 1 tU, CENTRAL 

a.uA UI!II't'EIlSIDAD NACIONA! 
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1 [qk . Pk] 
Zk = ./2 qo + t Po . (5c) 

De esta manera, a cada estado coherente I z > le podemos asociar un punto 

q = (q¡, q2' ... , qf) y un punto p = (p¡, Pl, ... , Pf) en sendos espacios euclidianos f
dimensionales de posición e impulso, respectivamente. Por otro lado, como cada 
número complejo Zk es un valor propio del operador destrucción ak , al recorrer todos 

los valores propios de este operador se generan todos los rangos completos de posición 
e .iIllPulso, - 00 < qk < 00 y - 00 < Pk < oo. De esta manera, cada punto (q , p) del 

espacio de fase clásico está relacionado de manera única con un estado coherente y 
viceversa. Finalmente, como los operadores {¡k y A tienen espectros continuos, las 

ecuaciones de valores propios se pueden escribir empleando la misma notación, 

(6) 

En conclusión, los valores esperados de posición e impulso con relación a los estados 
coherentes permiten establecer la conexión entre la descripción cuántica y el espacio de 
fase clásico asociado con el sistema. 

En el resto de este articulo usaremos la notación Z H (q, p), z' H (q ' . p') . etc., para 

referirnos a conjunto de cantidades que están ligadas entre si por la transformación (5). 

3. REPRESENTACIONES DE WEYL y DE WIGNER 

3.1 Definición del operador de Weyl 

El estado coherente I z > se puede escribir [8] en la forma 

(7) 

donde IO>:=lz=O> :=ln=O> es el estado vacío y In > :=ln¡.n2 . . .. , nf> es el 

estado de un sistema de f osciladores armónicos independientes entre si. En lo anterior, 
Ó(z):= fxq, p) es el operador desplazamiento u operador de Weyl [1], definido como 

fXq, p) :=exp (* (p éj-q p», (8) 

donde q y p están ligados con z por las relaciones (5), p éj significa . 

p éj = Pi éj¡ + ... + Pf é}f y algo similar representa q p. Obsérvese que a cada punto 

del espacio de fase se le asocia un operador de Weyl. 
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La importancia del operador de Weyl está en el hecho de que operadores asociados con 
puntos diferentes del espacio de fase son ortogonales, en el sentido de que se satisface 
la relación 

Tr[6(q, p)]=(27th)f O(q)O(p). (9) 

En esta expresión, Tr significa la traza, esto es, la suma de los elementos diagonales en 
cualquier representación que se elija (coordenadas, impulsos, etc.) y O(q) es el 

producto de /funciones delta de Dirac, Ó(q) = O(ql) Ó(Q2) ... O(qf) . 

3.2 Definición del símbolo de Weyl 

Los operadores de Weyl son completos, ya que un operador mecánico cuántico 

B = B(~, p) se puede expandir en términos de ellos, según la relación Weyl [1] 

B(~, P) = f B(q, p) D(q, p) dr, (lOa) 

donde usanlOS la notación 

df:= 1 . dq dp = _1_ d2f z , 
(21t'h) f 1C f 

dí' = dr[z'] . (lOb) 

La integración en (lOa) se hace sobre todo el espacio de fase 2/-dimensional. De 
acuerdo con (lOa), el operador B(~, P) tiene asociada una función escalar B(q, p) 

definida en el espacio de fase, la cual recibe el nombre de símbolo de WeyI. A pesar de 
que usamos una notación similar, el lector no debe confundir B(~, P) con B(q, p), ya 

que en virtud de las relaciones de conmutación de Heisenberg 110 se cumple una regla 
de substitución como q ~ ~ y p ~ P . 

El símbolo de Wey, asociado con el operador fi , se determina por medio de la relación 

B(q, p) = Tr [fi D + (q, P)] (lla) 

= J w*(ql,P)(ql+!ql fi Iql -!q)dq' (llb) 

=f W(q,PI)(pl+!pl fi Ipl_1 P)dP', (11c) 

donde la cruz (+) en el operador de Weyl significa el adjunto. Por conveniencia 
definimos cantidades auxiliares 
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w(q', p) := exp (* q' p) (12) 

O(z, z') := exp (z z'* - z * z') = w*(q, p') w(q', p) , (13) 

d d " , on eqp :=q¡PJ. + ... +q¡p¡ . 

La expresión que hemos obtenido para el símbolo de Weyl es la transformada de 
Fourier de un elemento matricial del operador B . Esta transformada de Fourier se 

puede invertir para dar en representación de coordenadas el elemento matricial 

(14) 

y illla expresión análoga se cumple en la representación de impulsos. 

3.3 Definición del símbolo de Wigner y del operador de Wigner 

En analogía con el hecho de que las funciones de onda en representaciones de 
coordenadas y de impulsos están ligadas por una transform~a de Fourier, definimos 
el símbolo de Wigner 9(q, p) asociado con el operador B éomo la transformada de 

Fourier del símbolo de WeyI: 

ll(q', ~" ):= f O(z, z') B(q, p) dr . (15) 

'. 
A. es~ expresión le corresponde la transfonnación inversa 

B(q, p) = f íl*(z, z') ll(q', p') df' . (16) 

Si substituimos en la expresión para fi(q, p) el símbolo de Weyl B(q, p), determinado 

mediante la representación de coordenadas (11 b), encontramos que es conveniente 
intro<1ucir un nuevo operador, bautizado como operador de Wigner, defmido por 
medio de la relación 

fI(q', p'):= f íl*(z, z') f'Xq, p) df (l7a) 

(17b) 

(17c) 
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Esto es, a cada punto del espacio de fase le asociamos un operador de Wigner. En las 
expresiones anteriores, los operadores bajo los signos integrales son proyectores que 

extraen de un estado arbitrario 1'11) su componente en la dirección I q' + q /2) O 

I P' + P / 2) con un peso dado por la función de onda 'I'(q' - q / 2) o ",(p' - P / 2) . 

Con ayuda del operdor de Wigner, el símbolo de Weyl se determina mediante las 
relaciones 

B(q', p') = Tr [1i fi(q', p')] (I8a) 

= f w*(q, p') \ q' + t q I B I q' - t q) dq (l8b) 

= f W(q',P)\p'+tpl B Ip'-tP)dP . (l8c) 

El operador fi(z'):= fi(q', p') fue introducido por Royer [11] como el operador 

paridad asociado con el punto (q', p') del espacio de fase. Estrictamente, la definición 

de Royer está relacionada con la presente defmción por la relación 2f fIq p = fI(q, p) . 

Dahl [12] ha coleccionado propiedades de los operadores de Weyl y de Wigner, las 
cuales han sido derivadas por Royer [11], Grossmann y Huguenin [13, 14]. 

3.4 Símbolo de Wigner asociado a un proyector y función de Wigner 

Como ejemplo de interés, vamos a considerar el proyector 

(19) 

asociado con dos kets arbitrarios I <l> > Y I '1' > . Por aplicación de las relaciones 

anteriores, el símbolo de Wigner asociado con este operador es dado por 

fJ¡(q', p')= f w*(q, p') '1'* (q' -! q) ~q' +! q) dq 
ItBlIOTECA CENHl Lo 

~I.A U!IIIVElISI AD NACIONAl 

(20) 

donde 'I'(q) = < q 1'1' > Y <l>(q) = < q I <l> > son funciones de onda en representaciones 

de coordenadas. 

La famosa función de Wigner, introducida en 1932 [2] , corresponde al caso en el cual 
los dos kets coinciden, I 'JI > = I <l> > . Esto es, la función de Wigner asociada co.n el 
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estado I 'JI > es por defmición el valor esperado del operador de Wigner fi(q', p') con 

respecto al estado I 'JI > . 

3.5 Expansión de un operador en términos del operador de Wigner 

SiSub~tituimos (16) en (lO) y usamos (l7a), encontramos que el operador 13 se puede 
expandir en términos del operador de Wigner, como 

B(q, fJ) = f B(q', p') n(q', p') dr' , (21) 

donde el coeficiente de la expansión es el símbolo de Wigner. 

4. DETERMINACIÓN DE VALORES ESPERADOS 

Lt" relación (21) es particularmente útil debido a que, dados dos kelS arbitrarios I 'JI > Y 

1$ >, podemos calcular el elemento matricial ('JI lB I $) como una integral sobre el 

espacio de fase: 
1 1 : •. 

('JI lB I $) = f B(q', p') ('JI I fi(q', p') I $) dr' , (22) 

dónde el símbolo de Wigner está asociado con el operador y el elemento matricial 

('JI I n(q', p')1 $) depende del operador de Wigner y de los estados objeto de interés. 

Similarmente, si usamos la identidad [14] 

fi(q', p') n(q", p") = 4f Q(z', -2 z") Ó(2 q' - 2 q", 2p' - 2 p") (23) 

Y, ¡;mpleamos (9), podemos demostrar que dados dos operadores A(q, p) Y B(q, p), . ", 

entonces 

Tr [Á B] = 1 f f A(q', p') B(q', p') dq' dp' . 
(21th) 

(24) 

Este resultado es especialmente interesante debido a que sugiere formular la mecánica 
cuántica en una forma similar a la de la mecánica estadística clásica, en donde los 
valores esperados se determinan integrando sobre el espacio de fase el producto de la 
función que representa el observable por la función de distribución que describe el 
estado del sistema. 
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5. APLICACIÓN DEL MÉTODO AL OPERADOR DENSIDAD 

La evolución temporal de un sistema mecánico cuántico se puede hacer por medio de 
la ecuación de Liouville en lugar de la ecuación de SchrOdinger. La ecuación de 
Liouville es una ecuación de movimiento para el operador densidad (j(t ), el cual 

permite una formulación unificada de estados puros y estados mezclados: 

estado puro (25) 

estado mezclado. (26) 

El estado mezclado es una superposición incoherente de N estados normalizados, con 
pesos estadísticos Wk ; esto es, Wk es la probabilidad que se liene de encontrar el 

sistema fisico, en el instante de tiempo inicial to , en el estado I W(k)(lo») . 

El operador densidad es más fundamental que la función de onda y pennite expresar el 

valor esperado estadístico de cualquier operador mecánico cuántico B como 

«B »=Tr[p(t) 8] (27a) 

= e2~) f J fXq', p', t) neq', p' ) dq' dp' , (27b) 

donde peq', p', t) es la función de Wigner (o símbolo de Wigner) asociado con el 

operador densidad. En el caso más general de estados mezclados (26), la función de 
Wigner está dada por 

p(q', p', e) = k~l Wk (wek)(t) I fi(q', p') I W(k)(t)) . (28) 

Corno el operador de Wigner es herrnítico entonces la función de Wigner es real. Sin 
embargo, esta función puede tomar valores negativos [15] y, en consecuencia, no se 
puede interpretar como una densidad de probabilidad análoga a la densidad de 
probabilidad de la mecánica estadística clásica. La dificultad de interpretar p(q', p', t) 

físicamente condujo a Feynman a sugerir la idea de introducir en la mecánica cuántica 
el concepto de probabilidades negativas [16). 

Si el sistema se encuentra en un estado puro, entonces, uno de los Wk es igual a uno y 

los demás son cero. En este caso el valor esperado estadístico se reduce al valor 

esperado cuántico, 

(29) 
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de tal manera que f}(q', p', t) = < '1'(1) 1 fi(q' , p') 1 '1'(1) > se convier:te en Ja función de 
Wigner asociada con el estado puro 1 'I'(t) > . 

6. FU~CIÓN DE HUSIMI 

Como la función de Wigner toma valores negativos, con el fin de establecer tina 
correspondencia entre sistemas clásicos y cuánticos es conveniente introducir una 
función de distribución cuyos valores siempre sean positivos. 

Sea B un operador arbitrario y 1 z > un estado coherente, z H (q, p). La función de 

Husimi asociada con el operador B se defme como el valor esperado del operador fi 
con relación al es~o coherente 1 z > : 

B_(q, p) := < z 1 B 1 z > (30a) 

= I B(q', p') ( z I fI(q', p')1 z) dr' , (30b) 

donde la segunda igualdad es consecuencia de usar la ecuac,ión (21). Bajo el integrando 
aparece el valor esperado del operador de Wigner, asociado .con el punto (q', p') del 

espacio de fase, con relación al estado coherente 1 z > . Este valor esperado es dado por 

( z I fI(z') I z) = ( z' I n(z) I z') = 21 ex¡{- 21 z - z' 1)2) , (31) 

lo cual explica el origen de la función de peso que empleó originalmente Husimi [7] en 
1940 con el fin de suavizar la función de Wigner y tener una función de distribución 
definidamente positiva. La ecuación (300) -en conjunto con (31)- define una 
transformada de Gauss (or Weierstrass) [17] entre el símbolo de Wigner y el símbolo 
o función de Husimi. 

En particular, el símbolo de Husimi asociado con el operador densidad (26) es dado 
por 

P~(q, p, t)=<zli)fz > = k~l Wkl(z I o/(k)(t)) 1
2 

, (32) 

de tal manera que representa la probabilidad de encontrar el sistema fisico en el instante 
de tiempo t en el estado coherente 1 z> o, equivalentemente, la probabilidad de que el 
sistema en el instante de tiempo 1 tenga valores promedios de posición e impulso, q y 
p. 
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Además del operador a empleado en (30), introducimos ahora Wl segundo operador 

Á. Asociado con el símbolo de Wigner A(q', p') definimos un nuevo símbolo 

At(q, p) como aquel que satisface la transformada de Gauss 

(33) 

Usando las ecuaciones (30) y (33) en (24) encontramos que la traza del producto de los 

operadores Á y fi se puede escribir en la forma de una integral de un producto de 

funciones sobre el espacio de fase: 

Tr [Á a]' = 1 f f At(q, p) B (q, p) dq dp 
(21th) -

(34a) 

= 1 ffA- (q,P)Bt(q,P)dqdP. 
(21th) , 

(34b) 

Si Wl sistema mecánico-cuántico se encuentra descrito por el operador densidad (j(t) 

entonces, aplicando (34b) a (27a), encontramos que el promedio estadístico de un 

operador a se puede escribir en la forma 

«a» = Tr[p(t) :al = 1 f f p_ (q, p, t) Bt(q, p)dq dp . 
(21th) 

(35) 

Este resultado es fundamental en la medida en que muestra que el promedio estadístico 

de cualquier observable mecánico-cuántico se puede determinar por medio de la 

función de distribución de Husimi p_ (q, p, t) , la cual tiene todas las propiedades de 

una función de distribución típica de la mecánica cstadís ica lásica. En particular, 
debido a que la traza del operador densidad es uno y a que al operador Wlídad le 
corresponde el simbolo Bt(q, p)=l , entonces se cumple la condición de normalización 

(2~)f f p- (q, p, t)dq dp = 1 . 

7. DISCUSION 

En el presente artículo hemos realizado una presentación compacta y moderna de Wla 
serie de resultados dispersos en la literatura. Se podría deducir Wl buen número de 

fórmulas adicionales, pero tal objetivo está fuera del alcance del presente trabajo. 

Es interesante recalcar que tanto la función de Wigner como la función de Husimi 
permiten calcular promedios estadísticos por un procedimiento análogo al de la 
mecánica estadística clásica. La diferencia entre las dos está en que la primera es. Wla 
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pseudodistribución de probabilidades, debido a que puede tomar valores nega~ivos , 

mientras que la segunda es una auténtica distribución de probabilidades defmida en el 
espacio de fase . 

En el formalismo de Wigner, tanto el operador densidad como los demás operadores 
son tratados en pie de igualdad, ya que ambos se representan en (27b) por sus 
respectivos símbolos de Wigner. En la formulación de Husimi (35) se crea una 
asimetría ya que el operador densidad se representa por el símbolo p_ (q, p. l) mientras 

que al operador B se le hace corresponder la función B+(q, p). Este es el precio que 

hay que pagar para tener en la mecánica cuántica una auténtica distribución de 
probabilidad como p_ (q, p, t). 
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