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RESUMEN

En la formulacién de la mecénica cudntica en el espacio de fase, el operador densidad
se representa por una densidad de probabilidad (funcién de Husimi) y los observables
se describen por funciones definidas en el espacio de fase. El objetivo de la presente
contribucion es obtener la ecuacién de movimiento para la funcién de Husimi a partir
de la ecuacién mecénico-cudntica de Liouville.

ABSTRACT

In the phase-space formulation of quantum mechanics, the density operator is
represented by a probability density (Husimi function) and the observables are
described by functions defined in phase-space. In this paper the equation of motion of
the Husimi function is derived, starting from the quantum-mechanical Liouville
equation.

1. INTRODUCCION

En la caratula de un libro de Osbom [1] se encuentra la siguiente afirmacién: la
ecuacion

dp(t) [H(t) p(t)] (1N

es todo lo que usted conoce o necesita conocer!. La relacion a la cual se refiere Osbom
es la ecuacion de Liouville, la cual describe la evolucion temporal de un sistema
mecénico cudntico identificado por el Hamiltoniano H(r). El estado del sistema s¢
describe por el operador de Liouville p(t), a diferencia de la ecuacién de Schrodinger
que usa para este fin el concepto de ket |y(r)>. La ecuacién de Liouville es més
general que la ecuacién de Schrodinger debido a que la primera describe sistemas
fisicos en estados mezclados mientras que la segunda requiere que el sistema esté en
un estado puro (2, 3].

Existe una ecuacién cuéntica de Liouville (1) y una ecuaci6n clasica de Liouville. Esta
tltima esta dada por
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a—"f'—‘g;ﬂ'—) { 4. P. 1), Pcl@. P, t)} @
donde { , } es el corchete de Poisson entre el Hamiltoniano cldsico H.{g, p, t) y una
densidad de probabilidad p.(g, p, 1) 2 0. La ecuacién (2) describe la evolucién
temporal de la funcién de distribucién p(g, p, 1) en el espacio de fase asociado con el
sistema clasico. Las entidades q y p representan las coordenadas de posicién y los
impulsos canénicamente conjugados para un sistema de f grados de libertad,
respectivamente. Fisicamente, p_/(q, p, t) dg dp es la probabilidad de encontrar el
sistema fisico en el instante de tiempo ¢ dentro del elemento de volumen dg dp,
centrado en el punto (g, p) del espacio de fase.

La ecuacién (1) es el fundamento de 1a mecénica estadistica cuantica mientras que (2)
es la base de la mecénica estadistica clasica [4]. La primera incluye a la segunda como
un caso particular, ya que, a la luz del principio de correspondencia, la mecénica
cuéntica es una teorfa mas general que la mecénica cldsica y la primera se debe reducir
alatltima en el limite en el cual la constante de Planck tiende a cero, # — 0.

Con base en lo anterior surge la necesidad de responder las siguientes preguntas: (a)
(Bajo que condiciones se obtiene la ecuacion clésica de Liouville a partir de la ecuacion
cuéntica (1)?; (b) ;C6émo surgen los corchetes de Poisson {,} a partir de los
conmutadores de la mecanica cudntica [, ] 7. El entendimiento de lo que es el limite

clasico de la mecénica cuédntica y la comprensién de lo que significa el principio de
correspondencia estd ligado con estas preguntas. El presente articulo se centra en esta
temética y usa el formalismo de Husimi para responder las inquietudes anteriores.

Como base para los desarrollos subsiguientes usaremos los resultados del articulo
precedente [5], en el cual se analiz6 la relacién entre los formalismos de Weyl, Wigner
y Husimi de la mecéanica cudntica. Para referirnos a la ecuacién (n) de ese articulo
usaremos la notacion (1.n).

2. SIMBOLOS ASOCIADOS CON UN OPERADOR

Los valores esperados de los operadores de posicién € impulso con relacion a un
estado coherente, identificado por los nimeros complejos z=(z4,25, ..., 2 ), estan

dados por (1.5),

q=4qlz1:=(z|2|2) = (z+z) (3a)

p=plzl:= (z|p|)_—zﬁ(z-z‘), (3b)
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donde q y g[z] son notaciones alternativas para referirnos al mismo valor esperado, y
qo Y Pp son unidades de posicion ¢ impulso restringidas por la relacién gy py=#.

A cada punto (g, p) del espacio de fase le corresponde un nimero complejo z,
(@, p) &z, un estado coherente 12> =172y, 25, ...,z >, un operador de Weyl y uno
de Wigner. Tal como se muestra en el lado izquierdo de la figura-1, a un operador
mecénico cuéntico B :=B(g, p) se le pueden asociar varios simbolos o funciones
definidas en el espacio de fase: Weyl, B(g, p); Wigner, 8(g, p); B.(¢. p) y B.(g, p).
Las definiciones y resultados relevantes se encuentran en el articulo anterior [5], los
cuales omitimos en 4ras de brevedad.

De acuerdo con la relacién (1.32), el valor esperado del operador densidad p(r) con
relacion al estado coherente | z > se conoce con el nombre de funcion de Husimi:

p(g. p=<zIp)z>. 4)

Esta definicion garantiza que la funcién de Husimi es positiva y acotada, de acuerdo a
larelacién 0 <p (g, p, 1)< 1, de tal manera que se puede interpretar como una funcién
de distribucion definida en el espacio de fase, con propiedades similares a las de las
funciones de distribuci6n de la mecanica estadistica clasica.

B(g. p) i(q. p) pg p. D B(q, pn
Weyl Wigner

Husimi
B (g.p B_(¢.p) PP D P_gpD

Figura-1. En el lado izquiero se muestran los simbolos o funciones
asociadas con un operador mecanico-cuéntico B . En el lado derecho se
considera el caso del operador densidad.

3. RELACIONES ENTRE LOS SIMBOLOS

3.1. Relacién entre B (g, p) y B, (g, p)

Por aplicacién de las ecuaciones (1.21) y (1.33) obtenemos
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B, p) =<7 B> = f I, 2) B, (g, p)dT . - 5)

donde usamos la notacién (1.10b) y definimos la cantidad auxiliar

1z, 2) :=f dar” <z'| 1§ (640 |z><z| M)

z"> (6a)

=exp- |-z

Para calcular la integral anterior hemos empleado (1.31) y la identidad (A.1).

2+z'z*+z'*z). (6b)

3.2. Relacion entre el simbolo de Weyl y B , (g, p)

Queremos deducir la relacién entre el simbolo de Weyl B(g, p) y el simbolo
B, (g, p) . Por substitucién de (1.33) en (1.16) obtenemos

exp (% Iz IZ) B(q, p)= f dr” Q*(z, Z")Bq". p”) , @)
donde hemos empleado la identidad
fdr"<z" ) |z”>Q* ()= Q* (@ ")exp (—% Iz lz) . (8)

Por comparacién de (7) con (1.16), 1a funcion exp (1 z | 2p) B(g, p) es la transformada
de Fourier de B, (g, p). Por lo tanto, en analogia con (1.15), la transformada de
Fourier inversa es dada por

B,(¢", p")= f dr' Q(z, z”) exp (-%— Iz| 2) B(g. p) . 9)

3.3. Relacién entre el simbolo de Weyly B _(q, p)

Por substitucién de (9) en (5) obtenemos
B.@"p")= [ arae 2)exp(- $121%)Bg (10)
La férmula inversa se escribe como

exp (— Lizi 2) B, p)= f ar" Q* @ ) B_ (¢ p) . (11)
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3.4. Relacién entre el simbolo de Wigner y los simbolos B,(g, p)

Si los factores exp (+1z1%/2) no estuvieran presentes en (9) y (10), los simbolos
B,(¢”, p”) coincidirfan con la funcién de Wigner B(g”, p”), tal como se puede

deducir al comparar con (1.15). Las exponenciales exp (x1z| 2 /2) las podemos extraer
del signo integral teniendo en cuenta la identidad

1,2 AP | e T
exp(iilzl )Q(z,z")=cx 1(54057) +(7Pa§17) Qz 2”). (12)

De esta manera, de (9) y (10) obtenemos la relacién que conecta el simbolo de Wigner
con los simbolos B(q, p),

2
B.(q, p)=ex0l1(%%a%) (%poa )

A la luz de (1.35), estos simbolos son importantes ya que permiten calcular el
promedio estadistico de un operador con ayuda de la funcién de Husimi, de una
manera idéntica a como se hace en la mecanica estadistica clédsica.

B p). (13)

3.5. Dos casos de interés: energia cinética y energia potencial

Estamos interesados en un operador B = V() que s6lo es funcién de los operadores
de posicion; por ejemplo, la energia potencial. En virtud de las relaciones desarrolladas
previamente encontramos:

Vig, p)= Q) v(i " 7,%) 8p) (14aa)

Vig. p)=V(g) A (14b)

2
Vi(g)= exp‘ (% 405%)

En particular, el simbolo () se puede escribir también en la forma

qu cxn[ @49 ] Vig+q). (14d)

V@) (14¢c)

V.=

(r N

Consideramos ahora un operador B = T(p) que es funci6n s6lo de los impulsos; por
ejemplo, la energfa cinética. Los resultados son similares a las relaciones (14), excepto
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por los siguientes cambios: V=T, i—>-i, g—>p, qy— py. En el caso de un
sistema de f grados de libertad, al operador

s __ ey
Py O g B (15a)
le corresponden los simbolos
Pl > 2 P(} f
Ti(p) = e A P mf (15b)

En relaci6n a la funcién clésica, cada grado de libertad tiene una contribucién adicional
p# /(2m) igual al cuadrado de la incertidumbre en el impulso, cuando el sistema se

encuentra en un estado coherente | z >. Esta contribucién refleja la existencia del
principio de incertidumbre en el dominio cuéntico.

4. COMPOSICION DE GROENEWOLD PARA EL SIMBOLO (-)

El objetivo principal del presente articulo es deducir la ecuacién de movimiento para la
funcién de distribucién p_(g, p, t). En virtud de la ecuacién de Liouville (1),
necesitamos, encontrar primero el simbolo (-) asociado con el producto de dos
operadores, ¢ = .&ﬁ; esto es, expresar el simbolo C_(g, p) en términos de los
simbolos individuales A (g, p) y B_(g, p).

4.1. Simbolo de Wigner asociado con el operador C:= A B

Como punto de partida usamos la ecuacién (1.18b) para determinar el simbolo de
Wigner asociado con el producto C := A B :

C(q',p’)=Jw(q, p’)<q’~%q| AiB Iq’+%q>dq. (16)

El operador unidad lo expresamos en representacion de coordenadas y empleamos
(1.14) para evaluar las cantidades < g’ - ¢/21Alq"> y <q'|B1q’ +q/2>. Después
de un poco de dlgebra e introduciendo el cambio de variables —ver notacién (3)-

q[a]=q’—q”—%q, q[b]=q"—q’-%q, a7
obtenemos el simbolo de Wigner asociado con el operador C := AB,

C(q', pl) =
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f dT(a) dT(b]Q(a, 2') Alglal, pla)) Qa, § b) b, ') B(glbl. plb)) . (18)

4.2. Simbolo (-) asociado con el operador C :=A B

Ahora bién, de acuerdo con (1.30), el simbolo (-) asociado con el producto de dos
operadores es dado por

C.p= f < 2| fig’, p)| z> Cg’, phdr”. (19)

Substituimos (18) en (19) y usamos la identidad (8) para evaluar la integral sobre dI'’,
de tal manera que obtenemos

C.(q, p)=ff dl'[a)dI'[b] Q(a, z)exp(—%lalz) A(gla), plal) x

exp(—a* b) (b, ) exp (—% b 12) B(glb), pib)). 20)

Si en esta ecuacion estuviera ausente el factor exp( - a* b), el simbolo C. (g, p) se
reduciria al producto A_(g, p) B_(g, p), como se puede ver de (10). Sin embargo, es un
hecho que el factor exp(— a* b) estd presente en (20). Por esta raz6n seguiremos el

método de Balaz y Jennings [6] para deducir la férmula de Groenewold para la
composicion de simbolos de Wigner.

Introducimos la cantidad auxiliar

C@,piq" pH= f f dT(a)dr'[b]Q(a, 7") exp (— % lal 2) A(glal, pla)) x

exp(—a* b) Q(b, 2") exp (- % bl 2} B(g[b), plb)) . @1)

La cantidad fisica C_(gq, p) est4 relacionada con la cantidad auxiliar anterior por medio
de la relacién

C@p=C@'=qp'=p;q"=q,p"=p). (22)

Definimos ahora operadores que actian sobre funciones en el espacio de fase,

X:z',k:i%—a—:"’ipoga—, k=1,2,...f (23a)



A' z’ :‘)" 25 lk+z"l+)" p4f 2X+7"2+ +;A"-z’.fx'+z".f (23b)
y observamos la validez de la identidad

% Ay QUa, QL. ") =a*b Qa )b, "), (23c)

donde a*b =ay" by+a; by+...+af b, . Por lo tanto, la cantidad auxiliar (28) se
puede escribir como

C__(q,, pl; q"’ p") - exp (_ % 1&2' Z") {A_(q', p’) B_(q", p")} (24a)
= —1- Y _1_ A oy B {A ( ’ ’) B ( ’” Il)} (24b)
n:Oﬂ! 27,2 —q’p \q,p ’

la cual se puede designar como la regla de composicién de Groenewold para encontrar
el simbolo (-) asociado con el producto de dos operadores.

4.3 Aplicacion del teorema multinomial

Para lo que sigue es conveniente usar una notacion muiti-indice: [n] designaré el
conjunto ordenado [n]=(n,, n,,..., n 9 de fenteros no negativos sujetos a la restriccion

n=ny+n,+... +ng y[n!] serd el producto de f factoriales, [n!]=n,!n,!... nf!.

Usando la definicién (30b) y el teorema multinomial podemos escribir

L) =g )" ()" (5)

donde hemos introducido los operadores

(Red)™ =(Rerd) (v "™ - (Rer )" 26)

En la suma (25) el rango de cada indice es de 0 hasta n, pero ellos no se pueden sumar
independientemente debido a larestriccion n=ny+ny+ ... +ns.

4.5. Simbolo (-) asociado con el conmutador ¢ :=[A , B]

El simbolo (-) asociado con el conmutador
%:=[A,B) @27

se obtiene aplicando la férmula de Groenewold dos veces, teniendo en cuenta que z° y
Z” son variables mudas. El resultado se escribe facilmente con ayuda del operador
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L L )

De esta manera obtenemos

=0

<@.ria% =L (-4) Zdgdes)" w@B@ . @

Esta relacién, en conjunto con (22), es el punto de partida para deducir la ecuacién de
Liouville para el simbolo p_(g, p, t) que representa el operador densidad.

5. ECUACION DE LIOUVILLE PARA EL SIMBOLO p (g, p. 1)

La evolucién temporal del estado de un sistema mecénico cudntico, caracterizado por
un Hamiltoniano H()= T + V(r), est4 gobernada por la ecuacién de Liouville (1). Para

transformar esta ecuacion en una ecuacion de movimiento para la funcion de Husimi
p_(g, p. 1), aplicamos (29) para determinar los simbolos asociados con los
conmutadores

—indo=1%,p01,  -in Vo =Y0),p0). (30)

5.1. Contribucion de la energia cinética

Esta contribucién estd dada por
= P 9 Po2
Higpn= Z s 3, * Imy 3g.0p|™ @pD Gn

5.2. Contribucién de la energia potencial

La escribimos como
Vg p=Ip(gp1), (32)

donde J es un operador diferencial definido como una expansion en potencias de la
constante de Planck,

1=2 % (% n) 7 (33)

En esta expresién hemos introducido el operador

ﬁn = a V__["] (Q) ﬁ(,,] , (34)
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donde (escribiendo it en lugar de X:z)

[ (]
Dy = 2[n']po [X - (=" ] (35)

an
09{"10g]"2 ... 9q's

virig) = V(. (36)

Es de observar que 15[,,, p_(g, p, 1) es una funcién real, lo cual se verifica teniendo en

cuenta que p_(g, p,t) es una funcidén real, usando la identidad X_z_ = X: k¥
observando que

A0 g p D)= (1)" [Xf"] P pt )]

5.3. Ecuacion cudntica de Liouville

Como consecuencia, la ecuacion de Liouville (1) se convierte en
'g—z pap0=2pp1), (37

donde hemos introducido el operador de Liouville generalizado definido por

nay w9

™My g, "am, 9g; Oy

~

L= 2

k=1

il s (38)

6. LIMITE CLASICO DE LA ECUACION DE LIOUVILLE

Para considerar el limite clasico de la ecuacién de Liouville buscamos una expansi6n
del operador de Liouville generalizado % en potencias de #/2 ,

E?:NZO(%h)NQiN. (39)

Para encontrar esta expansion regresamos a la ecuacion (14c) para el simbolo V_(g), la
cual por aplicacion del teorema multinomial se puede escribir como

vo=£ (31 (3 Z Ve, (40a)

donde hemos definido T, =¢qy/ py=1/(my ®y) como una cantidad independiente de
. De las relaciones anteriores obtenemos
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v'(hl)(Q)=kgo(% h)k(—%- To)k % ﬁ V([n]+2(k])(q). (40b)

Este resultado lo podemos substituir en (33)-(34), de tal manera que después del
cambio de indices N = n + k- 1, obtenemos la expansion para el operador J

N
- &, (51) Ix @)
donde
) E: 1 k pop Y y+1-K2E) 4
NEeo\2% @R n S @ Dpnsi-n- (42)

De acuerdo a (38) y teniendo en cuenta que g# =h T, yp? =/, , deducimos que la
energfa cinética s6lo contribuye en la expansién (39) con términos de orden #° y 1.
Por esta razén, para escribir (38) en la forma (39), s6lo necesitamos calcular los
operadores J,, y J, . Al hacer esto obtenemos

pre-tEs-ag e
(% h) 1 2= ‘kél _21’:)"_1 aqfi')pk

+ %;: ,él kél ajj;/qk 34?;& +% 33133143 % : n
(%h)N.SZ’N:—(%h)NTN, siN22. @30)

Como consecuencia de los resultados anteriores, cuando la constante de Planck tiende a
cero (h — 0), la ecuacion de Liouville (37) se convierte en la ecuacion cldsica de

Liouville, ya que

200-@ p.1)= h> [ - mﬂf—] p.q. p.0) ={Hag p.0.p.G. p.1)

3455

se transforma en el corchete de Poisson {, } entre el Hamiltoniano clésico y la funcién
de Husimi.
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7. OSCILADOR ARMONICO

En esta seccién consideramos un oscilador arménico unidimensional con
Hamiltoniano

Hg p)=55 P2 +3m02g2. (44)

La ecuacién de Liouville que satisface el simbolo de Wigner es dada por [7]

ga;ﬁ(q,p,t)=[-%%mwzqéa;]ﬁ(q. pb). (45)

Ahora bién, de acuerdo a la definicién del simbolo p_(g, p, 1), esta cantidad est4 ligada
con la funcién de Wigner por medio de la relacién —ver (1.30) y (1.31)—,

0.(q p.1)=2 J' B’ p'. Dexp-21z-2 D) dr” . (46)

La derivada dp_(g, p, 1)/dt se puede determinar combinando (46) y (45) y usando la
identidad (A.2) para realizar una integracion por partes. Similarmente, de (46)

podemos obtener las derivadas parciales de la funcion de Husimi. De esta manera,
encontramos la ecuacién de movimiento

Sp@pn

piate grocgclo pipachop iy geisine ol DR
=im® qap by '(Zmp‘} 5 mo qg)aqap p(qg p 1), “n
1a cual coincide con la ecuacién de Liouville deducida en el presente articulo.

8. DISCUSION

La funcién de distribucién de Husimi p (g, p, 1) es una cantidad mecanico cudntica
que tiene un comportamiento anédlogo al de las funciones de distribucién de la
mecdnica estadistica clasica. En especial, satisface 0<p_(g, p, 1)< 1, de tal manera
que se puede interpretar como una densidad de probabilidad conjunta para posicién e
impulso. Es interesante observar que la dependencia simultdnea de posicion e impulso
no es inconsistente con el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Cada punto del espacio de fase estd asociado con un unico estado coherente | z >y
viceversa. Por lo tanto, la cantidad
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Pq(q, D=

L[ dpp.a.p.0 (482)
o7 ] ¥ PP
representa la probabilidad de encontrar el sistema fisico en el instante de tiempo ¢ en un
estado coherente | z >, tal que el valor esperado de la posicién es dado por
<zlg@lz> =q . En relacién a los impulsos, la siguiente cantidad tiene un significado
analogo:

P,(p, 1= j dgp(q pt). (48b)

1
@rh)!
El procedimiento utilizado en el presente articulo para derivar la ecuacién de
movimiento para la funcién de Husimi es una alternativa al método utilizado por
Prugovecki [8] para el mismo fin.

APENDICE A
En este apéndice citamos algunas identidades utilizadas en el texto:

jexp( a|zk| +f2p+82% )d zk——exp(fg) (A1)

donde fy g son nimeros complejos y a €s un nimero real mayor que cero.

ag(x)

f dvewpl-c-pia)? ) B2 = L[ deeyperpl-lac-ar s (AD)
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