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Resumen

Se estudian los conceptos bésicos de la teoria formal de la
elasticidad tales como esfuerzos, deformaciones, ley de Hoo-
ke, relacion de Poisson, entre otros. Se muestra como cual-
quier problema de elasticidad plana puede ser reducido a
un problema de ecuaciones diferenciales parciales, en donde
la ecuacion a resolver es llamada ecuacion biarmonica. Los
conceptos introducidos son aplicados en la solucion de un
problema clasico en mecanica de materiales: viga en canti-
lever sometida a una carga puntual en el extremo libre. La
solucion obtenida se compara con la reportada usualmente
en los libros de resistencia de materiales.
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Abstract

Fundamental concepts of the formal theory of elasticity as
strength, deformation, Hooke law and Poisson relation are
studied. It is shown that all problems of plane elasticity can
be reduced to partial - differential - equation systems, where
the essential equation is called biharmonic equation. The
relevant principles are applied in the solution of a classic
problem in material mechanics: a cantilever beam on the
action of a probe charge in the free extreme. The solution
are compared with the reported in the material books.
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1. INTRODUCCION

Los fundamentos basicos del diseno estructural y de elementos de
maquina son estudiados por la mecanica de materiales. Dado que el
comportamiento de los solidos deformables bajo la accion de cargas
externas es en general un problema de elevada complejidad, los
libros de mecanica de materiales basicos se enfocan en la solucion
de algunos problemas particulares haciendo generalmente una gran
cantidad de suposiciones y simplificaciones.

2. TEORIA FORMAL DE ELASTICIDAD

2.1. Componentes de esfuerzo

El estado tridimensional de esfuerzo de un solido debe ser descrito
por tres componentes normales o, 0, v 0. v seis esfuerzos cortantes
Tows Toes Tyes Tyws Tons T-y [1]. Por lo tanto, para especificar el estado de
esfuerzo de cualquier solido se tienen 9 cantidades, pero dado que el
elemento esta en equilibrio estatico tan solo seis de esas cantidades
son independientes. Al realizar >” F =0 v ) 7 = 0, se encuentra:
Tey = Tyes To. = T.. V T,. = T.,. Asl, para especificar totalmente el

vy yars T2 -2 Yz

rys Tazs

estado de esfuerzo de un solido se requieren seis cantidades. tres
esfuerzos normales v tres esfuerzos cortantes: o,. o,. 0., 7,,. T,. V
T

yz*

2.2. Componentes de deformacion

Para determinar las componentes de deformacion se consideran tres
puntos cercanos de un solido en el plano ry como se muestra en la
ficura la.

Al someter al solido a cargas externas. cada punto del solido se
desplazara de su posicion original, el vector desplazamiento 5 de
cada punto esta dado por:

b = w(r.y., ) [ + vl y. :')j +aw(r.y. 2)k
Por lo tanto u(r.y. ). v(r.y. 2) v w(r.y. z) son las deformaciones
en las direcciones . y v = respectivamente. Dado que las compo-
nentes del vector desplazamiento son funcion de las coordenadas.
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[eX]

Ju

Y y Ty

a. Lado izquierdo b. Central

c. Lado derecho

Ficura 1. Componentes de la deformacion.

las deformaciones van a variar de punto en punto. Debido a las car-
gas externas los puntos a. b, p forman una configuracion como la
mostrada en la figura 1b. Las nuevas coordenadas de los puntos a,
b v p. teniendo en cuenta las deformaciones son, respectivamente:

a=(r+uy+v)

ou v
b=(r+u+—dr.y+v+—dr
dr dr

Ju v
c=\r+u+—dy.y+v+ —dy+dy
Jy Ay

La deformacion longitudinal unitaria en direccion x esta dada por:

du
r+u+—dr+dr—(r+uwu)| —dr _
or Ju

dr T Or

()
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De forma andloga, para la direccion y:

B v
Yy

()

La deformacion angular en el plano ry se muestra en la figura lc.,
por lo tanto la deformacion angular total es la suma de los dos
angulos mostrados « y ¢, dado que estos angulos son pequenos:

; ‘ Ju  Ov
Yoy = O+ xtang +tana = — + —
()y dr
Si se analizan las deformaciones en los otros planos rz y yz se
encuentran resultados analogos, de tal forma que las componentes

de deformacion son:

Deformaciones Lineales | Deformaciones angulares
~ du o du 1 Jv
T Ox T Oy O
o Ov ~ Ju 4 Jw
Oy 02 O
- Ow ~dw " Jv
o 0: Tos = dy 0=
(1) (2)

2.3. Relacion general entre esfuerzo y deformacion

La ley de Hooke postula el comportamiento elastico de un sélido
para deformaciones lo suficientemente pequenas. es decir propone
una relacion lineal entre las componentes de esfuerzo v deforma-
cion. La relacion de Poisson tiene en cuenta que una elongacion en
una direccion va acompanada de una contraccion en las otras dos
direcciones y viceversa. De esta forma se tiene:
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Relaciones de esfuerzo- | Relaciones de esfuerzo-
deformacién Normal deformacion Cortante
1 7
£, = — lo. —v(o, +0.) Tog = —

= Lo~ vlo, + ) =k
1 Ves
o= 5 o, — (. +0.) o=k
T

1 Y
.~ — i o y=
Cz — E [J: —1 (O«l' + Uy)] T.u: - (Iv

(1)

2.4. Esfuerzo y deformacién plana

El estado de esfuerzo y deformacion de cualquier sélido se especifica
por 12 cantidades, tres esfuerzos normales y tres esfuerzos cortan-
tes cada uno con sus respectivas deformaciones. Se introduce ahora
una aproximacion para facilitar la ilustracion de la teoria, se supone
que las dimensiones del solido en las direcciones x ¢ y son mucho
mayores (menores) que la dimension en direccion z. Debido a es-
to los esfuerzos y las deformaciones no dependen de la coordenada
z v por lo tanto para un cuerpo sometido a esfuerzo y deforma-
cion plana tan solo se necesitan 6 cantidades, tres esfuerzos y tres
deformaciones unitarias: o,, 0,, 7,,. €,, £, V V.-

2.5. Ecuaciones diferenciales de equilibrio

A partir de las discusiones anteriores se sabe que los esfuerzos que
actuian sobre un pequeno elemento del solido son los mostrados en
la figura 2.

Aplicando la segunda ley de Newton bajo la suposicion de equi-

Z F. =0

librio se tiene:

F,ArAye+r1,,(r,y+ Ay/2) Are —71,, (., y — Ay/2) Axe
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0‘4/('1.' Y- A'//Q)

”/l!/('l"'l/ - A'//z)
Yol — AL /2, y)
¢ Py ,
o (r—A/2.y) o.(r+A,/2.y)
Fy i’ru('l.+A'/2'.’/)
Yo (2, 4 + A, /2)

{T'I(‘l.‘ Yy + ‘Au/z)

Ficura 2. Esfuerzo plano.

+o.(r+Ax/2,y) Aye —o, (x — Ax/2,y) Aye =0

ZF,. =0

Ty

F,Ax Aye+1,, (z + Ax/2,y) Aye — 7., (x — Azx/2,y) Aye
+o,(x,y+Ay/2) Ave —o,(x,y — Ay/2) Are =0

Reagrupando las dos ultimas ecuaciones v tomando el limite cuando
los incrementos en r e y tienden a cero. se tiene:

do, 0T,
F,+— = =
' or * Ay
(4)
F, + 9, + ey _ 0
YOy dr

Si la unica fuerza por unidad de volumen es el peso v el eje y se
toma en direccion vertical se tiene F, =0 v F, = pg.
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2.6. Ecuacién de compatibilidad

Las ecuaciones (1) v (2) no son totalmente independientes, para
esfuerzo v deformacion plana solo se necesitan tres de estas ecua-
ciones, por lo tanto derivando la primera de las ecuaciones (1) dos
veces con respecto a y v la segunda ecuacion dos veces con respecto
a x se tiene:

& e, B 0° [ Ou

dy? Oy \ o
y

(')25!, B d* [ Ov

orz  0xr2 \dy

Derivando la primera de las ecuaciones (2) una vez con respecto a
x y otra con respecto a y:

0°A d? [ Ov J* [ du

iy

vt irl Re-wll Be aler-d'
Ordy  0r? \Jy Oy? \ Ox
(V - G % 2 3 5 : ' \ 9 ~ey o
“omparando las dos ultimas ecuaciones se encuentra:

&, 0%, 0%,

= T > =
dy?  Jdr*  Jdxdy

Esta tltima ecuacion se llama ecuacion de compatibilidad v junto
con (4) constituyen un conjunto de ecuaciones diferenciales acopla-
das. Puesto que las ecuaciones (1) estan en funcion de los esfuerzos
es conveniente escribir la ecuacion de compatibilidad en funcion
de los esfuerzos, para esto se utiliza la relacion entre esfuerzos y
deformaciones, de tal forma que:

(')2 02
a7+ o) (o o) =° ®

Las ecuaciones (4) v (5) conforman un conjunto de tres ecuaciones
diferenciales parciales acopladas, que junto con las condiciones de
frontera pueden ser resueltas por diversos métodos [2]. Sin embargo
es conveniente reunir las tres ecuaciones diferenciales en una sola
utilizando la funcion de esfuerzo.
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2.7. Ecuacion biarmédnica

Para reunir las tres ecuaciones diferenciales se escriben los esfuerzos
en términos de una tnica funcion llamada funcion de esfuerzo, dada
por:

*¢
g, = OTJZ — Py

0?0
Oy = v — [ (6)
v = g2 T PYY
0%*0
Tr = - a_ a_
o Ox Jy
Y la funcion de esfuerzos satisface la ecuacion biarmoénica:
o Mo o
+ 2 + =0 (7)

ox? ordy? oyt

La ecuacién (7) condensa toda la informacion de las ecuaciones (4)
v (5) v junto con las condiciones de frontera propias del problema
a resolver constituye un problema completo de ecuaciones diferen-
ciales parciales.

2.8. Solucién de la ecuacién biarmonica

La ecuacion biarmonica puede ser resuelta analiticamente para al-
gunos casos [2] dependiendo de la complejidad de las condiciones de
frontera. Una vez que se logra solucionar esta ecuacion, se utilizan
las ecuaciones (6) para determinar los esfuerzos. Las deformaciones
se determinan a partir de las ecuaciones (1), (2) v (3).

3. Viga en cantilever

Se considera una viga en cantilever sometida a una fuerza puntual
en su extremo libre, tal como se observa en la figura 3.

Las condiciones de frontera tienen implicita la informacion de
las cargas vy de la geometria del sistema: para este caso particular

SOI11:
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FI1GURA 3. Viga en cantilever.

» 0,(r,£c) =0y 0,(0,y) =0, evidencian la ausencia de carga
normal en los extremos horizontales de la viga y en el extremo
vertical izquierdo de la viga, respectivamente.

c

/mwwww:—m

—c

muestra como el torque aplicado por el esfuerzo normal sobre
el lado vertical derecho debe ser igual al torque aplicado por
la carga.

c

—/mmw@:P

—c

evidencia como la fuerza aplicada por el esfuerzo cortante
sobre el lado vertical izquierdo debe ser igual a la aplicada
por la carga.

» 7,,(r,£¢) = 0, sugiere la ausencia de carga paralela en los
extremos horizontales de la viga.

Solucionando la ecuaciéon biarmonica por medio de series de poten-
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cias bidimensionales se tiene:

L T
o(r,y) = 1 t o™

Px
o.(r.y)=— ;'U

(8)

o,(r,y) =0

r . A
(. y) = —5; (€% = y?)

Tomando P =1, C' =1y [ = 4 se estudia facilmente la soluciéon
dada por las ecuaciones (8) a partir de sus graficas de contorno [3].

3.1. Campo de esfuerzos

3.1.1. Esfuerzo normal en x

L T I N N W O O I B |

T T T T T T T T T T T T T T T T T

Ficura 4. Esfuerzo normal en r.

En la figura 4 se evidencia la existencia del eje neutro. en donde
el esfuerzo normal en r vale cero. La parte superior de la viga se
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encuentra a tension y la inferior a compresion. El esfuerzo normal
sobre el lado vertical izquierdo de la lamina vale cero tal como
se planted en las condiciones de frontera. Los valores maximos de
tension y compresion se encuentran en los vértices superior e inferior
derecho.

3.1.2. Esfuerzo cortante

Ficura 5. Esfuerzo cortante.

El esfuerzo cortante vale cero en los lados horizontales de la viga
v alcanza su maximo valor en el centro de la viga. Notese, segin
la figura 5 que el esfuerzo cortante tiene igual distribucion sobre
cualquier seccion transversal vertical, lo cual implica que la distri-
bucion de la fuerza cortante es constante a lo largo de la viga tal

como se deduce en los libros de estatica.

3.2. Campo de deformaciones

La linea punteada en la figura 6 muestra la viga sin deformaciones y
la continua muestra las deformaciones de la viga debido a la accion
de la carga puntual. Para la determinacion de las deformaciones



54 Diego Luis Gonzilez Cabrera y Francisco Marin Quiroga

05 ao o 0 1 20 25 0 G P % 5
o ’___.,_————/ w w0k 10
. ///’f B
o / n :
a0 el a0
< /
\ aof : a0
o5 \ [ o8
\ Y
W \ 1
\ ket 0 05 o5
15 N\ // 15
- wh i
\, P
20F N\ 7 20
N
' 1
o o0 as 0 I 20 25 ) il @ » %

FiGUura 6. Lado izquierdo deformacion de la viga, lado derecho ampliacién del
empotramiento.

se supuso que el unico punto fijo al empotramiento es el punto
central del lado vertical derecho. Notese que la seccién transversal
se deforma a diferencia de lo que se supone en los libros basicos de
mecanica de materiales. La grafica muestra una ampliacion de la
deformacion de la viga sobre el empotramiento.

Es evidente que debido a la accion del esfuerzo cortante la viga
se deforma transversalmente.

4. Conclusiones

La teoria formal de la elasticidad proporciona un método unificado
para resolver problemas de cuerpos deformables sometidos a la ac-
cion de cargas. Cualquier problema de elasticidad se puede escribir
como un problema de ecuaciones diferenciales parciales a diferencia
de la mecanica de materiales basica en la cual se plantea una ecua-
cion para cada problema particular que se desea resolver. El precio
que se debe pagar por el uso de esta teoria general es el de usar una
estructura matematica mas compleja.

El problema de la viga en cantilever se estudia de una forma
mas general a la encontrada comminmente en la bibliografia, puesto
que se determinan los esfuerzos y las deformaciones en todos los
puntos del sélido.

Aunque todo problema de elasticidad puede ser planteado como
un problema de ecuaciones diferenciales parciales, la gran mayoria
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de los problemas (a diferencia del expuesto en este articulo) ca-
rece de solucion analitica. Este problema puede salvarse debido a
la existencia de métodos computacionales para resolver ecuaciones
diferenciales parciales tales como el de diferencias finitas y el de

elementos finitos.
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