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DISPERSIONES ELECTRON-HUECO EN
SUPERCONDUCTIVIDAD

Virgilio Nino'* y William Herrera'

Departamento de Fisica, Universidad Nacional de Colombia, Bogota

Resumen

En este trabajo se hace una revision de los aspectos bésicos
de la teoria de la superconductividad para sistemas inho-
mogéneos, mediante las ecuaciones de Bogoliubov de Gen-
nes, las cuales describen el comportamiento de las cuasi-
particulas en un superconductor. A través de estas ecua-
ciones se senalan en forma explicita los diferentes procesos
de dispersion de cuasiparticulas que pueden suceder debido
a las inhomogeneidades del superconductor. En particular,
estos procesos se manifiestan en heteroestructuras y en con-
tactos formados por metales en los estados normal y super-
conductor. Por 1ltimo, se estudian mediante una estrategia
similar a la empleada en el teorema de Ehrenfest, las fuer-
zas que actiian sobre las cuasiparticulas en las dispersiones
electron-hueco y hueco-electron que pueden ocurrir en las
estructuras mencionadas.

Palabras claves: Superconductividad, sistemas inhomogéneos. dis-
persion de cuasiparticulas

Abstract

In this paper we make a review of some basic aspects of
the microscopic theory of superconductivity for inhomoge-
neous systems through the Bogoliubov-de Gennes equations
which describe the quasiparticles in a superconductor. We
show the different scattering processes which occur in a su-
perconductor due to inhomogeneities of the pair potential.
These scattering processes appear explicitly in heterostruc-
tures and in contacts between metals in the normal state and
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superconductors. By using a method similar to the Ehren-
fest theorem we find the forces which act on the quasipar-
ticles due to the electron-hole and hole-electron scattering
which can occur in the above mentioned structures.

1. INTRODUCCION

Lo esencial de la teoria de la superconductividad que propusie-
ron Bardeen, Cooper y Schrieffer en 1957[1], llamada hoy en dia
teoria BCS, es la aparicion de una interaccion atractiva neta en-
tre electrones en un liquido de Fermi. Esta interaccion conduce a
un apareamiento entre electrones de tal manera que la energia del
sistema se reduce en la transicion del estado normal al estado super-
conductor; esta energia es minima cuando los electrones se aparean
de tal manera que en el espacio reciproco tienen momentum y spin
opuestos: a estos electrones apareados se les llama pares de Coo-
pert. El estado base del sistema esta formado de tal manera que
si el estado de Bloch con momentum Ak v espin | esta ocupado
(desocupado) entonces el estado de Bloch con momentum —hk y
espin | esta también ocupado (desocupado). Las excitaciones ele-
mentales del sistema se crean al romper parcialimente un par de
Cooper, produciendo un estado ocupado en kT v desocupado en
—k | o viceversa.

La transicion de fase del estado normal al estado superconduc-
tor es caracterizada por la aparicion de un pardametro de orden o
potencial de pares cuyo modulo al cuadrado es proporcional a la
densidad de electrones apareados y su fase expresa la correlacion
de largo alcance en el sistema.

Las propiedades de transporte, tales como efecto Josephson, ca-
racteristicas de corriente-voltaje, conductancia diferencial, propie-
dades térmicas. ete, se pueden estudiar a partir del comportamiento
de las excitaciones elementales o cuasiparticulas de un supercon-
ductor. Estas excitaciones son descritas mediante las ecuaciones de
Bogoliubov-de Gennes (BAGE)[2], las que también son apropiadas

'Esto es cierto para el caso en que la corriente en el superconductor sea
cero. Por otra parte no siempre debe ser un estado singlete, por cjemplo en

superconductores tipo p. el estado de espin es triplete.
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para describir superconductores inhomogéneos, es decir supercon-
ductores en los que el parametro de orden varia con la posicion.

Las inhomogeneidades en el potencial de pares o parametro de
orden ocasiona que ademas de las dispersiones usuales electron-
electron y hueco-hueco aparezcan nuevos canales de dispersion, elec-
tron-hueco y hueco-electron las que se conocen como dispersiones
de Andreev[3]. Estas dispersiones han sido utilizadas para el estudio
del efecto Josephson en junturas SNS[4], la dinamica y estructura
de vortices[5, 6], propiedades de transporte en junturas NS (Nor-
mal - Superconductor), NIS (Normal - Aislante - Superconductor),
SSmS (Superconductor - Semiconductor- Superconductor), SIS (Su-
perconductor - Aislante - Superconductor), [7-11].

En la primera seccion explicamos el hamiltoniano efectivo, las
ecuaciones de BAGE y el origen de las dispersiones electrén-hueco.
En la segunda seccién ilustramos estas dispersiones en el caso de
una interfase NS. Por ultimo mostramos que en un superconductor
el potencial de pares ocasiona que las cuasiparticulas se dispersen
mediante la accion de fuerzas que dependen tanto de las variaciones
de su modulo como de su fase.

2. HAMILTONIANO EFECTIVO Y ECUACIONES DE
BOGOLIUBOV DE GENNES

Consideremos el siguiente hamiltoniano que describe un gas de elec-
trones interactuantes

H = Hy+ H,, (1)

Hy= Z/dr\f/j;(r) Ho (1)U (7), (2)

H, = —g '(lr\I/;f(r)\i'j(r)\ff,(r)\fl“(r), (3)
o
H(r) = 571; <p— —A(T))L%—Co(r);;z (4)
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donde \Tl(,('r) es un operador de campo fermionico que destruye un
electron con espin a en la posicion r, A(r) es el potencial vec-
torial debido a la presencia de campos electromagnéticos, Uy(r)
describe cualquier potencial escalar que actie sobre el sistema y
en el que pueden estar incluidos efectos de la red de iones, fron-
teras, impurezas, etc. y p es el potencial quimico. H; representa
la interaccion atractiva neta entre electrones caracterizada por una
constante V > 0.

Para poder resolver el sistema descrito por el hamiltoniano H
de la ecuacion (1), se realiza una aproximacion de campo medio
donde el término que involucra cuatro operadores de campo es re-
emplazado por términos que actian solo sobre una particula a la

vez
V()W (r) Wy (r) U (r) =
(THE) T ) ) By(r) By(r) + T () T} () (B(r) () )
(T y(r) ) U () Ty (r)

~ ~ ~ ~
—( V@ ¥ ) (BT ()
El simbolo ( ) denota promedio estadistico. En esta aproximacion
se han despreciado las fluctuaciones cuadraticas medias del pro-
ducto de dos operadores de campo. Con lo anterior se obtiene el
hamiltoniano efectivo

H = Z /dr vh(r {H,.(r) + U,,,:(r)} W, (r)

+ /dr [@j(rmm@p(m+@;(T)A*(r)®w(r)} +cte (5)

CcO1
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A~

Unp(r)=-V < U (r) \i'[(r)> =-V < \T/.*(r) \I/i(r)> (7)

U p es el potencial usual de Hartree Fock y los operadores que lo
acompanan destruyen y crean un electron conservando el niimero
de particulas. Por otra parte, los términos que acompanan a A(r) o
A*(7) crean o destruyen dos electrones de espin opuesto respectiva-
mente, es decir crean o destruyen pares de Cooper y no conservan
el niimero de particulas, debido a esto llamamos a A(r) potencial

de pares.

=
o
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FIGURA 1. a) Dispersiones electron-clectrén o hueco-hueco debidas al potencial

Uy o Uppe, b) creacion o destruccion de un par de Cooper mediante el potencial

de pares A(r), ¢) la creacion o destruccion de pares de electrones se pueden
tratar como dispersiones hueco-electron o electron-hueco.

Lo anterior también se manifiesta en la ecuacion (6), donde el pro-
medio estadistico se efectiia sobre un sistema con un nimero inde-
terminado de particulas para que A(r) sea diferente de cero. Esta
indeterminacion es debida a que el hamiltoniano efectivo no conmu-
ta con el operador nimero v por lo tanto no conserva el nimero de
particulas. Se puede mostrar [12, 13] que el niimero de particulas del
sistema v la fase del potencial de pares ¢, son variables conjugadas
v por lo tanto cumplen la relacion de indeterminacion

ANAO > 1. (

oo
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Debido a que en el superconductor AN > 0 la fase del sistema se
puede fijar v el estado superconductor es un estado coherente.

El potencial escalar U(r) es representado esquematicamente en
la figura la), dispersando electrones en electrones o huecos en hue-
cos. Por otra parte, el potencial A(7) o A*(7r) es representado en la
figura 1b) creando o destruyendo pares de Cooper respectivamen-
te. En la figura 1c) observamos como la destruccion de un par de
electrones también se puede representar como la destruccion de un
electrén y la creacion de un hueco; similarmente la creacion de dos
electrones se puede tratar como la destruccion de un hueco y la
creacion de un electron. Esto nos permite afirmar que las dispersio-
nes electron-hueco y hueco-electron son debidas a la aparicion del
potencial de pares en el estado superconductor.

El hamiltoniano efectivo al ser cuadratico en sus operadores
puede ser diagonalizado mediante una transformacion de Bogoliu-
bov [2, 7] :

Ui(r) = [ua(r)Fus —v3(r) 3] (9)

Ty(r) = (ua(r)Fu) +vn(r)A,) ] (10)
Of(r) = [uh(m) 3 = valr) Aul] - (11)
O (r) =Y [un(r) 37, + valr) Aur] (12)

n

con V.4 vV 3,1, operadores de destruccion y creacion fermionicos.
Las funciones wu,(r) y v,(r) deben cumplir las ecuaciones de

Bogoliubov de Gennes (BAGE) [2]
tn(T) H.(r) + uyp(r) A(r) un(T)

E, = ) .  L13)
vn(7) Ar(r) —(H (7r) + Upyp(r))

para que las transformaciones (9)-(12) diagonalicen el hamiltoniano
(5). es decir se obtiene finalmente

][vf = EH 4 Z ]fn::,,‘_,, fJn.u . (11)

n.cx
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En estas ecuaciones Ep es la energia del estado base y E, son
las energias de las excitaciones elementales o cuasiparticulas del
sistema, creadas o destruidas por los operadores 7,7, 0 7,.,. Las
energias [, son determinadas por las soluciones de las ecuaciones
de BAGE [9]. Sien (13) A(7) fuese cero se obtendrian dos ecuaciones
desacopladas, una para electrones (u, (7)) con energias £ > 0y otra
para huecos (v, (7)) con energias ' < 0. El efecto del potencial A(r)
es acoplar estas dos ecuaciones (electrones y huecos) de tal manera
que la ecuaciéon (11) describe cuasiparticulas mediante una funciéon
de onda espinorial de dos componentes (electron y hueco)

wn, (7)
‘n - . 15
On(T) . () (15)

Para aclarar el significado de una cuasiparticula del superconductor
examinemos una de las transformaciones inversas de Bogoliubov
para el operador 7, ; que se obtiene de (9) y (12)

~ ~

= [ar [ w4+ B om0

En esta ecuacion podemos observar que el efecto del operador de
destruccion de cuasiparticulas 7, ; es destruir un electréon con espin
T en el estado n. integrando sobre todas las amplitudes de pro-
babilidad u}(7) y destruir® un hueco con espin | en el estado n,
integrando sobre todas las amplitudes de probabilidad v} (7). Fi-
nalmente para examinar atin mas el significado de u, (r) y v,(r) de
las ecuaciones (9) y (12) podemos obtener las siguientes expresiones
para las componentes de la funcién de onda de una cuasiparticu-

la [14]
(O Wi(r) | @,) = un(r), (17)
(@ |TH(r) | @,) = va(r). (18)

con ’(D) un estado de muchos cuerpos del sistema en el cual el
estado n de cuasiparticula esta definitivamente vacio, en } D, > los

21 - > , .
“El efecto de un operador v/ es crear un electrén o destruir un hueco.
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mismos estados de cuasiparticula son ocupados como en ‘(I)> v
adicionalmente el estado de cuasiparticula n esta ocupado.

El elemento de matriz (17) da la amplitud de probabilidad pa-
ra la transicion del estado ‘ <I>,,> al estado ‘ d > sl se remueve un
electron con espin T en el punto r del estado ‘(I),, > por lo tanto
podemos llamar a u,(r) la funcion de onda para la componente de
electron de la cuasiparticula en el estado n.

El elemento de matriz (18) da la amplitud de probabilidad para
la transicion del estado |<I>,1 al estado ‘<I>>. si un electron con
espin | es adicionado en ’ D, > en el punto 7, de este modo podemos
considerar a v,,(7) como la funcion de onda para la componente de
hueco de la cuasiparticula en el estado n.

Reemplazando las transformaciones de Bogoliubov, (9)-(12) en
las ecuaciones (6) y (7), podemos encontrar las relaciones de auto-
consistencia para el potencial de Hartree-Fock y para el p()‘r(‘n( ial
de pares

Unr(r) z—vz |t (r) [* fu + Jua(r) P (1= f)] . (19)

VZU,, vi(r) (1 —2f,), (20)

con f, = f(E,) = (7, 7, ) la funcién de Fermi Dirac, la que nos da
la probabilidad de que un estado de cuasiparticula n este ocupado

a la temperatura 7T

3. REFLEXIONES DE ANDREEV EN JUNTURAS NS

Para ilustrar el efecto del potencial de pares sobre la dispersion
de cuasiparticulas consideremos una juntura NS como muestra la
figura 2, donde el potencial de pares se puede modelar como
A(r) = A(z).

Debido a las variaciones A(z) cuando un electron incide desde la
parte normal (z — —n0) este puede reflejarse como electron o como
hueco. Se puede mostrar que al efectuar una aproximacion similar
a la WKB en las ecuaciones de Bogoliubov de Gennes [15](llamada
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A
(2) A
Uine
Uref
0 T2

F1GURA 2. Un electron incide desde la region normal hacia el superconductor.
En la aproximacion semiclasica el electron es reflejado como hueco.

aproximacion BKJT) las dispersiones electron-hueco se dejan co-
mo unico canal de dispersion y por lo tanto las soluciones de las

ecuaciones de BAGE son de la forma

— (,ik/)-p
5(r)
COIl
“(:) “inC(:)
v(z) Urei (2)
(r+(,i1\,~
‘/;pzl\
y

by = \/A*), + 2mE/R?

k2p = kg — k)

p

(21)

Utrans (: )

0(2)

l"t rans ( Z )

U+F1'S(:)

>

vepsn ) 10 @2
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En la aproximacion BKJT la probabilidad de que el electron inci-
dente se refleje como electron es mucho menor que la probabilidad
de que se refleje como hueco v por lo tanto términos de la forma
e (2) = U_e*+* que describen al electron reflejado no son to-
mados en cuenta. S(z) v B(z) son funciones que se determinan de
las soluciones semiclasicas a partir de las ecuaciones de BdGE. En
general el calculo de Sy B es aproximado v no detallaremos esto
aqui, para el caso en que = — oc¢ los soluciones asintoticas para

“tr;ms(:) \ "tr;m.x(:) 5011

“Irans(")C) =U t (‘/A" s

lvtranﬁ(x) =V " — (

BT = \/A'f,,+2m \WA(X)E/H-) . (241)

La densidad de corriente de probabilidad de cuasiparticulas en di-
reccion z es [16]

Jo=—Im (v — —0"— ] . (25)

De la conservacion del flujo de probabilidad se cumple que J,. =
Jret + Jians de donde se tiene que R+ 1T = 1, siendo Ry T los
coeficientes de reflexion v transmision definidos asi:

‘ ] refl I
‘ ']:4i114-
(26)
o rans
o L

! ']‘.4 e ‘
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De las soluciones asintdticas obtenemos los coeficientes de reflexién
y transmisién

R:

A(oo) :
E+ \/E? — A(c0) ‘ (27)

T=1-R

Para FF < A(oo) obtenemos siempre R = 1, es decir que cuando
la energia del electron incidente es menor que la magnitud del po-
tencial de pares en z — 00, el electrén siempre es reflejado, lo que
es de esperarse ya que la energia del electréon no es suficiente para
formar una excitacion elemental en el superconductor.

4. FUERZAS SOBRE CUASIPARTICULAS

El efecto de un potencial es la aparicion de una fuerza proporcional
a su gradiente, por lo tanto es de esperarse que en un superconduc-
tor inhomogéneo existan fuerzas que dependan del gradiente del
potencial de pares, tanto de su médulo como de su fase. Hofmman
y Kiimmel [17] han encontrado estas fuerzas en una estrategia si-
milar la empleada en el teorema de Ehrenfest y las han calculado
para un paquete gausiano que incide sobre una interfase N-S.

En esta parte es importante introducir las ecuaciones de BAGE
dependientes del tiempo [2, 7] las cuales son

ih~6— (u(r,t)) _ (He(r,t) A(r) ) (u(r,t)) | (28)
ot \w(r,t) A*(r) —Hi(r,t)) \v(r,t)

con
1 _ e 2
Hor)= — (—mv =c A(r)) YU — . (29)
2m c
La fuerza mas general que actiia sobre la cuasiparticula es definida
por
d .
f==(p) . (30)
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donde el valor esperado de momentum para una cuasiparticula
esta definido como

= WU . p.(7,t) 0 ut(r,t)
(P), = (w(r,t), v*(r,1)) ( 0 p,,(TJ)> (v‘(r.f))

—ihV — SA(r,t) 0 i, 8]
= (u*(r,t), v*(r,1)) ¢ & ( ) .
0 —ihV + - A(r, 1) v(r,t)

Usando las ecuaciones de BAGE dependientes del tiempo se obtie-
ne [16]

N e e 0
fo=Ju(rt) [2m (pexB—Bxp(,)-;&A—VU] u(r. t)dr,
(32)
Fr=[v'(r.t) |—(p «B-Bxp,) -2 a+vU| oirt)dr
h lem e ot ’ ’

(33)
far=—2Re [/ u'(r,t) (V] A]) eo(r,t) d"} o (34)

fas= 4%71 /VS Im (u*(r,t)Av(r,t)) dr, (35)

con B =V x Ay vg la velocidad superfluida dada por

h 2e
vg=— | Vo——A| . (36)
2m ch
f. v fh son fuerzas de origen electromagnético que actian sobre
electrones (¢) y huecos (h) y tienen una analogia con la fuerza de
Lorentz, ver por ejemplo [18]. Las otras dos fuerzas fa; v fas
son debidas a las inhomogeneidades del potencial de pares; f, es
debida a las inhomogeneidades del modulo del potencial de pares
y es responsable de las dispersiones de Andreev; en f A, aparecen
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directamente las variaciones de la fase del potencial de pares y de-
pende explicitamente de la llamada velocidad superfluida, la que
es invariante bajo transformaciones de calibracion. Esta fuerza ha
sido utilizada [5, 6] para explicar el movimiento de vortices en el
marco de la teoria Nozieres-Vinen-Warren v se han propuesto ex-
perimentos para su corroboracion en interfaces N-S [17], semejantes
a los realizados por Benistain [19, 20] en los que se han encontrado
evidencias directas de las reflexiones de Andreev.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se realiza una revision de la teoria de Bardeen, Coo-
per v Schrieffer de la superconductividad planteada para sistemas
inhomogéneos haciendo énfasis en la manera como el hamiltonia-
no que describe el sistema superconductor surge de una teoria de
campo medio. Esta aproximacion conduce a la existencia de un po-
tencial de pares autoconsistente que expresa la posibilidad de que
electrones del sistema se condensen para formar pares de Cooper.
Se muestra que este potencial es a la vez el parametro de orden
que surge en la transicion del estado normal al superconductor,
transicion en la cual se rompe la simetria correspondiente a la con-
servacion del mamero de particulas del sistema.

Se hace explicito el hecho de que la condensacion de dos elec-
trones a través del potencial de pares es equivalente a procesos
de dispersion electron-hueco o hueco-electron por ese mismo poten-
cial. Se muestra que las funciones de onda de un electron y un hueco
acopladas por el anterior mecanismo cumplen las ecuaciones de Bo-
eoliubov de Gennes con las que se pueden describir las excitaciones

clementales del sistema.

Finalmente se muestra mediante una estrategia similar a la em-
pleada en el teorema de Ehrenfest, que en los procesos de dispersion
de cuasiparticulas surgen fuerzas sobre éstas debidas a las inhomo-
geneidades del potencial de pares.
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