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Resumen

Se propone un modelo teórico para estudiar la dinámica
de un sistema de dos puntos cuánticos embebidos en una
nanocavidad, los cuales interactúan a través de los acoples
tipo Förster, interacción dipolar y asistencia fonónica. El
modelo incorpora las pérdidas de fotónes, creación y emisión
espontánea de excitónes por medio del formalismo de la
ecuación maestra en la forma de Lindblad. Se encuentra
que la dinámica del sistema es fuertemente influenciada
por las interacciones tipo Förster y fonónica, lo cual
es evidenciado en los elementos diagonales de la matriz
densidad y las relaciones de dispersión del sistema. Se
cuantifica el entrelazamiento del sistema por medio de la
concurrencia y se observa que la interacción Förster favorece
el entrelazamiento en el régimen de alta excitación, contrario
al efecto inducido por la asistencia fonónica que tiende a
reducirlo.
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Abstract

We propose a theoretical model for studying the dynamics
of two-quantum dots system embeded in a nanocavity,
which are coupled by Förster, dipolar interactions and
the phonon assisted cavity feeding. The model takes into
account photons looses, pumping and spontaneous emission
of excitons via the Lindblad master equation formalism.
The dynamics of the system is strongly influenced by the
Förster and phononic interactions, and it is evidenced in the
diagonal elements of the density matrix and the dispersion
relation of the system. The entanglement of the system
is quantified by the concurrence, and it is shown that
the Förster interaction improves the entanglement in high
excitation regime, in contrast to the effect due to the phonon
assisted cavity feeding that tends to reduce it.

Keywords: Entanglement, quantum dots, nanocavity, Förster

interaction, phonon assisted cavity feeding.

Introducción

En los últimos años, muchas investigaciones se han enfocado en el
estudio de la electrodinámica cuántica de nanocavidades y cristales
fotónicos, lo cual ha permitido un mejor entendimiento de la
interacción radiación-materia. Por ejemplo, láseres de un átomo,
bloqueo de fotónes y el efecto Purcell [1–4], todos éstos fenómenos
han sido encontrados en modelos que consideran un sólo punto
cuántico en la cavidad, el cual se acopla a un modo del campo
por medio de la interacción Jaynes-Cummings[5].
Recientes investigaciones han considerado múltiples puntos
cuánticos interactuantes en una nanocavidad con diferentes
enfoques teóricos como el modelo de Dick [3] o interacción
tipo Förster [6], por otro lado propuestas teóricas mas realistas
consideran la interacción punto cuántico-cavidad por medio
de asistencias fonónicas, lo cual ha dado origen a nuevos
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comportamientos, tales como la asimetŕıa respectro a la diferencia
de frecuencia punto cuántico-cavidad, y dinámica fuera de la
resonancia [7–9]. Si bien es cierto que son muchas las investigaciones
realizadas en estos sistemas, no se ha llevado a cabo un estudio de
múltiples puntos cuánticos interactuantes, en donde se involucren
todas las interacciones antes mencionadas. En éste trabajo se
estudia la dinámica del sistema de dos puntos cuánticos incrustados
en una nanocavidad por medio del formalismo de la ecuación
maestra y se considera la interacción dipolar, asistencia fonónica
punto cuántico-cavidad, e intercambio resonante de enerǵıa entre
los puntos cuánticos. En la Sección 1 se presenta el modelo teórico
y las relaciones de dispersión. En la Sección 2 se incluyen los
términos decoherentes, y se estudia la dinámica disipativa mediante
el formalismo de la ecuación maestra, posteriormente, en la Sección
3 se presenta el criterio del entrelazamiento para el sistema bipartito
(entre puntos cuańticos). En la Seccion 4 se presentan los resultados
de la dinámica y entrelazamiento del sistema. Finalmente, se
presentan las conclusiones en la Sección 5.

1. Hamiltoniano del sistema y relaciones de dispersión

Consideremos un sistema compuesto por dos puntos cuánticos
embebidos en una nanocavidad, los cuales se encuentran acoplados
por medio de interacción tipo Förster, Jaynes-Cummings y
asistencia fonónica decoherente entre un punto cuántico y la
cavidad. En la Fig. 1 se muestra el diagrama del sistem f́ısico a
considerar, con sus respectivos mecanismos de pérdida y bombeo
del sistema QD-nanocavidad (QD en inglés quantum dot).

En la aproximación de onda rotante el Hamiltoniano del sistema se
escribe como (se ha tomado ~ = 1)

Ĥ = ωâ†â+ ω1σ̂
†
1σ̂1 + ω2σ̂

†
2σ̂2 + g1(â†σ̂1 + âσ̂†1) (1)

+ g2(â†σ̂2 + âσ̂†2) + Γ(σ̂†1σ̂2 + σ̂1σ̂
†
2)

donde σ̂† = |X〉〈G| y σ̂ = |G〉〈X| son los operadores
excitónicos para cada uno de los puntos cuánticos. â† (â) es el
operador bosónico de creación (destrucción), que genera estados
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Figura 1. Esquema representativo del sistema nanocavidad-puntos cuánticos.

fotónicos en la cavidad. Las frecuencias propias del sistema son
ω1, ω2 y ω, y corresponden a los dos puntos cuánticos y la
cavidad. Adicionalmente, los términos g1 y g2 corresponden a las
interacciones dipolares tipo Jaynes-Cummings átomo-campo y Γ
corresponde a la interacción Förster átomo-átomo. El Hamiltoniano
Eq. (1) puede ser escrito en la base de estados desnudos {|G〉, |X〉}⊗
{|G〉, |X〉} ⊗ {|n〉}∞n=0, como una matriz diagonal por bloques. El
término matricial correspondiente al n − esimo bloque, es decir,
variedad de excitación n es:

Ĥ(n) =


nω g1

√
n g2

√
n 0

g1
√
n ω1 + (n− 1)ω Γ g2

√
n− 1

g2
√
n Γ ω2 + (n− 1)ω g1

√
n− 1

0 g2
√
n− 1 g1

√
n− 1 ω1 + ω2 + (n− 2)ω

 , (2)

junto con el conjunto de estados {|G,G, n〉 , |G,X, n− 1〉 , |X,G, n− 1〉 ,
|X,X, n− 2〉}. Para el caso g1 = g2, ω1 = ω2 = ω + ∆, ω = 0 se
obtienen las autoenerǵıas asociadas a cada variedad de excitación
del sistema. En la Fig. 2 se muestran las autoenerǵıas del sistema
versus la frecuencia del punto cuántico. En el panel (a) se
considera variedad de excitación n = 1. Sin la interacción tipo
Förster se evidencian los anticruces entre dos de las autoenerǵıas.
El máximo acercamiento se presenta en resonancia ∆ = 0. Cuando
la interacción Förster es diferente de cero, y el sistema se encuentra
lejos de la resonancia, la distancia entre los autovalores de mayor
y menor enerǵıa aumenta. Además se presenta un solapamiento
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Figura 2. Relación de dispersión en función de la frecuencia. Los parámetros
del sistema son ω = 0, g = 1meV . Panel (a) variedad de excitación n = 1.

Panel (b) variedad de excitación n = 2.

entre las autoenerǵıas mas bajas para un valor ∆ = 0, cuando
Γ = g ó para ∆ < 0 cuando se tiene Γ < g.

En el panel (b) se considera variedad de excitación n = 2. Sin
la interacción tipo Förster se mantiene el anticruce en dos de las
autoenerǵıas y se presenta un cruce entre los otros dos autovalores.
Por otro lado, cuando se considera interacción QD-QD, se encuentra
que el acople Förster entre puntos cuánticos induce un cambio en
el comportamiento de los autoestados polaritónicos. Para valores
pequeños de Γ los dos autovalores que presentaban un cruce tienden
a solaparse (para ∆ > 0). Para valores altos de Γ, se recupera el
cruce entre las autoenerǵıas mas bajas.

2. Ecuación maestra

Se modela el sistema QD-QD-Cavidad como un sistema cuántico
abierto por medio de la ecuación maestra en la forma de Lindblad,
considerando los reservorios Markovianos correspondientes a la
pérdida o ganancia de excitónes del entorno, pérdida de fotónes,
y en particular se considera asistencia fonónica a la cavidad, que
posibilita el intercambio decoherente de estados punto-cuántico
cavidad a través de la emisión u absorción de fonónes. El
término Hamiltoniano bajo aproximación de onda rotante es Ĥθ =∑

j gθ(b̂
†
j âσ̂

†+ b̂j â
†σ̂), donde b̂†j (b̂j) corresponde a los operadores de

creación (destrucción) del entorno. La ecuación maestra del sistema
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Figura 3. Torre de estados del sistema QD-QD-Cavidad. g1 y g2 son las
interacciones Jaynes-Cummings entre cada QD y la cavidad, Γ la interacción
Förster, γ y P corresponden a la creación o recombinación de estados
excitónicos del QD1, κ representa la disipación de fotónes y γθ, Pθ los bombeos

fonónicos.

toma la forma,

dρ̂

dt
= ı̇[ρ̂, Ĥ] +

κ

2
L(â) +

γ̂

2
L(σ̂) +

P

2
L(σ̂†) +

γθ
2
L(âσ̂†) +

Pθ
2
L(â†σ̂), (3)

donde los términos Lindbladianos γ, κ, P , γθ, Pθ corresponden a
la disipación del primer punto cuántico, pérdida de fotónes de la
cavidad, bombeo de excitónes al primer punto cuántico, asistencia
fonónica al primer punto cuántico y a la cavidad, respectivamente.
El super-operador de Lindblad L viene dado por: L(Ô) = 2Ôρ̂Ô†−
Ô†Ôρ̂ − ρ̂Ô†Ô. La torre de estados del sistema se muestra en la
Fig. 3, donde se identifican las interacciones y estados del sistema.

3. Matriz densidad reducida y medida del
entrelazamiento por medio de la concurrencia

La matriz densidad reducida del sistema QD-QD se define como

ρ̂α,β,α′ ,β′ =
∑
m

〈
m
∣∣ρ̂α,β,m,α′ ,β′ ,m

∣∣m〉 , (4)

donde los ı́ndices griegos indican los estados excitónicos. El
entrelazamiento del sistema bipartito correspondiente a los dos
qubits (QDs) se cuantifica por medio de la concurrencia. Siguiendo
a Wooters [10], se establece que C(ρ̂AB) = max{0, λ4 − λ3 − λ2 −



32 Santiago E. Arteaga, et al.

λ1}, donde λ son los autovalores de la matriz ρ̂ABρ̂ABF en orden
decreciente, y ρ̂ABF = (σ̂1

y ⊗ σ̂2
y)ρ̂
∗AB(σ̂1

y ⊗ σ̂2
y), donde ρ̂∗AB es la

matriz conjugada de ρ̂AB. Los operadores σ̂y corresponden a las
matrices de Pauli.

4. Resultados y discusión

4.1. Poblaciones de la matriz densidad

En la Fig. 4 panel (a), se muestra el comportamiento de las 20
primeras poblaciones para el régimen de alta excitación, con los
valores de los parámetros fijados en: g1 = 1meV , ω = 1000meV ,
ω1 = ω2 = 995meV , g2 = 2meV , Γ = 5,0meV , Pθ = 2,5meV ,
γθ = 2,5meV , γ = 0,1meV , P = 15,0meV , κ = 0,1meV . Se
observa que sin interacción Förster ni asistencia fonónica, surgen
dos regiones correspondientes a los estados base (menos intensos)
y excitados (menores tiempos) de los puntos cuánticos. En el
panel (b) se incluye la interacción tipo Förster y se observa
que la región correspondiente al estado base se conserva por
mayor tiempo, debido a la dinámica entre los QDs. El panel (c)
incluye la interacción fonónica y se observa que la dinámica de las
poblaciones se amplifica durante tiempos cortos, pero se aumenta
significativamente el decaimiento de las mismas. En el panel (d)
se elimina la interacción dipolar QD1-Cavidad y la interacción
Förster entre los dos QDs. Se recupera la dinámica presentada
en el panel (c), lo cual indica que la asistencia fonónica es la
responsable de mediar la interacción entre los QDs, sin necesidad
de las interacciones dipolar o Förster.

4.2. Cuantificación del Entrelazamiento

En la Fig. 5 panel (a), se muestra la concurrencia como función del
tiempo (Ver sección 3), donde se observa que en el régimen de baja
excitación el mecanismo de acople entre los QDs es la interacción
con la cavidad, por lo tanto el mayor entrelazamiento se encuentra
cuando Γ = γθ = Pθ = 0. En el panel (b), se observa que en
el régimen de alta excitación el acople entre los QDs es mediado
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Figura 4. Evolución temporal de las poblaciones en régimen de alta excitación
con ω = 1000meV , ω1 = ω2 = 995meV , g2 = 2meV , γ = 0,1meV , P =
15,0meV , κ = 0,1meV . Panel (a), Γ = γθ = Pθ = 0, g1 = 1meV . Panel (b),
γθ = Pθ = 0, Γ = 5,0meV , g1 = 1meV . Panel (c) Γ = 5,0meV , γθ = 2,5meV ,
Pθ = 2,5meV , g1 = 1meV . En el panel (d) Γ = g1 = 0, γθ = 2,5meV ,

Pθ = 2,5meV .

por la interacción Förster, y en forma decoherente a través de la
asistencia fonónica.

5. Conclusiones

En las relaciones de dispersión del sistema, se encuentra que la
interacción Förster modifica el comportamiento de los autoestados
del sistema, favoreciendo el anticruce entre las autoenerǵıas
mas bajas. La asistencia fonónica es el principal mecanismo de
interacción entre los QDs, y permite ligar los puntos cuánticos sin
necesidad de interacción dipolar o Förster. En el régimen de baja
excitación la interacción Förster reduce el entrelazamiento, y en el
régimen de alta excitación el entrelazamiento es máximo cuando se
considera interacción Förster y se elimina la asistencia fonónica.
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Figura 5. Concurrencia en función del tiempo, con estado inicial ρG0G0, para
(a) Régimen de baja excitación, g1 = 1meV , ω = 1000meV , ω1 = ω2 =
995meV , g2 = 2meV , γ = 0,1meV , P = 1,0meV , κ = 0,5meV . (b) Régimen
de alta excitación, g1 = 1meV , ω = 1000meV , ω1 = ω2 = 995meV , g2 =
2meV , Γ = 5,0meV , Pθ = 2,5meV , γθ = 2,5meV , γ = 0,1meV , P = 15,0meV ,

κ = 0,1meV .
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