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Resumen

En este trabajo presentamos un estudio del régimen no
lineal para una microcavidad semiconductora que contiene
un punto cuantico. Nosotros caracterizamos el régimen no
lineal de este sistema a través de la dindmica de los valores
esperados de operadores usando la aproximacion de campo
medio en la imagen de Heisenberg. También presentamos
cuantificadores cldsicos de caos tales como: exponentes de
Lyapunov, secciones de Poincaré y diagramas de bifurcacion
en este sistema.

Palabras clave: Caos, microcavidad, punto cudntico, Exponente de
Lyapunov

Abstract

In this work we present a study on the nonlinear
behavior of a semiconducting microcavity containing a
single Quantum-Dot. We characterize the nonlinear regime
of this system through the dynamics of mean values of
operators by using the mean field approximation in the
Heisenberg picture. We also present classical quantifiers of
chaos such as: Lyapunov exponents, Poincare sections and
bifurcation diagrams in this system.
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Introduccién

En las udltimas décadas, el estudio de las propiedades opticas de
sistemas semiconductores, por medio de la dinamica no lineal
se ha convertido en un creciente campo de estudio en la Fisica
tanto tedrica como experimental, gracias a la aplicabilidad de estos
sistemas en el campo de los dispositivos opto-electrénicos.

El acoplamiento entre la luz y la materia en sistemas
semiconductores como los puntos cudnticos, genera efectos
cuanticos y no-linealidades en el sistema, como el cambio de las
propiedades cuantico-estadisticas de la la luz emitida, y fenémenos
de biestabilidad [I] y multiestabilidad. Esto hace, de la teoria de los
sistemas dinamicos una herramienta esencial, para la descripcion de
este tipo de fendmenos, puesto que estrategias como el formalismo
de la ecuacién maestra, no permiten dilucidar estos efectos, debido
al caracter lineal de la teoria.

En sistemas reales, tales como los utilizados en el laboratorio,
la presencia continua de entes forzantes, como el ruido
electromagnético, generan efectos considerables sobre la medicién
de este tipo sistemas. Ejemplos de tales resultados obtenidos
por medio de perturbaciones externas incluyen: control del caos,
resonancia estocastica [2) 3], dindmica cadtica extrana, entre otras.
Esto nos lleva a explorar como la dinamica de estos sistemas
depende de su espacio de parametros en regimenes no lineales.

Modelo Teérico

Nosotros estudiamos un punto cuantico ubicado dentro de una
microcavidad semiconductora (Fig. [I]). Este se encuentra localizado
en la posicién donde el campo electromagnético es maximo dentro
de la microcavidad. Nuestro sistema se encuentra inicialmente en
el estado base y evoluciona hasta encontrar el estado estacionario.
Para describir la evolucion temporal de este sistema, consideramos
el hamiltoniano de Jaynes-Cumming [4]:

H = hwaa'a + hwso'lo + hg(a'o + ofa) (1)

En este, los dos primeros términos corresponden a la energia
propia de la microcavidad y la energia propia del excitén, y el
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ultimo término representa la interaccion entre la cavidad y el
punto cuantico.

F1GUrA 1. Esquema del sistema fisico

En la busqueda de regiones del espacio de parametros del sistema
en donde se exhiba el comportamiento no lineal, consideramos
un bombeo coherente producido por un campo eléctrico externo
[5], actuando como un ente forzante. Este término es incluido en
el sistema de forma cldsica como una estrategia para estudiar la
dependencia del sistema a fluctuaciones periédicas en el tiempo.
Matemaéaticamente este bombeo lo escribimos como

€(t) = ¢(1 4 fcos(Q2t))

Donde f es el parametro de amplitud del campo y €2 su frecuencia
de oscilacion.

En la aproximacion de campo medio, se considera que dos
operadores poseen minima correlacion

(AB) = (A)(B)
Es decir, que el valor esperado de un producto de operadores
puede ser factorizado como el producto de sus valores esperados.
Usando este hecho, en la imagen de Heisenberg podemos escribir la
evolucién temporal de los valores esperados de los operadores a, af,
o v ol de nuestro sistema por medio del siguiente sistema dindmico
no-auténomo [6]:

d{a) _ . K ,
5 = €(t) —iglo) = S{a) — iwa(a) (2a)

EIL — —itonlo) + igla) - 2igla) (o) (o) = 2(o)  (2b)
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CL-r K

dil7'> = €(t) +ig(ot) — §(aT> + iwg (a’) (2c)
O'T

AT — i (o) — igla') + 20gla (o) (o) ~ 200y (20

Donde 7 es un tiempo adimensional normalizado como: 7 = t/7..
v v Kk son los canales de disipacion adimensionales agregados de
forma fenomenoldgica al sistema del excitén y de los fotones en la
cavidad

Y = YexcTe T = VphTe
y ¢ es la constante de interaccion entre la cavidad y el
punto-cuantico.
Para obtener el sistema de ecuaciones diferenciales que rigen
la dinamica del sistema fisico en la aproximacién de campo
medio, es necesario tener especial cuidado con la estadistica que
siguen las particulas involucradas en el sistema, para obtener una
correcta descripcion fisica del problema. En nuestro caso los fotones
y los excitones siguen las estadisticas bosénicas y fermiodnicas,
respectivamente:

[a,a'] =1 {o,0'} =1
Para integrar numéricamente el sistema de ecuaciones [2],
separamos la parte real e imaginaria de este sistema, obteniendo
un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas con
valores reales:

Wohe 501+ feos() + wala): + 9(o) — {a), (30)

WO — o — ol + 20(a)l0)? + 20(a)(o)? — L), (30)

d(a); K

g = ~wala)r = glo)r — S(a)i (3¢)

WO o)+ gta), — 2010}, (0)2 — 20(a) (00}~ Lo (3
% = (3e)

Con la restriccion A = Q.
Debido a la alta dimensionalidad que posee el sistema dinamico, y
el hecho de ser no-auténomo, es complejo realizar un analisis de tipo
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analitico. Asi, una estrategia mas sencilla para abordar el problema
es el uso de técnicas numéricas.
En la Integraciéon numérica de este sistema utilizamos el método
Runge-Kutta de orden cuatro con un tamano de paso temporal
At = 27 /5000. Aplicando este método en su versién para sistemas
acoplados encontramos la evolucién temporal de las partes real e
imaginaria de los valores medios de los operadores a y o. Una vez
integradas las ecuaciones que describen la dindmica de los valores
medios, construimos nuestro espacio de fase con las intensidades I,
e I, definidas como:
I, = (o"){o) = (o) +
+

I, = (a'){a) = (a);

Estas intensidades son respectivamente el nimero medio de
excitones y el nimero medio de fotones en la cavidad.

Exponentes de Lyapunov

Una de las caracteristicas importantes presentes en un sistema
dinamico cadtico, es la denominada sensibilidad a las condiciones
iniciales. En donde érbitas que evolucionan desde una vecindad del
espacio de fase se separan exponencialmente rapido luego de un
tiempo caracteristico llamado tiempo horizontal.

initial conditions

FiGUrA 2. Esquema de la divergencia de drbitas infinitesimalmente cercanas
en el espacio de fase

Mateméticamente este hecho se expresa como [7, [§]:

0] = |00]e™
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Donde g es la separaciéon infinitesimal inicial entre dos érbitas =*
y zf, 6, es la separacién existente entre las dos drbitas luego de
haber transcurrido un tiempo t = nAt, y A es el mayor exponente
de Lyapunov.

Cuando el sistema de interés es un flujo (sistema de ecuaciones
diferenciales) en el espacio de fase, es importante conocer como es
el crecimiento exponencial en cada una de las direcciones principales
del sistema, por lo cual existe un exponente de Lyapunov asociado a
cada direccion principal. A este conjunto de cantidades se le conoce
como espectro de Lyapunov y tiene como caracteristica que dichas
cantidades estan ordenadas.

AM>X>.>N> 0>\,

Resultados y discusion

En nuestro andlisis consideramos la dependencia que tiene el
comportamiento dinamico del sistema en funcién del parametro
de amplitud del campo f. Asi, definimos el restante espacio de
parametros fijo de la siguiente manera: 2 = 1.01eV, ¢ = 0.695eV,
g =0.1965eV, k = 0.07eV, v = 0.009¢V, w, = 1.0V, y w, = 1.1eV

Periodicidad

El primer caso a considerar es la denominada region periddica. La
figura [3| muestra la evolucién temporal de las intensidades I, e I,
también se muestran el mayor y el menor exponente de Lyapunov.
Dado que ambos exponentes de Lyapunov son negativos, en esta
region del espacio de parametros la solucion del sistema tiene
comportamiento periédico, esto también lo confirma la respectiva
seccién de Poincaré, figura[dl En esta, se muestra el cruce del flujo
en el espacio de fase a través de un plano ubicado en R{a} = 0,
dicho cruce presenta una conglomeracion de puntos en dos regiones
muy pequenas de la seccion, lo que indica la existencia de una orbita
de periodo 2.

Cuasi-periodicidad

Otro de los regimenes observados en el sistema, es el cuasi-periddico.
En este la solucién es una mezcla de movimientos periddicos de
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FicUurA 3. Ewvolucidn temporal del nimero medio de fotones y excitones para
f =0.701. En la parte derecha el mayor A\ y menor Ay exponente de Lyapunov.
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del sistema fisico en esta region es mostrado en la figura 5]

El mayor exponente de Lyapunov en esta regién (f € [0.0,0.293))
es cero, lo que indica que en una de las direcciones principales
del sistema no se presenta convergencia ni divergencia exponencial
en la evolucién temporal. La secciéon de Poincaré en la region

cuasi-periédica es mostrada en la figura [6]
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Caos

La tultima regién a discutir es la cadtica. Nuestros experimentos
numeéricos nos llevaron a encontrar una regiéon donde los exponentes
de Lyapunov (mayor y menor) poseen respectivamente valores
positivos y negativos, lo cual implica que existe divergencia
entre orbitas vecinas del espacio de fase. La regién del espacio
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de parametros en donde ocurre tal comportamiento es f €
[0.294, 0.304]. La evolucién temporal del sistema es mostrada en
la figura [7]
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F1GURA 7. Evolucion temporal del nimero medio de fotones y excitones para
f=10.301

La seccién de Poincaré en este régimen sufre multiples cruces,
lo cual resulta en una regién dispersa sobre el espacio de fase
del sistema (Fig. [0). La evolucién del sistema carece de una
periodicidad y un estado estacionario definido.

Para finalmente obtener informacion completa del espacio de
parametros del sistema y completar los requisitos para catalogar
el sistema como cadtico, mostramos el diagrama de bifurcaciones
del sistema (Fig. . En donde vemos que existe una dependencia
de la dinamica del sistema a cambios sobre el espacio de parametros.
La ruta al caos en este sistema no es la usual, es decir, no se
presenta como una cascada de doblamiento de periodo, sino inicia
con un régimen cuasi-periédico, luego cadtico y al final una solucion
periodica.

Conclusiones

Analizamos los distintos tipos de comportamiento dinamico
presentes en el sistema de un punto cuantico dentro de una
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Espectro de Lyapunov
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F1GURA 9. Seccién de Poincaré del sistema en el régimen cadtico f = 0.301

microcavidad semiconductora, modelado a través del hamiltoniano
de Jaynes-Cummings bajo la accién de un forzamiento externo
y rangos de disipacion, usando la aproximacién de campo medio
y la teoria de los sistemas dindmicos. Encontramos una regién
del espacio de pardmetros del sistema en donde la dinamica es
cadtica. Ademéas, mostramos que existe dependencia de la dinamica
al espacio de pardmetros del sistema. Otros comportamientos como
periodicidad y cuasi-periodicidad, también se encuentran en este
sistema.
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Max Ref{a}

F1GURrA 10. Diagrama de bifurcaciones del sistema.
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