Jestis Hernando Pérez*

DIALECTICA Y MATEMATICAS

El deber de todo prisionero es escapar.
Michael Foucault

unque resulte por ahora prematuro presentar puntos de vista

A definitivos o de gran proyeccion, sobre la compleja relacion entre
dialéctica y matemdticas, conviene sin embargo, adelantar algunas

opiniones como las que aparecen aqui, para ayudar a comprender de una manera b
nueva, la naturaleza del método dialéctico, utilizando para ello elementos que Fidt
provienen de las matemdticas contempordneas. Hay aqui un gran wvacio, ]

ety Doass N GUa ) Al tne s Aoy :
e
oy .‘A'V. c z‘ )
[} H \* p .:n'

patrocinado en buena parte por los principales especialistas quienes o bien, ¥:gm
encuentran un divorcio muy grande entre estos dos dmbitos o sino, entienden la P13
relacion de una manera muy elemental y superficial, manejando ejemplos que por E#é}

su gran trivialidad no ofrecen ningun tipo deaporte ynovan misalld del mds contra Bp&

el menos o de la derivada contra la integral. Los desarrollos matemdticos de los B4,
tltimos afios, ofrecen posibilidades que estdn muy lejos de haber sido explotadas B '

plenamente y que resultan especialmente fértiles, como trataremos de insinuarloen P
este ensayo. El caso por ejemplo del concepto logico de consistencia mutua de teorias B

al cual nos referiremos mds adelante permitird resolver o superar, la falsa ruptura PR

entre la representacion matemdtica pura, de suyo fuera del espacio y del tiempo y

la realidad del movimiento que parece no existir en las teorias matematicas tomadas kil

aisladamente. Esta confusion, se encuentra en la base de los principales errores que §

se cometen acerca de la naturaleza del pensamiento matemdtico que para muchos §
no es mds que garabatologia simple. La consistencia mutua de teorias, es una de las BJ{<

formas bdsicas que toma la dialéctica en la representacion matemdtica y el g4

despliegue de esta idea, generard en el proximo futuro, nuevas luces sobre el método '3
dialéctico como muy bien lo ha serialado el ldgico matemdtico y fildsofo Biisi
norteamericano William Lawvere. Esperamos que mentes jovenes con mucha b

energia se vuelquen sobre este tema de grandes posibilidades y sobre otros como la B

Teoria de la Bifurcacién, la Teorfa de Fractales que permanecen, Ei%

desafortunadamente todavia, inexplorados por la Filosofia.

En este ensayo, abordaremos tinicamente tres temas, en nimero suficiente para dar
una idea, asi sea muy somera de las posibilidades de la relacion entre la dialéctica
y las matemdticas: la consistencia mutua de teorias, la Teoria de Catdstrofes que
forma parte de la Teoria de la Bifurcacion y la dialéctica formal entre deduccion e
induccion.

*Jesiis Hernando Pérez, Matemdtico.
Profesor Asociado de la Universidad
Nacional de Colombia.
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LA CONSISTENCIA MUTUA DE TEORIAS

Lalégica, tanantigua como la humanidad, consolid6 su
lugar en la cultura gracias en lo fundamental, al
descubrimiento del sin-sentido y delainconsistenciaen
la representacién lingiifstica. Son muy conocidos los
ejemplos a este respecto, como el que aparece cuando
un maestro explica a sus atonitos alumnos el concepto
de niimero fraccionario empleando bananos o naranjas:
medio banano es un sin-sentido, pues una vez que se
divide unbanano en dos partes iguales, este desaparece
y la expresién “medio banano” no se sabe ya a qué se
refiere. Menos ingenuos son los ejemplos
popularizados por Bertrand Russell el més conocido de
los cuales, es bdsico para entender la crisis de los
fundamentos de las mateméticas que se vivi al
finalizar el siglo pasado e iniciando el presente y como
consecuencia de la cual, se colocaron unos cuantos
pilares del pensamiento contemporineo.
Presentaremos en las pr6ximas lineas un resumen de
este ejemplo, ampliamente conocido como la paradoja
de Russell, en homenaje a quien la descubrid.

Para no alejarnos mucho, partamos del proceso
reduccionista de las teorias matematicas que se di6
finalizando el siglo pasado e iniciando el presente y
culminé con la obra de Gottlob Frege y del propio
Russell, quienes lograron formular la Teoria de los
Numeros Naturales en términos de conceptos
conjuntistas. Aparece entonces la Teoria de Conjuntos
como la teoria bdsica y fundamental delas matematicas,
dentro de la cual se formulan todas las demas. En
realidad, selleg6 alo siguiente:sila Teoria de Conjuntos
es consistente, a saber, no implica contradicciones,
entonces, ninguna teoria matematica es contradictoria
con lo cual, el problema de garantizar la consistencia de
las matemdticas se redujo al de una sola teoria: la de los
conjuntos. Este formidable resultado, tropezé en
primera instancia con una terrible realidad: la Teoria de
Conjuntos parecia ser contradictoria y con ello, todo el
edificio matematico. En efecto, le decia Russell a Frege,
colocandolo al borde del suicidio, hay conjuntos que no
se pertenecen a s mismos como elementos y otros que
sf. Para el primer caso, el de las cucharas que eviden-
temente no es una cuchara y para el segundo el de las
cosas que no son cucharas quea todas luces, tampoco es
una cuchara; ahora bien prosigue Russell, si formamos
el conjunto X de todos los conjuntos que no se
pertenecen a si mismos como elementos es decir:
R=1{x/xd x

llegaremos a la siguiente contradiccion: si R € R
entonces X satisface la condicion para sus elementos y

por lo tanto, R ¢ R; reciprocamente, si k& R entonces R
no cumple la propiedad de sus elementos y en

consecuencia, R € R. Total, R Rsi y solamente si R R
y todo lo anterior en espafiol gramaticalmente correcto.

El escdndalo que produjo semejante hallazgo no tiene
nombre: las reacciones fueron muy diversas, como
aquella de un famoso intuicionista que se apresuré a
manifestar la importancia de la Légica Clésica y de la
Teorfa de Conjuntos: produce contradicciones. En lo
inmediato, se generaron tres grandes escuelas de
Filosoffa de las Matemidticas, inspirada cada una en
alguna tradicion: El logicismo, El Intuicionismo y El
Formalismo. No es del caso profundizar aquf en estas
filosofias, nos interesa solamente seguir un poco la
serena argumentaciénde Russell, quien muy finamente
apunt6 a la necesidad de pulir el lenguaje natural para
lograr representaciones con sentido y consistentes,
creando con ello, una nueva escuela del pensamiento
filos6fico: el positivismo 16gico. Para seguir al pie dela
letra el razonamiento de Rusell, tomemos ahora el
siguiente ejemplo muy antiguo: el cretense afirma:
“todo lo que afirmo es falso” y pregunta; jesto dltimo es
verdadero o falso?. El resultado es igual al de la
paradoja de Russell, a saber, p es verdadera si y
solamentesi p es falsa y una vez mds, no se ha cometido
ningin error gramatical. Pero, lo que hay aqui, es una
mezcla de niveles o de tipos 16gicos, que se produce
muy naturalmente sin violar las reglas gramaticales, en
toda representacién en lenguaje comun. La 1dltima
afirmacion del cretense, se refiere a otras diferentes y
pertenece entonces a un nivel 16gico nuevo, distinto al
de éstas y porlo tanto, si tenemos cuidado y tratamoslos




diversos tipos 16gicos cada uno a su manera, desaparecera la contradiccién
pequivalente ano p. La dltima afirmacién del cretense es de segundo nivel
(o segundo orden) y no pertenece a las otras de primer nivel (o primer
orden) que son su referencia. Ellugar de la Légica en definitiva, no estd en
el lenguaje comiin; pero claro, todo esto nos lodtjo el propio lenguaje comiin
muy dialécticamente.

Hay que salirse entonces dellenguaje natural, de la mera comprensién, para
llegar a la explicacion; por ello, el simbolismo de las teorfas matemadticas no

es artificial, es una necesidad y hoy en dfa, siguiendo la idea bésica de
=4 Russell, se hacen distinciones como, lenguajes de primer orden o primer

nivel, de segundo orden o segundo nivel, etc. Y asf, la representacién16gica,
d esdecir, consentido y consistente se da en los llamados lenguajes formales,
8 en lo que llamaremos ahora representacion formal.

Sin embargo, la pregunta principal es ahora la siguiente: Si representamos

X 4 la Teoria de Conjuntos en un lenguaje formal adecuado; ges posible

| asegurar que ella no implicard una contradiccion? Porque una cosa es
descubrir que la representacién en lenguaje comin produce
contradicciones y comprender la necesidad de una representacién
diferente y otra cosa muy distinta, el que esta nueva representacién
garantice lo que los lenguajes naturales no pueden. Tan descomunal e
importante problema, fue abordado por el 16gico austriaco Kurt Godel
alrededor de los afios 30 logrando resultados espectaculares: Godel
demostr6 que ninguna representacion formal de la teoria de Conjuntos
(que incluye la aritmética) puede garantizar tal cosa.

LY entonces en qué quedamos? En algo maravilloso, a saber, 1a consistencia,
concepto fundamental de la Légica, no es absoluta; es inevitablemente
relativa y necesita de un “afuera”. Hemos llegado asi a nuestro punto
fundamental, porque el meollo de la dialéctica en la representaciéon
matemadtica es el siguiente: ;cudl es en la representacién formal el afuera de
la Teoria de Conjuntos? Porque, un afuera inmediato para esta teoria
formalmente representada es como lo argument6 muy bien Alfred Tarski,
la misma Teoria de Conjuntos representada en lenguaje comiin aunque con
ciertos pulimientos16gicos delalengua, lugar dedondesali6 al finyal cabo
la formalizacién; pero, esta manera de ver aunque correcta y

correspondiente con la practica matemética de todas las épocas, noda en el
blanco y por ello, la esquizofrenia de algunos antimodernos que han
embestido contra la representacién formal, acusandola de garabatologia
metafisica por puro desconocimiento de los hallazgos més recientes de la
Logica. No se comprende en este caso, que la salida de la representacion
formal, el escape, consiste en meterse muy profundamente en ella para
fabricar desde dentro una nueva; porque,un prisionero no puede fugarse
sino es ccnociendo muy bien su propia cércel y cuando sale, montara sus
propias rejas a su alrededor, con el resultado de cambiar un sistema formal
por otro; ésta es la clave para comprender el pensamiento contemporaneo
y superar el interminable debate entre modernos y posmodernos. Veamos
pues, cudl es el afuera formal de 1a Teoria de Conjuntos.

Algo que no hemos mencionado explicitamente, es que la Teoria de
Conjuntos tienesu propialdgicay estaamarradaaella; porlotanto,lasalida
se producird cambiando la manera de razonar, cosa que venian solicitando
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los intuicionistas de todas las
épocas desde los sofistas en
adelante. La puja en torno al tercero
excluido, vale decir, por si serazona
0 no constructivamente, corres-
ponde a la pugna entre dos l6gicas
diferentes: la analitica que
hablando en términos meramente
proporcionales acepta el principio
“p 6 no ¢’ y la sintética que lo niega
y no acepta nada que no venga
acompafiado de una construccién.

La Teoria de Conjuntos analf-
ticamente razonada, es la que todos
conocemos; pero, existe también
aquella en la cual se argumenta
sintéticamente; la primera, es la
cantoriana que todos aprendemos
en el colegio y la segunda, la
broweriana (en homenaje a L.EJ.
Brower, padre del intuicionismo
contemporaneo). Estas dos teorias
son muy diferentes y asilo muestra
por ejemplo la manera como
aparecen los sistemas numéricos en
la una o en la otra; a saber, como
estructuras granulares o atémicas
en la analitica y como estructuras
energéticas o fluidas en la sintética.

Ahora bien, cada una de estas
l6gicas, por el momento es el afuera
de la otra porque como un Jano,
satisfacen la siguiente propiedad de
consistencia mutua, uno de los
descubrimientos mas importantes
de la ldgica contemporanea: las dos
teorias de conjuntos son diferentes,
ninguna de ellas puede dar cuenta
de su propia consistencia; pero, si se
supone que una es consistente se
demuestra entonces que la otra
también. Esto transforma de una
manera radical la naturaleza del
pensamiento matematico; que
como muy bien lo sefalara Morris
Kline, perdi6 toda certeza, ganando
a cambio un delicioso sabor
dialéctico y saliéndose del imperio
de la consistencia, entr6 en el flujo
de la consistencia mutua, clave
namero uno para entender el
movimiento en la representacion
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matematica. La llamada circel de la
analiticidad si es que consiste en
algo, genera inmanentemente la
nueva prisién de la sinteticidad y si
esta ultima ronda por ahi, lleva por
dentro su negacién lo cual explica el
interminable fluir de unlado parael
otro de la representacién
matemadtica como nos lo muestra
tan claramente la historia: el
pitagorismo primero, luego el
constructivismo de los sofistas con
el programa dela reglay el compés,
mas tarde el platonismo, seguido
del programa sintético de Euclides
que se convierte més luego en el
fisicalismo arquimediano del cual
se sale con el dlgebra de Diofanto y
de los antiguos drabes; para abrirle
caminoalaanaliticidad cartesianay
newtoniana ala que se contraponen
Leibniz y Euler y asi sucesivamente
sin descanso.

Especulando un poco, podriamos
decir que las grandes represen-
taciones que se oponen dialéc-
ticamente a la manera de
Parménides y Heréclito tal vez no
consisten; pero, con toda seguridad
consisten mutuamente como Janos:
una cara no muestra gran cosa pero
dos, una detrds de la otra
contrapuestas exactamente, ad-
quieren armonia y se ven o
permiten ver. Elazar ylanecesidad,
para mencionar un caso concreto,
como lo insindan Jacques Monod e
Ilya Prigogine; ;no serdn, como
representaciones mutuamente
consistentes?. Este interrogante y
otros parecidos, muestran una ruta
inexplorada.

Un comentario final para terminar
esta parte: La consistencia mutua,
es un concepto aun no determinado
y hay que esperar un poco mas los
resultados, por ejemplo, delal6gica
Paraconsistente; de los cuales
puede surgir una tercera logica y
por tanto una tercera teoria de
conjuntos con lo cual, tendriamos
una dialéctica tripartita en la



representacién formal. Esto lo sugiere tambien la Teoria de Catdstrofes,
tema de nuestra préxima seccion.

LA TEORIA DE LA BIFURCACION

Veamos ahora, aunque muy superficialmente, algunas ideas de otra teoria
matemdtica contemporénea, de la cual pueden extrapolarse consecuencias
muy valiosas para la dialéctica y que se conoce con el nombre de “Teoria de
la Bifurcacién”. La amplitud de esta teoria, nos impide abordar el tema en
profundidad, viéndonos en la necesidad de tomarla tan sélo en una
pequefia parte y por ello haremos referencia tinicamente a la Teorfa de
Catéstrofes. Esta ultima teorfa, cuyas fuentes son muy diversas, gané
después de muchas investigaciones y de numerosos esfuerzos, un
importante lugar en el pensamiento contemporaneo, gracias sobre todo al
matemético francés René Thom y a las diversas aplicaciones que se han
encontrado, como la de la escuela de Bremen en el 4mbito de la lingiiistica;
siguiendo bésicamente sugerencias del propio Thom. La Teoria de
Catéstrofes, es la representacion formal de ciertos sistemas dindmicos
continuos, a saber, aquéllos cuya ley puede expresarse mediante una
funcién potencial.

Tomemos el ejemplo mds popular conocido conel nombrede Catdstrofe de
la Cispide y supongamos que un cierto sistema dindmico D, puede
representarse formalmente de la siguiente manera: los estados internos de
D, mediante una variablereal x, las influencias externas con dos parametros
reales 1, v la energia interna o en potencia del sistema con la funcién
potencial

E(xu,v) =4 x4+ 3 w? + vx

3E _

oX

Todo lo anterior significa que el sistema D estara en equilibrio, cuando el
estado interno representado por X, tome aquellos valores para los cuales la
derivada de la funcién potencial E con respecto a x, se anula;
geométricamente, cuando el gréfico de la funcion E para valores fijos de u,
ven funcién de x, tiene tangente horizontal. Para determinar estos valores,

es necesario resolver la ecuacion del sistema

y la ley dindmica mediante la ecuacion

x3+ux +v=0 C v

que como se ve, depende de uy de
v. Las soluciones de esta ultima
ecuacion polinomial de tercer
grado, varian con el discriminante:

A = 4144277

FIGURA 1

cuyo valor es funcionde sy de ». La B
figura 1 en donde hemos dibujado
la curva llamada cispide corres-
pondiente a la ecuaciénd = 0; nos
muestra bdsicamente cuatro
situaciones:

1— en la zona B, interior de la
cuspide, la ecuacién del sistema
tiene tres soluciones reales
diferentes.

2—en lq zona A, exterior de la

c(a=0)

11

cispide, hay una solucién real ydos
complejas.

3— en la cispide, dos soluciones
reales, una de ellas doble y

4—en el origen (0,0), una solucién
real triple.
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Expresando todo esto en términos del potencial E
y afinando un poco més las zonas, la situacion es la
que muestra el cuadro 1. En los gréficos de la
funcién potencial, no aparecen dibujados ni el eje

horizontal X, ni el vertical E.

CUADRO 1

VALORES DEY

GRAFICO DE E

CARACTERISTICAS DEL SISTEMA

En la Zona B, con v= 0,
- Zona B,

Tres equilibrios, dos de ellos
estables (minima energfa
potencial) y uno inestable
(médxima energfa potencial).
Minimos equipotentes)

Enla Zona B, con v>0
Zona B,

/

Tres equilibrios como en el casc
anterior; pero el minimo de Ia
derechacon més energia en
potencia y por lo tanto menos er
acto que el de la izquierda.

EnlaZona B, con v<0,
Zona B,

Situacién dual a la anterior.

EnlaZonaC,con v=0
Zona C,

Un tnico equilibrio estable.

EnlaZonaC,con v>0,
Zona C,

Un equilibrio estable y ung
inflexién (equilibrio imper-
ceptible) a la derecha delk
equilibrio estable

12



VALORESDE Y GRAFICODEE CARACTERISTICAS DEL SISTEMA

Enla Zona C, con <0, Situacién dual a la anterior
Zona C,
\, _/

Enla Zona A, con v=0,

Un 1nico equilibrio estable.

ZonaA,

En la ZonaA, con v> 0, Un .e’qulhbno estable y una
torcion a la derecha

ZonaA

1

En la ZonaA, con »< (,
Zona Aa Situacién dual a la anterior.




REVISTA NOVUM — ANO 3 —N2 7

Supongamos ahora que las
influencias externas sobre el
sistema D, cambian con el tiempo
siguiendo una trayectoria ciclica T
como lo indica la Figura 2.

Partamos por ejemplo de P y
hagamos, en aras a ilustrar posibles
aplicaciones, una interpretacién
politica de esta representacion. El
sistema D, un régimen politico en
este momento, partiendo de P en
dictadura de izquierda (el tnico
punto critico estable de E
representa tal partido) y con
necesidad de oposicién o “afuera”
(la pequeila torcion de E a 1la
derecha del equilibrio), evoluciona
hacia la zona C, donde la torcion se
convierte en una inflexién,
anunciando la aparicién futura de
la negacién politica, lo cual
sucedera cuando se alcance la zona
B,, generdndose entonces una
bifuncacién o catdstrofe con la
aparici6n de dos nuevos partidos, a
saber, uno de centro (el equilibrio
del sistema, representado por el
madximo local de potencial E) y otro
de derecha (el nuevo equilibrio
estable) que al inicio, es menos
fuerte, es decir, minoritario; pero,
con mas potencialidad. Segui-
damente, la potencialidad del
partido de derecha recién surgido,
se vuelve menor y por lo tanto mas
activo, equilibrando al viejo partido
de izquierda en B, para después en
B, convertirse en mayoritario,
alcanzando luego la zona C, en la
cual, la izquierda se fusiona con el
centro anunciando asi su desa-
paricién; hecho que se produce en
A, donde el sistema, después de
una nueva catdstrofe que por lo
demds es instantdnea se convierte
en una dictadura de derecha; pero,
con la imperiosa necesidad de un
partido opositor (la torcién del
potencial E queda ahora a la
izquierda del equilibrio). En A,, la
torcién izquierda desaparece y el
sistema de dictadura de derecha,
poco después se convierte sin

FIGURA 2

sobresalto o catastrofe, nuevamente endictadura deizquierda cuandollega
aPenlazona A,, enla cual ya, la torcion a la izquierda pasé a la derecha.
La trayectoria T que es estable, a saber, no se produce ningin cambio
cualitativo si la cambiamos por otra cercana y es por lo tanto altamente
realizable, puede recorrerse en sentido inverso, 1o que nos daria entonces,
dos modelos basicos de dialéctica cuspidal del tipo “externo retorno” y que
se adaptan bien al manido y tradicional esquema “tesis-antitesis-sintesis”.
Otras dialécticas cuspidales se muestran en la figura 3. Las dialécticas T, y

Iy FIGURA 3

T‘

~T, por ejemplo, también de eterno retorno, resultan muy interesantes

porque se salen del esquema cldsico. En la primera por ejemplo, no hay
sintesis mientras en la segunda no existe ni la tesis ni la antitesis y esto
dltimo sucede también con T. T, es el modelo clasico exacto y aparece
solamente como uno de los tantos posibles. Hay trayectorias inestables
dificilmente realizables, tal es el caso de la representada por el eje vque con

14



una pequeiia perturbacién se
convierte en una del tipo T, 0 enuna
del tipo T,. La trayectoria T, nos
muestra la posibilidad de pasar
establemente de una dictadura de
izquierda a una de derecha (6
reciprocamente) recorriendo un
periodo intermedio de democracia
bipartidista (en realidad, hay tres
partidos en pugna; pero, como en
estas dialécticas los centros son
equilibrios inestables, no se toman
en cuenta).

Ahora bien, lo dicho hasta el
momento en esta seccion, en tan
solo relativo a un ejemplo de
representaciéon potencial de
sistemas dindmicos. Generalizando
el modelo de la cuspide, podemos
decir que un sistema dindmico Des
(finitamente) potencial alrededor
de un estado critico o de equilibrio
P, si puede representarse
formalmente de la siguiente
manera:

1— Sus estados internos con n-
tuplas (x,, ..., x ) del espacio & en
una vecindad de cero que
representa el estado P

2— Las influencias externas
mediante m-tuplas (u,,..., u_)
llamados parametros, del espacio
R=en una vecindad V del origen

3—La energia potencial del sistema
con una funcién diferenciable
E(x,...,x ,u,...,u_)definidaen Ux
Vy a valor real y

4— La ley del sistema acerca de P,
mediante las ecuaciones:

las cuales determinan todos los
puntos criticos de D en U inclu-
yendo P. En principio, n, m
(nlimeros naturales, razén por la
cual hablamos de sistemas fini-
tamente potenciales) y E, pueden

tomar valores completamente arbitrarios con lo cual, estarfamos ante una
situacibn mds bien desagradable pues no habria manera de abarcar
completamente todas las posibilidades. Sin embargo, un descubrimiento
de René Thom, otro de los teoremas fundamentales de la matemadtica
contemporénea, nos dice lo siguiente: todo sistema potencial alrededor de
un punto critico P con cuatro o menos pardmetros, puede representarse
mediante alguna de las funciones potenciales que aparecen en el cuadro 2.

FUNCION POTENCIAL NOMBRE
X224 o X 2X e =X 2 FUNCIONES DE
' n21l,0<r<n MORSE
1.3
- x3 + ux
3 DOBLEZ O PLIEGUE
1 1
- x4 + - ux? + vx
‘L2 CUSPIDE
1 xs 1 xa 1 2
ST weR Sy wx COLA DE MILANO
1 1 1 1
-6-)(6 +; tx‘+3- ux® +2-VX2+ wX MARIPOSA
. OMBLIGO
3 x3 - xy? + w(x2 + y?) - ux + vy ELIPTICO
! : OMBLIGO
=X +-y + wxy - ux -
XYy ey HIPERBOREO
1 1 1 OMBLIGO
1Y+ Xy +- wx? £ - ty? - ux -vy p BOLICO

CUADRO 2

Tan importante y formidable resultado, amerita ciertos comentarios,
algunos de los cuales presentaremos a continuacion, sin agotar todo lo que

_ se puede decir.

A—Se habla en el teorema de cuatro o menos parametros suponiendo que
las influencias externas se dan espacio-temporalmente. Un resultado
andalogo fué demostrado por Cristopher Zeeman a quien se deben ademas
numerosas aplicaciones, para cinco 0 menos parametros.

15
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B—Los casos del primer tipo, en el cual han desaparecido los pardmetros,
corresponden a aquellos sistemas estables (no sebifurcan) que permanecen
en un unico punto critico. La naturaleza de este punto criticodependedelos

valoresde nyr.

C— Los casos restantes llamados catistrofes elementales, utilizan a lo més
dos variables internas. Esto nos muestra una interesante posibilidad para
entender tan extraordinario fenémeno de poder representar linealmente 6
llanamente: en un papel, un tablero, una pantalla, etc. Toda dindmica
potencial que se bifurca, puede representarse utilizando a lo mis dos

variables internas.

Este hecho, es el que ha sido utilizado por la escuela de Bremen para
formular una seméntica iconica universal que por lo demds, habfa sido

sugerida por Thom.

D— Mds importante para nosotros en este ensayo, es lo relacionado con el
hecho importante que nos muestra la mariposa, donde aparece el seis como
méximo grado posible, lo que implica un tope superior para las dialécticas
espacio - temporales de tipo catastréfico: tres antagénicos que se disputan
el equilibrio de un sistema y que pueden fluir de mds de una manera,
dependiendo de c6mo cambien los pardmetros, hacia dos antagnicos para
después sintetizarse. De esto se sigue ya un esquema mds amplio que el
tradicional:

tesis-tesis-tesis———> tesis-antitesis ————> sintesis.
La mariposa, nos muestraademadsla posibilidad de una dialéctica tripartida
que fluye eternamente sin sintetizarse y es andloga a la T, de la ctispide.
Otras dialécticas se deducen de las restantes catdstrofes y asi la necesidad
de romper con el esquema tradicional muy simple, es perfectamente nftida
a la luz de esta teoria. De otro lado, algunas de estas catastrofes pueden
invertirse como en el caso de la cispide, origindindose entonces nuevos

tipos de dialécticas.

E— La teoria delas catastrofes y mas generalmente la de la Bifurcacion, son
a su vez ejemplos para la dialéctica de tipo T, entre lo cualitativo y lo
cuantitativo en la representacién matematica. La cantidad no es lo tinico
que se captura en la representacion matematica y esta observacion es muy
importante sobre todo para algunos humanistas que sospechan demasiado
delos formalismos, identificAndolos exclusivamente conlo cuantitativo.En
el relato de la presente seccion, por ejemplo, se han presentado claro esta
algunos célculos aunque basicamente, hemos adelantado desarrollos
cualitativos como el de las dialécticas catastréficas.

F— Otra teoria que merece explorarse desde el punto de vista de la
dialéctica, es la llamada Teoria del Caos estrechamente relacionada con la
Teoria de Fractales, muy popular en nuestros dias. En esta teoria se
representan sistemas dindmicos en los cuales, los cambios de régimen (lo
analogo al representado por la zona C en la catastrofe cispidal), son
“gruesos” en contraste con las bifurcaciones catastréficas que son
“delgadas”.Pongamos por caso, la zona C en el modelo dela ciispide (zona
de bifurcacién o de catdstrofe o de cambio de régimen), es una linea en el
planoy porello “delgada” comparada con las zonas de estabilidad Ay B
(cada una de régimen diferente, la primera con un tnico equilibrio, la
segunda con tres) que son bidimensionales, a saber, planas.
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G—Sin pretender agotar la mul-
titud de comentarios que se pueden
hacer en torno a las dialécticas ca-
tastr6ficas, veamos una ultima
observacion. La consistencia mutua
entre el azar y la necesidad en la
representacion nos la muestra esta
teoria. En la teoria de Catdstrofes, el
azar y la necesidad aparecen
integrados por la funcién potencial
E enla cual, las variables internas
(x,, ..., x,) representan el fluir
necesario del sistema, mientras los
parametros (u,, ..., u_) capturan su
comportamiento aleatorio. En
efecto, si se fijan los pardmetros, el
sistema evoluciona siguiendo los
requerimientos de la ley dada por
las ecuaciones; pero, es perfec-
tamente claro que los pardmetros
no estdn sometidos a ninguna
legislacion.

DEDUCCION E INDUCCION

La forma como se presenta esta
dialéctica de tipo T, en la
representacién matematica, resulta
muy interesante porque permite
entre otras cosas, superar la opinién
muy difundida y equivocada que
tiende a seiialar la ausencia del
método inductivo en el trabajo
matemdtico y encerrando este
ultimo, exclusivamente en la
deduccién. La induccién aparece
fundamentalmente de dos
maneras, a saber, de una parte en el
proceso de formacion de las teorias
matematicas y de la otra, al interior
de ellas mismas. El primer aspecto
ha sido ampliamente explicitado y
se conoce muy bien, aunque se
olvida, desde 1la filosofia
aristotélica; el segundo por el
contrario, permanece dentro del
dominio exclusivo delacomunidad
matematica. Esto ultimo se explica,
porque en la representacion-
matemdtica aparece la induccion
invertida respecto a la manera
como aparece en la representacion
lingiiistica y se entienden entonces
como no relacionadas, cuando en

realidad son dos variantes dela misma
cosa. De hecho, en la representacion
matemadtica aparecen las dos formas de
la inducccién y en la lingiiistica sélo
una. Centraremos la atencioén en este
ensayo en mostrar cémo, la dialéctica
entre deduccién e induccién es de tipo
T,, recurriendo para ello a la
representacién conjuntista cldsica, més
exactamente a la Teoria de Conjuntos
de Zermelo- Fraenkel que suponemos
conocida. (Esta teorfa no es més que la
formalizacion de los conjuntos que
todos conocemos).

Un sistema deductivo D, es una
tripleta (X, A, O) en la cual X es un
conjunto no vacio, A un subconjuntode
X y O un conjunto no vacio de
operaciones en X (no necesariamente
de la misma aridad ni totalmente
definidas). Los elementos de O reciben
el nombre de “leyes de deduccién” del
sistema D y se representan geomé-
tricamente mediante esquemas de la
forma.

) S & 0,)

Donde 0, € 0, (x,, ..., x ) pertenece al
dominio de 0, y x = 0, (X)) +eer x ). En
lenguaje comiin esto tltimo se suele
expresar diciendo que x se deduce de
las hipétesis x,, ..., x. mediante laregla
0,. Los elementos de A se llaman
“axiomas” del sistema. Asi las cosas,
diremos que una secuencia finita y,, ...,
Y., de elementos de X es una
demostracion, si cada y, es o bien un
axioma o sino, se deduce de elementos
anteriores en la sucesién, mediante
alguna de las leyes de deduccién,
diremos ademas que un teorema es un
elemento cualquiera que aparezca
como el dltimo en una demostracion.
El conjunto T de todos los teoremas del
sistema, entre los cuales estan
evidentemente los elementos de A, son
los elementos de X que se demuestran
en D; es lo que se demuestra en el
sistema. A maneradeejemplo, si Xes el
conjunto de los nimeros reales, A el
conjunto cuyo tnico elemento es 0y O
el conjunto con la tinica operacioén
X —> x+1
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entonces, los nimeros naturales
son los teoremas.

De otra parte, un sistema inductivo
9es una tripla (X,B,P)donde X esun
conjunto no vacio, B un sub-
conjunto de X y P una propiedad
(no introducimos la complejidad
técnica deaclararen qué lenguaje se
escribe) que se refiere a los subcon-
juntos de Xy satisface las siguientes
condiciones :

1— Existe por lo menos un sub-
conjunto de X que contiene a B y
cumple la propiedad P

2— Si (A) ;. ; s una familia de
subconjuntos de X que satisfacen la

propiedad P, entonces N A
ig ]

también cumple P. El subconjunto
S, interseccién de todos los
subconjuntos de X que contienen a
B y cumplen la propiedad P que
evidentemente existe y cumple la
propiedad P, es lo que se induce en
el sistema 2. Un ejemplo muy
conocido aparece si tomamos X un
espacio topoldgico, P la propiedad
“Y es cerrado” y si B es un
subconjunto cualquiera, entonces
lo que se induce es la adherenciade
B es decir, el menor subconjunto
cerrado que contiene a B. En la
representacion lingiiistica, las
condiciones para P aparecen
invertidas como lo mencionamos

previamente:

1— Existe por lo menos un
subconjunto contenido en A que
cumple la propiedad P

2— Si (A)) . es una familia de
subconjuntos de X que cumple la
propiedad P, entonces Al

satisface también la pxl'oEpIiedad P.
Invirtiendo el ejemplo del espacio
topol6gico, lo que se induce es el
interior de un conjunto (el mayor
abierto contenido) porque la
propiedad serfa ahora: “Y es
abierto”. (cldsicamente, las dos
versiones de la induccién son equi-
valentes pero no intuicion{s-
ticamente). Muchos de los casos del
lenguaje comun se corresponde con
la versiobn “el mayor subcon-
junto...” de la induccién. El ejemplo
clasico de los cisnes blancos puede
formularse delasiguiente manera X
el conjunto de los animales, A el
conjunto de las aves y P la
propiedad “B es un conjunto de
cisnes blancos” y entonces, dentro
de A se induce el mayor conjunto
posible de cisnes blancos.

Comparando los sistemas deduc-
tivos con los inductivos, tendremos
los siguientes resultados:

1— Todo lo que se deduce se
induce. En efecto, si (X, A, O) es un
sistema deductivo (D) cualquiera,

podemos construir un sistema
inductivo = (X, A, P) en el cual lo
que seinduce es lo que sededuce en
D. Basta tomar P como la
propiedad; P(B) ® “B es cerrado
para las operaciones en O”, lo cual
significaque si0€ O esunareglade
duccioén de aridad ny x,,...., x_ son
elementos de B para los cuales (x,,
..+ X,) pertenece al dominio de o,
entonces o(x,, ..., x ) € B,

2— Hay cosas que se inducen pero
no se deducen. Los niimeros reales
por ejemplo, no se pueden deducir
de los nimeros racionales pero sf
inducir, tomando la propiedad “B
es cerrado para la topologia usal de
R”. De otra parte, las inducciones
del tipo el mayor son dificiles de
expresar deductivamente y con
muchas de ellas no es posible.
Vemos entonces cémo 1la
representacion inductiva es maés
fuerte que la deductiva aunque
claro, todo elloexpresadodentrode
una representacidn deductiva
como loesla Teoria de Conjuntos de
Zermelo - Fraenkel que por otro
lado, es “la menor” entre todas las
que contienen la aritmética.

-

una tercera logica.

Esperamos que el “aura” delarelacion entredialéctica
y matematicas haya quedado sugerida por los tres
ejemplos que hemos presentado. Son muchos los
casos que se pueden escoger para mostrar las maneras
de representar formalmente la dialéctica,
consiguiendo asi, nuevas determinaciones para este
método que adquiere entonces proyecciones no.
previstas. Podriamos tomar por ejemplo, como otro de
los temas, las investigaciones muy recientes y que
mencionamos anteriormente, sobre la posibilidad de

| Estos trabajos, liderados principalmente por 16gicos
&uinoamericanos, pretender establecer una nueva

CONCLUSION

l6gica llamada desde ya Para-consistente 6 dialéctica,
cambiando el concepto de consistencia para permitir
contradicciones de la forma “p y no p”, lo que nos
llevaria a una dialéctica tripartita del tipo mariposa en
la representacién matematica basica, muy similar a la
que se da en la geometria elemental: una sola paralela,
ninguna paralela, mas de una paralela. Tres personas
diferentes un solo ser verdadero y fluyendo
eternamente de un lado para alguno de los otros dos.
Tres l6gicas distintas mariposeando: ninguna de ellas
da cuenta de si misma; pero, cada una explicando a las
otras dos. Tal el futuro de la representacién matematica,
como lo indican los esfuerzos que se vienen realizando
y lo sugiere la Teoria de Catastrofes y

~
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