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Resumen 
Este estudio muestra un modelo óptimo para determinar la superficie mínima en contacto con el suelo para zapatas combinadas en forma 
de T, tomando en cuenta que la superficie está parcialmente a comprimida, es decir, una parte de la superficie debajo de la zapata en 
contacto con el suelo está a compresión y la otra parte la presión es cero (presión lineal sobre el suelo). Hay trabajos que muestran la 
superficie mínima para zapatas combinadas en forma de T, pero la superficie bajo la zapata en contacto con el suelo trabaja completamente 
a compresión. El modelo se desarrolla por integración y/o por las propiedades geométricas de una pirámide de base triangular para obtener 
las ecuaciones de la fuerza resultante y los dos momentos (ejes X e Y) para los quince casos de flexión biaxial y tres casos para flexión 
uniaxial (My1 y My2 son iguales a cero). Se presentan tres ejemplos numéricos con los mismos datos: El ejemplo 1 es para diferentes 
momentos; El ejemplo 2 es para momentos Mx1 y Mx2 iguales a cero; El ejemplo 3 es para momentos My1 y My2 iguales a cero. Además, se 
realiza una comparación con el modelo actual (área trabaja completamente bajo compresión) y el nuevo modelo (área trabaja parcialmente 
bajo compresión). Los resultados muestran que se puede lograr un ahorro de hasta un 31.40 % en el área de contacto con el suelo. De esta 
manera, el modelo de superficie mínima será de gran ayuda para los especialistas en ingeniería de cimentaciones. 
 
Palabras clave: área óptima; zapatas combinadas en forma de T; superficie mínima; superficie está parcialmente comprimida. 

 
 

Optimal area for T-shaped combined footing assuming that the 
contact area with the soil works partially in compression  

 
Abstract 
This study shows an optimal model to determine the minimum contact surface with the soil for T-shaped combined footings, assuming that 
the surface is partially compressed, this is, a part of the surface under the footing in contact with the soil is compressed and the other part 
the pressure is zero (linear pressure on the soil). There are works that show the minimum surface for T-shaped combined footings, but the 
surface beneath the footing in contact with the soil is fully compressed. The model is developed by integration and/or by the geometric 
properties of a pyramid with a triangular-based to obtain the equations of the resultant force and the two moments (X and Y axes) for the 
fifteen cases of biaxial bending and three cases for uniaxial bending (My1 and My2 are equals to zero). Three numerical examples are 
presented with the same data: Example 1 for different moments; Example 2 for moments Mx1 and Mx2 equals to zero; Example 3 for 
moments My1 and My2 equals to zero. Also, a comparison is made with the current model (area is fully compressed) and the new model 
(area is partially compressed). The results show that savings of up to 31.40% can be achieved in the area of contact with the soil. In this 
way, the minimum surface model will be of great help to foundation engineering specialists. 
 
Keywords: optimal area; T-shaped combined footings; minimum surface; surface is partially compressed. 

 
 

1 Introducción 
 
La presión del suelo bajo una zapata se ve influenciada 

por diversos factores, como el tipo de suelo, la rigidez del 
suelo y de la zapata, y la profundidad de la cimentación. La 
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distribución de la presión depende de estos factores, y es 
fundamental considerarlos en el diseño y la construcción de 
las zapatas para garantizar su estabilidad y seguridad. 

La Fig. 1 muestra la distribución de la presión del suelo 
bajo la superficie de contacto de una zapata, según el tipo de 
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suelo para una zapata rígida. La Fig. 1(a) presenta una zapata 
rígida sobre suelo arenoso. La Fig. 1(b) muestra una zapata 
rígida sobre suelo arcilloso. La Fig. 1(c) presenta la 
distribución uniforme utilizada en el diseño actual [1]. 

La industria de la construcción tiene una amplia variedad 
de usos para las zapatas combinadas; sin embargo, estas son 
algunas de las situaciones en las que se utilizan a menudo las 
zapatas combinadas en la industria de la construcción: 
1. Cuando se construye una columna junto al límite de la 

propiedad, pero la zapata no se puede extender por 
delante de este. 

2. Cuando dos zapatas tienden a traslaparse, y en este caso 
se utiliza la zapata combinada. 

3. Cuando el peso de la edificación debe distribuirse 
uniformemente sobre el terreno. 

4. Cuando la capacidad portante del terreno es baja y el área 
necesaria es mayor que la de cada zapata se puede 
utilizar una zapata combinada. 

Los tipos más comunes de zapatas combinadas son: 
rectangulares, trapezoidales, de correa, en L y en T. Las 
zapatas rectangulares se utilizan cuando las cargas de las 
columnas son iguales. Las zapatas de correa son dos zapatas 
aisladas unidas por una viga de concreto. Las zapatas 
trapezoidales o en T se utilizan cuando la carga en una 
columna es mucho mayor que en la otra. Las zapatas en L se 
utilizan para zapatas en esquina. 
El modelo propuesto considera que la distribución de la 
presión sobre el suelo es lineal para zapatas combinadas en 
forma de T sometidas a flexión biaxial en cada columna. 
Los estudios de capacidad de carga mediante métodos 
analíticos y/o experimentales para diferentes tipos de 
cimentaciones han sido investigados por varios autores, tales 
como: Shahin and Cheung [2], Dixit and Patil [3], ErzÍn and 
Gul [4], Colmenares et al. [5], Cure et al. [6], Fattah et al. 
[7], Uncuoğlu [8], Anil et al. [9], Khatri et al. [10], 
Mohebkhah [11], Zhang [12], Turedi et al. [13], 
Gnananandarao [14], Gör [15]. El valor de la capacidad de 
carga última podría ser significativamente diferente 
dependiendo del método de equilibrio límite utilizado. 
Las investigaciones más importantes sobre zapatas aisladas 
rectangulares para el manejo eficiente de problemas de 
interacción suelo-zapata se han llevado a cabo mediante el 
uso de métodos analíticos por Chaabani et al. [16], Vitone 
and Valsangkar [17], Michalowski [18], Özmen [19], 
Aydogdu [20], Girgin [21], Al-Gahtani and Adekunle [22], 
 

 
Figura 1. Distribución de la presión del suelo debajo de una zapata.  
Fuente: Montes-Paramo et al., 2023. 

 

Rawat et al. [23], López-Machado et al. [24], Lezgy-
Nazargah et al. [25], para gráficos o ayudas de diseño como 
Teng [26], Highter and Anders [27], Galvis and Smith-Pardo 
[28], y para métodos analíticos y gráficos o ayudas de diseño 
por Rodriguez-Gutierrez and Aristizabal-Ochoa [29, 30]. 
Estos documentos se desarrollan para obtener la capacidad de 
carga axial y el momento biaxial de la zapata, o la 
distribución de presiones en el área de contacto de una zapata 
aislada rectangular rígida apoyada sobre el suelo, y las 
dimensiones de la zapata se obtienen mediante un 
procedimiento iterativo. 

Las contribuciones más importantes en los estudios de 
zapatas combinadas han sido desarrolladas por varios 
investigadores, tales como: Para zapatas rectangulares por 
Maheshwari y Khatri [31], Konapure y Vivek [32], Vivek et 
al. [33], Reddy y Kumar [34], Kashani et al. [35]; Para 
zapatas trapezoidales por Al-Douri [36], Luévanos-Rojas et 
al. [37]; Zapatas en forma de T por Luévanos-Rojas et al. [38, 
39], Moreno-Landeros et al. [40]; Para zapatas de esquina por 
Aishwarya y Balaji [41], Moreno-Hernández et al. [42]; Para 
zapatas de correa por Luévanos-Rojas et al. [43]. Estas 
investigaciones toman en cuenta que el area en contacto con 
el suelo trabaja completamente a compresión. Estos trabajos 
se desarrollan por diferentes métodos para diseños 
completos. 

La capacidad portante ha sido investigada para zapatas 
aisladas sometidas a flexión biaxial, que toman en cuenta una 
distribución lineal de la presión del suelo y el área de contacto 
con el suelo trabajando parcialmente bajo compresión [19-
23,25,28]. El área óptima para zapatas combinadas 
rectangulares asumiendo que la superficie de contacto con el 
suelo trabaja parcialmente en compresión ha sido investigada 
recientemente por Montes-Paramo et al. [44]. 

Las justificaciones de este trabajo son: 1) Algunos diseños se 
han desarrollado por el método de ensayo y error para determinar 
las dimensiones de las zapatas. 2) Otros autores muestran la 
superficie mínima para zapatas combinadas en forma de T, pero 
la superficie debajo de la zapata en contacto con el suelo está 
completamente comprimida. 3) Varios investigadores han 
desarrollado algoritmos para diferentes tipos de zapatas que están 
comprimidas parcialmente para determinar la capacidad portante 
del suelo, pero no para zapatas combinadas en forma de T. 

Los artículos más relacionados al tema de zapatas 
combinadas en forma de T son: Luévanos-Rojas et al. [38] 
aportaron un modelo analítico para obtener las dimensiones 
de zapatas combinadas en forma de T en contacto con el 
suelo. Luévanos-Rojas et al. [39] desarrollaron un modelo 
matemático de diseño para determinar el espesor y el acero 
de refuerzo para zapatas combinadas en forma de T. Moreno-
Landeros et al. [40] propusieron un diseño de costo óptimo 
para zapatas combinadas en forma de T de concreto armado. 
Todos estos trabajos se desarrollan bajo el criterio de que el 
área en contacto con el suelo de la zapata trabaja totalmente 
en compresión. 

Así, la revisión de los estudios previos muestra que no 
existen trabajos con el nivel actual de conocimiento sobre el 
área mínima de zapatas combinadas en forma de T, 
considerando que el área está parcialmente comprimida. 
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En este trabajo se muestra un modelo analítico para 
obtener el área mínima para zapatas combinadas en forma de 
T asumiendo que la zona en contacto con el suelo está 
parcialmente comprimida, es decir, una parte del área de 
contacto de la zapata está sometida a compresión y la otra 
parte sin presión (presión cero). Este artículo muestra los 
quince casos posibles de zapatas sometidas a flexión biaxial 
(caso I, asume que toda la superficie inferior de la zapata 
trabaja esta comprimida, y los casos II a XV, asumen que 
toda la superficie inferior de la zapata está parcialmente 
comprimida, lo cual constituye la principal contribución de 
esta investigación) y tres casos especiales de flexión uniaxial 
(My1 y My2 son iguales a cero). La fuerza resultante R y los 
momentos ortogonales en los ejes X e Y se obtienen por 
integración y se verifican mediante las propiedades de una 
pirámide de base triangular para flexión biaxial y las 
propiedades de un prisma triangular para flexión uniaxial. En 
este artículo se presentan tres ejemplos numéricos: El 
ejemplo 1 corresponde a flexión biaxial; el ejemplo 2 es el 
mismo ejemplo 1, pero Mx1 y Mx2 son iguales a cero; El 
ejemplo 3 es el mismo ejemplo 1, pero My1 y My2 son iguales 
a cero. Cada ejemplo presenta cuatro tipos de restricciones: 
la restricción 1 corresponde a una zapata con lados sin 
restricciones, la restricción 2 corresponde a una zapata con 
un lado restringido en la columna 1, la restricción 3 
corresponde a una zapata con un lado restringido en la 
columna 2 y la restricción 4 corresponde a una zapata con dos 
lados restringidos (lados opuestos). Además, se realiza una 
comparación con el modelo actual (área trabaja 
completamente bajo compresión) y el nuevo modelo (área 
trabaja parcialmente bajo compresión) para observar las 
diferencias. 

 
2 Formulación del modelo 

 
En este trabajo se hacen las siguientes consideraciones: la 

zapata es completamente rígida y reposa sobre suelo elástico 
y homogéneo, es decir, la presión del suelo sobre la zapata se 
comporta linealmente según Bowles [1], Das et al. [45], 
McCormac y Brown [46]. 

 

 
Figura 2. Zapata combinada en forma de T con extremos libres.  
Fuente: Autores. 
 

La Fig. 2 muestra una zapata combinada en forma de T 
(lados libres en sus extremos) que soporta dos columnas 
alineadas sobre un eje Y (eje longitudinal), y cada columna 
transfiere a la zapata una carga axial y dos momentos 
flectores en los ejes X e Y. 

Las propiedades geométricas de la zapata combinada en 
forma de T vista en planta son: 

 
𝐴𝐴 = (𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦 (1) 

  

𝑦𝑦𝑡𝑡 =
(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦2

2�(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦�
 (2) 

  

𝑦𝑦𝑏𝑏 =
�2ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏�(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦2

2�(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦�
 (3) 

  

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦𝑏𝑏(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏�2�𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦 + 𝑏𝑏(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

4�(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦�
2

+
(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏3 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦3

12  

(4) 

  

𝐼𝐼𝑦𝑦 =
𝑏𝑏𝑎𝑎13 + �ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏�𝑎𝑎23

12  (5) 

 
donde: A = Área de la zapata en planta (m2), yt = Distancia 

del centro de la zapata al extremo positivo (m), yb = Distancia 
del centro de la zapata al extremo negativo (m), Ix = Momento 
de inercia sobre el eje X (m4), Iy = Momento de inercia sobre 
el eje Y (m4). 

 
2.1 Flexión biaxial  

 
En esta subsección se presentan los quince casos posibles 

para una zapata combinada en forma de T sometida a carga 
axial y dos momentos ortogonales en cada columna. 

Para el caso I, se asume que toda la superficie inferior de 
la zapata está comprimida. Las presiones generadas por el 
suelo sobre la zapata se determinan mediante la siguiente 
ecuación (ecuación de flexión biaxial) [31-42]:  

 

𝜎𝜎 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦
𝐼𝐼𝑥𝑥

+
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥
𝐼𝐼𝑦𝑦

 (6) 

 
donde: σ = Presión admisible del suelo (kN/m2), MxT = 

Momento total respecto al eje X (kN-m), MyT = Momento total 
respecto al eje Y (kN-m), x = Distancia en dirección X desde el 
centro de la zapata hasta el punto en estudio, y = Distancia en 
dirección Y desde el centro de la zapata hasta el punto en estudio. 

Nota: R, MxT y MyT se pueden determinar mediante la 
suma de fuerzas y la suma de momentos de la siguiente 
manera: 

 
𝑅𝑅 = 𝑃𝑃1 + 𝑃𝑃2 (7) 

  
𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑀𝑀𝑥𝑥1 + 𝑀𝑀𝑥𝑥2 + 𝑃𝑃1(𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿1) − 𝑃𝑃2�ℎ𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿2� (8) 

  
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑀𝑀𝑦𝑦1 + 𝑀𝑀𝑦𝑦2 (9) 
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Para los casos II al XV (Todos los casos posibles cuando 
la presión máxima se localiza en el vértice 1), se supone que 
toda la superficie inferior de la zapata está parcialmente 
comprimida, es decir, parte del área de contacto no hay 
presión, y por integración y/o por las propiedades 
geométricas de una pirámide de base triangular, se 
determinan la fuerza resultante R, el momento en el eje X MxT 
y el momento en el eje Y MyT (Estos casos se analizan porque 
en algunas condiciones el caso I no alcanza la presión 
máxima y en estos casos se garantiza la presencia de la 
presión máxima). 

Las presiones generadas por el terreno sobre la zapata se 
determinan mediante la ecuación general del plano de 
presiones, a partir de tres puntos conocidos. 

La ecuación general de un plano de presión 
tridimensional del suelo sobre la zapata es: 

 
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝜎𝜎𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 (10) 

 
Para los casos II a XV, los tres puntos conocidos del plano 

de presión son: 
 
𝑝𝑝1 �

𝑎𝑎1
2 ,𝑦𝑦𝑡𝑡,𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚� ;  𝑝𝑝2 �

𝑎𝑎1
2 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1,𝑦𝑦𝑡𝑡, 0� ;  𝑝𝑝3 �

𝑎𝑎1
2 ,𝑦𝑦𝑡𝑡

− 𝐿𝐿𝑦𝑦1, 0� 
(11) 

 
donde: p1, p2 y p3 son las coordenadas de los tres puntos 

conocidos de la zapata (ver Fig. 4). 
La ecuación general del plano de presión se determina de 

la siguiente manera (Tomando como pivote el punto 1 “p1”): 
 

�
�

𝑥𝑥 − �
𝑎𝑎1
2
� 𝑦𝑦 − (𝑦𝑦𝑡𝑡) 𝜎𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑎𝑎1
2 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1 − �

𝑎𝑎1
2
� 𝑦𝑦𝑡𝑡 − (𝑦𝑦𝑡𝑡) 0 − 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑎𝑎1
2 − �

𝑎𝑎1
2
� 𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1 − (𝑦𝑦𝑡𝑡) 0 − 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

�
�
 (12) 

 
Resolviendo el determinante de la Ec. (12) y aislando “σz” 

se obtiene la presión en cualquier punto de la base: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑡𝑡� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝑥𝑥 − 𝑎𝑎1)�

2𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (13) 

 
La ecuación de la recta que forma el eje neutro se obtiene 

suponiendo “σz” igual a cero en la Ecuación (13) (Esta es la 
definición del eje neutro): 

 
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑡𝑡� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝑥𝑥 − 𝑎𝑎1) = 0 (14) 

 
La Fig. 3 muestra el caso I asumiendo que toda la 

superficie inferior de la zapata está comprimida.  
La Fig. 4 muestra los casos II a XV asumiendo que toda 

la superficie inferior de la zapata trabaja parcialmente bajo 
compresión. 

 

 
Figura 3. Area totalmente comprimida.  
Fuente: Autores. 

 
 

2.1.1 Caso I 
 
Las ecuaciones generales para la presión del suelo en cada 

vértice de una zapata sometida a flexión biaxial se obtienen 
de la Ec. (6) de la siguiente manera: 

 

𝜎𝜎1 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑡𝑡
𝐼𝐼𝑥𝑥

+
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎1

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (15) 

  

𝜎𝜎2 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑡𝑡
𝐼𝐼𝑥𝑥

−
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎1

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (16) 

  

𝜎𝜎3 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑏𝑏)
𝐼𝐼𝑥𝑥

+
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎1

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (17) 

  

𝜎𝜎4 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑏𝑏)
𝐼𝐼𝑥𝑥

+
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎2

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (18) 

  

𝜎𝜎5 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑏𝑏)
𝐼𝐼𝑥𝑥

−
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎2

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (19) 

  

𝜎𝜎6 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴 +

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑏𝑏)
𝐼𝐼𝑥𝑥

−
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎1

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (20) 

  

𝜎𝜎7 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴
−
𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥�ℎ𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑡𝑡�

𝐼𝐼𝑥𝑥
+
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎2

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (21) 

  

𝜎𝜎8 =
𝑅𝑅
𝐴𝐴
−
𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥�ℎ𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑡𝑡�

𝐼𝐼𝑥𝑥
−
𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎2

2𝐼𝐼𝑦𝑦
 (22) 

 
A continuación, se presentan las ecuaciones generales de 

R, MxT y MyT para los casos II a XV. 
 

2.1.2 Caso II 
 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (23) 
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𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦1

6
(24) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (25) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�

24
(26) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (27) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1)

24
(28) 

donde: σmax es la presión máxima admisible del suelo, Ly1 
es la distancia paralela al eje Y medida a partir de σmax o σ1 
hasta el eje neutro, Lx1 es la distancia paralela al eje X medida 
a partir de σmax o σ1 hasta el eje neutro. 

2.1.3 Caso III 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 (29) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦13 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�

6𝐿𝐿𝑦𝑦12
(30) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 (31) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑦𝑦12
(32) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 (33) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦14(2𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1) − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑦𝑦13
(34) 

(a) Caso II (b) Caso III 
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(c) Caso IV (d) Caso V 

  
(e) Caso VI (f) Caso VII 

  
(g) Caso VIII (h) Caso IX 
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(i) Caso X (j) Caso XI 

(k) Caso XII (l) Caso XIII

(n) Caso XV (m) Caso XIV 
Figura 4. Área parcialmente comprimida.  
Fuente: Autores. 

2.1.4 Caso IV 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 (35)
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𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �8𝐿𝐿𝑥𝑥13 �𝐿𝐿𝑦𝑦13 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3� + �2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�

48𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12
(36) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 (37) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑦𝑦12

(38) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 (39) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦14(2𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1) − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑦𝑦13

(40) 

2.1.5 Caso V 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (41) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �8𝐿𝐿𝑥𝑥13 �𝐿𝐿𝑦𝑦13 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3� + �2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3 − �2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�

48𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12
(42) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (43) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ��2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3� ��4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3��4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3ℎ𝑦𝑦 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑦𝑦12

(44) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (45) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦14(2𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1) − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑦𝑦13

(46)
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2.1.6 Caso VI 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 

(47) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �2𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝐿𝐿𝑥𝑥13 + 𝑎𝑎2(3𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22)� − 8𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� �𝐿𝐿𝑥𝑥12�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�2 − 3𝑎𝑎2𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1���

48𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3

48𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12

(48) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 

(49) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�

24 −
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3ℎ𝑦𝑦 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� �4𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3 − 3𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎2�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1�

2 − 𝐿𝐿𝑦𝑦13𝑎𝑎23�

96𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎2 �4�𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1�

3 − 𝐿𝐿𝑦𝑦12(𝑎𝑎12 − 𝑎𝑎22)�3𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 2𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1��

96𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦1

(50) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 

(51) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦14(2𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1) − 𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�� − 𝐿𝐿𝑦𝑦13𝑎𝑎23�𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1 − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

(52) 

2.1.7 Caso VII 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (53) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥12 �𝐿𝐿𝑦𝑦13 + �𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�

3� + 3𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎2�𝑏𝑏 − ℎ𝑦𝑦��𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�2𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏 − ℎ𝑦𝑦���

6𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦12
(54) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (55)
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60 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎2𝐿𝐿𝑥𝑥12�ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏��4𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏ℎ𝑦𝑦 + ℎ𝑦𝑦2� + 3𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1)�𝑏𝑏 + ℎ𝑦𝑦� − 6𝑦𝑦𝑡𝑡�𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝑏𝑏 + ℎ𝑦𝑦 − 2𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1��

12𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦1

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑦𝑦12

(56) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (57) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥13 ��𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�

4 − 𝐿𝐿𝑦𝑦14� + 2𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑏𝑏𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1�𝑏𝑏2 − 3𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�� − 2𝑎𝑎23𝐿𝐿𝑦𝑦13�𝑏𝑏 − ℎ𝑦𝑦��

24𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦13
(58) 

2.1.8 Caso VIII 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (59) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝐿𝐿𝑥𝑥13 − (𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�

6𝐿𝐿𝑥𝑥12
(60) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (61) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑦𝑦1 �𝐿𝐿𝑥𝑥14�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − (𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�4𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)��

24𝐿𝐿𝑥𝑥13
(62) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (63) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎13𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)

24𝐿𝐿𝑥𝑥12
(64) 

2.1.9 Caso IX 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 (65) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑦𝑦13�𝐿𝐿𝑥𝑥13 − (𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3� − 𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�

6𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12
(66) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 (67) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑦𝑦13�𝐿𝐿𝑥𝑥14�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − (𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�4𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)�� − 𝐿𝐿𝑥𝑥14�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12
(68) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
 (69)
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𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝑎𝑎13𝐿𝐿𝑦𝑦14(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1) − 𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13
(70) 

2.1.10 Caso X 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(71) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �8𝐿𝐿𝑦𝑦13�𝐿𝐿𝑥𝑥13 − (𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3� − 𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3 + �2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�

48𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12
(72) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(73) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑦𝑦13𝑎𝑎1�𝐿𝐿𝑥𝑥1�3𝐿𝐿𝑥𝑥12 − 3𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎12��4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3� − 𝐿𝐿𝑥𝑥14�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

(74) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(75) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝑎𝑎13𝐿𝐿𝑦𝑦14(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1) − 𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

(76) 

2.1.11 Caso XI 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(77) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �4�𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎2 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏��3 + 𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝐿𝐿𝑥𝑥13 − 4(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3 + 3𝑎𝑎2(𝑎𝑎12 − 𝑎𝑎22)��

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12
−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎2�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1
(78)
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𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(79) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� �4�𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎2 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏��3 − 3𝐿𝐿𝑦𝑦12𝑎𝑎2(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�4𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)��

96𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎2 �4�𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1�

3 − 𝐿𝐿𝑦𝑦12(𝑎𝑎12 − 𝑎𝑎22)�3𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 2𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1��

96𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦1

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)4 − 4𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑦𝑦𝑡𝑡(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3 + 𝐿𝐿𝑥𝑥14�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑥𝑥13

(80) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(81) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥14�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�4 − 2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3 − 2𝑎𝑎23𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦13𝑏𝑏 + 𝐿𝐿𝑦𝑦14(𝑎𝑎13 + 𝑎𝑎23)(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)�

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13
(82) 

2.1.12 Caso XII 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(83) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)2�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2) − 6𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦�� − 24𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑎𝑎1𝑎𝑎2�ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏��

48𝐿𝐿𝑥𝑥12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �6𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎2�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�2 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦�

2�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 3𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)��

12𝐿𝐿𝑦𝑦12

(84) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(85) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑦𝑦1��4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝐿𝐿𝑥𝑥14 − (𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�𝐿𝐿𝑥𝑥1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1��

24𝐿𝐿𝑥𝑥13
−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�

24𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1(4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏) − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1(4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏) − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

(86)
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𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

�𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑦𝑦�𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(87) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥14�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�4 − 2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3 − 2𝑎𝑎23𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦13𝑏𝑏 + 𝐿𝐿𝑦𝑦14(𝑎𝑎13 + 𝑎𝑎23)(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)�

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

(88) 

2.1.13 Caso XIII 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (89) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �3𝑎𝑎2𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦1 ��𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�2 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦�

2� − 𝐿𝐿𝑦𝑦13(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�

6𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥13 �𝐿𝐿𝑦𝑦13 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3� − 3𝑎𝑎1𝑎𝑎2𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦12�ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏��

6𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦12

(90) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (91) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦2�2ℎ𝑦𝑦 − 3�𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦𝑡𝑡�� + 𝑏𝑏2�2𝑏𝑏(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎2) + 3𝑎𝑎2�𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦𝑡𝑡���

6𝐿𝐿𝑦𝑦1

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1) − 4𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑦𝑦𝑡𝑡�

24𝐿𝐿𝑦𝑦12
+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎2�𝑏𝑏 − ℎ𝑦𝑦��2𝑦𝑦𝑡𝑡(𝑎𝑎1 − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1) − 𝑎𝑎1�𝑏𝑏 + ℎ𝑦𝑦��

4𝐿𝐿𝑥𝑥1

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑥𝑥1 �2𝐿𝐿𝑦𝑦12�2𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏2� − 3𝑏𝑏4 − 4𝑦𝑦𝑡𝑡�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�

24𝐿𝐿𝑦𝑦12

(92) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−
𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1−𝑎𝑎1)

𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 (93) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 2𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 𝐿𝐿𝑦𝑦13�𝑎𝑎13𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1) + 2𝑎𝑎23𝐿𝐿𝑥𝑥1�ℎ𝑦𝑦 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13
(94) 

2.1.14 Caso XIV 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(95) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝐿𝐿𝑦𝑦12𝑎𝑎23 + 3𝐿𝐿𝑦𝑦12𝑎𝑎2(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)2 − 12𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑏𝑏(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1) + 𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑏𝑏��

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦1
(96)
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𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(97) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝑎𝑎2𝐿𝐿𝑦𝑦13[𝑎𝑎1𝑎𝑎22 − (2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3] − 24𝐿𝐿𝑥𝑥13𝑦𝑦𝑡𝑡(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�2�

48𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦1

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝑏𝑏(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1(2𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑏𝑏) + 2𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑏𝑏�3𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 2𝑏𝑏���

12𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦1

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐿𝐿𝑦𝑦1�3𝑎𝑎1𝑦𝑦𝑡𝑡[𝑎𝑎1𝑎𝑎2 + 4𝐿𝐿𝑥𝑥1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎2)] − 𝑎𝑎23�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦𝑡𝑡��

24𝐿𝐿𝑥𝑥12

(98) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

 

(99) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝑎𝑎13𝑏𝑏 + 𝑎𝑎23�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1𝑎𝑎23�

24𝐿𝐿𝑥𝑥12
(100) 

2.1.15 Caso XV 

𝑅𝑅 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 

(101) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �2𝐿𝐿𝑥𝑥1 �𝐿𝐿𝑦𝑦13 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦�

3� − 3𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2) �2�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�2 − �𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦�
2��

12𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�6𝐿𝐿𝑥𝑥1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�4𝑎𝑎1𝑏𝑏 − ℎ𝑦𝑦(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)� + 𝐿𝐿𝑦𝑦1�(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)3 − 12𝐿𝐿𝑥𝑥12(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)��

48𝐿𝐿𝑥𝑥12

(102) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 

(103) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ��𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1�

3�𝐿𝐿𝑥𝑥1(4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏) − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)� − 𝐿𝐿𝑦𝑦13(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)3�4𝐿𝐿𝑥𝑥1𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1)��

24𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥1𝐿𝐿𝑦𝑦13�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

24𝐿𝐿𝑦𝑦12

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1(4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏) − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1(4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏) − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�4𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�

384𝐿𝐿𝑥𝑥13𝐿𝐿𝑦𝑦12

(104)
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𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 = � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎1
2

−𝑎𝑎12

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑎𝑎2
2

−𝑎𝑎22

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

+ � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎2
2

𝑎𝑎1
2 +

(𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑦𝑦)𝐿𝐿𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑦𝑦1

−𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏−
2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝑏𝑏�−𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1+𝑎𝑎2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥1

𝑦𝑦𝑡𝑡−ℎ𝑦𝑦
 

(105) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �16𝑎𝑎13𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦1(2𝐿𝐿𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1) + �2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝐿𝐿𝑥𝑥13�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�3�2𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�� + �𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1�

3�𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑎𝑎1 + 𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏���

24𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

−
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦� − 𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�3�𝐿𝐿𝑦𝑦1(𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2) − 2𝐿𝐿𝑥𝑥1�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − ℎ𝑦𝑦��

384𝐿𝐿𝑥𝑥12𝐿𝐿𝑦𝑦13

(106) 

2.2 Casos especiales 

Hay dos casos: Caso X) cuando los momentos Mx1 y Mx2 
son cero; Caso Y) cuando los momentos My1 y My2 son cero. 

2.2.1. Caso Y 

La Fig. 5 muestra los tres casos posibles para una zapata 
combinada en forma de T sometida a una carga axial y un 
momento alrededor del eje X proporcionado por cada 
columna (My1 y My2 son cero). 

Para el caso Y-I, se asume que toda la superficie inferior 
de la zapata está comprimida y se utilizan las Ec. (15) a (22). 

Para los casos Y-IIA y Y-IIB, se asume que toda la 
superficie inferior de la zapata está parcialmente 
comprimida. 

Las presiones generadas por el suelo sobre la zapata se 
determinan mediante la ecuación general del plano de 
presiones, a partir de tres puntos conocidos. 

Ahora, los tres puntos conocidos del plano de presión son: 

𝑝𝑝1 �
𝑎𝑎1
2 ,𝑦𝑦𝑡𝑡 ,𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚� ;  𝑝𝑝2 �−

𝑎𝑎1
2 ,𝑦𝑦𝑡𝑡,𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚� ;  𝑝𝑝3 �

𝑎𝑎2
2 , 𝑦𝑦𝑡𝑡

− 𝐿𝐿𝑦𝑦1, 0�
(107) 

La ecuación general del plano de presión se determina de 
la siguiente manera: 

��
𝑥𝑥 −

𝑎𝑎1
2 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑡𝑡 𝜎𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

−𝑎𝑎1 0 0
𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1

2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1 −𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
�� (108) 

Resolviendo el determinante de la Ec. (108) se obtiene la 
presión en cualquier punto “σz”: 

𝜎𝜎𝑧𝑧 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑦𝑦�

𝐿𝐿𝑦𝑦1
(109) 

Para el caso Y-IIA, las ecuaciones para R y MxT son: 

𝑅𝑅 = 2� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

0

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ 2� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎2
2

0

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (110) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝑎𝑎1𝑏𝑏�2𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏� + 𝑎𝑎2�𝐿𝐿𝑦𝑦1 − 𝑏𝑏�2�

2𝐿𝐿𝑦𝑦1
(111) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

0

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏
+ 2� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑎𝑎2
2

0

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (112) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥

=
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑏𝑏(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)�2𝑏𝑏2 + 6𝐿𝐿𝑦𝑦1𝑦𝑦𝑡𝑡 − 3𝑏𝑏�𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦𝑡𝑡��

6𝐿𝐿𝑦𝑦1

+
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝑎𝑎2𝐿𝐿𝑦𝑦12�3𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1��

6𝐿𝐿𝑦𝑦1

(113) 

Para el caso Y-IIB, las ecuaciones para R y MxT son: 

𝑅𝑅 = 2� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎1
2

0

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (114) 

𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1

2
(115) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑎𝑎1
2

0

𝑦𝑦𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡−𝐿𝐿𝑦𝑦1
 (116) 

𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎1𝐿𝐿𝑦𝑦1�3𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1�

6
(117)
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(a) Caso Y-I (b) Caso Y-IIA 

 
(c) Caso Y-IIB 

Figura 5. Caso Y para flexión uniaxial. 
Fuente: Autores. 

 
 

2.2.2. Caso X  
 
Para una zapata combinada en forma de T sometida a 

carga axial y un momento alrededor del eje Y proporcionado 
por cada columna (Mx1 y Mx2 son cero). 

Para el caso X, se deben utilizar todas las ecuaciones de 
la flexión biaxial, porque puede existen un momento 
resultante MxT. 

 
2.3 Area óptima para zapatas combinadas en forma de T 

 
La superficie mínima (función objetivo) para todos los 

casos es: 
 

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = (𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2ℎ𝑦𝑦 (118) 
 
En la Tabla 1 se muestran las ecuaciones de las funciones 

de restricción para la flexión biaxial en cada caso. 
Las funciones que deben limitarse en la dirección del eje Y son: 
No limitadas: L1 ≥ c1/2 y L2 ≥ c3/2. 
Limitadas en la columna 1: L1 = c1/2 y L2 ≥ c3/2. 
Limitadas en la columna 2: L1 ≥ c1/2 y L2 = c3/2. 

Limitadas en las dos columnas: L1 = c1/2 y L2 = c3/2. 
Nota: c1 y c3 son los lados de las columnas en la dirección 

Y. 
 

Tabla 1. 
Funciones de restricción para flexión biaxial. 

Caso Funciones de restricción 
I Ec. (1)-(5), (7)-(9), (15)-(22), 0 ≤ σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6, σ7, σ8 ≤ 

σmax 
II Ec. (1), (2), (7)-(9), (24), (26), (28), Ly1 ≤ b, Lx1 ≤ a1 
III Ec. (1), (2), (7)-(9), (30), (32), (34), Ly1 ≥ b, Lx1 ≤ a1 
IV Ec. (1), (2), (7)-(9), (36), (38), (40), Ly1 ≥ b, Lx1 ≤ a1 
V Ec. (1), (2), (7)-(9), (42), (44), (46), Ly1 ≥ hy, Lx1 ≤ a1 
VI Ec. (1), (2), (7)-(9), (48), (50), (52), Ly1 ≥ hy, Lx1 ≤ a1 
VII Ec. (1), (2), (7)-(9), (54), (56), (58), Ly1 ≥ hy, Lx1 ≤ a1 
VIII Ec. (1), (2), (7)-(9), (60), (62), (64), Ly1 ≤ b, Lx1 ≥ a1 
IX Ec. (1), (2), (7)-(9), (66), (68), (70), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 
X Ec. (1), (2), (7)-(9), (72), (74), (76), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 
XI Ec. (1), (2), (7)-(9), (78), (80), (82), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 
XII Ec. (1), (2), (7)-(9), (84), (86), (88), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 
XIII Ec. (1), (2), (7)-(9), (90), (92), (94), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 
XIV Ec. (1), (2), (7)-(9), (96), (98), (100), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 
XV Ec. (1), (2), (7)-(9), (102), (104), (106), Ly1 ≥ b, Lx1 ≥ a1 

Nota: en todos los casos debe incluirse hy = L1 + L + L2, hy ≥ b, L1 ≤ b/2, a2 
≤ a1. 
Fuente: Autores. 
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Tabla 2. 
Funciones de restricción para flexión uniaxial. 

Caso Funciones de restricción 
Y-I Ec. (1)-(5), (7)-(9), (15)-(22), 0 ≤ σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6, σ7, σ8 ≤ σmax 

Y-IIA Ec. (1), (2), (7)-(9), (111)-(113), Ly1 ≥ b, Ly1 ≤ hy 
Y-IIB Ec. (1), (2), (7)-(9), (115)-(117), Ly1 ≤ b 

Nota: en todos los casos debe incluirse hy = L1 + L + L2, hy ≥ b, L1 ≤ b/2, a2 ≤ a1. 
Fuente: Autores. 

En la Tabla 2 se muestran las ecuaciones de las funciones 
de restricción para la flexión uniaxial en cada caso. 

Las funciones que deben limitarse en la dirección del eje 
Y son las mismas que las de flexión biaxial. 

3 Ejemplos numéricos 

Tres ejemplos numéricos se muestran para zapatas combinadas 
en forma de T que soportan dos columnas, y cada ejemplo presenta 
cuatro tipos de restricciones, las restricciones son: La restricción 1 
es para lados sin restricciones (L1 ≥ c1/2 y L2 ≥ c3/2); La restricción 
2 es para un lado limitado en la columna 1 (L1 = c1/2 y L2 ≥ c3/2); 
La restricción 3 es para un lado limitado en la columna 2 (L1 ≥ c1/2 
y L2 = c3/2); La restricción 4 es para dos lados limitados (lados 
opuestos) (L1 = c1/2 y L2 = c3/2). El ejemplo 1 es para una zapata 
combinada en forma de T sometida a carga axial y momentos en 
los ejes X e Y debido a las columnas. El ejemplo 2 es para una 
zapata combinada en forma de T sometida a una carga axial y un 
momento en el eje Y debido a las columnas. El ejemplo 3 es para 
una zapata combinada en forma de T sometida a una carga axial y 
un momento en el eje X debido a las columnas. 

Los datos para el ejemplo 1 son: c1 = 0.40 m, c3 = 0.40 m, P1 = 
1250 kN, P2 = 250 kN, Mx1 = 300 kN-m, Mx2 = 150 kN-m, My1 = 
200 kN-m, My2 = 200 kN-m, L = 6.00 m, σmax = 200 kN/m2. Los 
datos para el ejemplo 2 son los mismos que los del ejemplo 1, pero 
Mx1 = 0 kN-m, Mx2 = 0 kN-m. Los datos para el ejemplo 3 son los 
mismos que los del ejemplo 1, pero My1 = 0 kN-m, My2 = 0 kN-m. 

La Tabla 3 presenta los resultados del ejemplo 1. 
La Tabla 4 presenta los resultados del ejemplo 2. 
La Tabla 5 presenta los resultados del ejemplo 3. 

Tabla 3.  
Ejemplo 1 para P1 = 1250 kN, P2 = 250 kN, Mx1 = 300 kN-m, Mx2 = 150 
kN-m, My1 = 200 kN-m, My2 = 200 kN-m. 

Caso 

Amin 
(m2) 

Extremos 
libres 

Limitado 
en L1 

Limitado 
en L2 

Limitado 
en L1 y L2 

I 13.11 17.10 13.11 17.10 
II 45.00 * * * 
III 15.85 * 15.85 * 
IV 21.93 * * * 
V 15.62 * 15.62 * 
VI 11.59 11.73 11.59 15.51 
VII 15.53 * 15.53 * 
VIII 23.45 22.36 23.45 22.36 
IX 12.61 16.78 12.61 16.78 
X 14.09 14.46 14.09 14.46 
XI 12.98 16.58 12.98 16.58 
XII 14.94 * 14.94 * 
XIII 12.88 16.46 12.88 16.46 
XIV 13.12 13.44 13.12 13.44 
XV 12.71 * 12.71 * 

Note: * No hay solución disponible. 
Fuente: Autores. 

Tabla 4.  
Ejemplo 2 para P1 = 1250 kN, P2 = 250 kN, Mx1 = 0 kN-m, Mx2 = 0 kN-m, 
My1 = 200 kN-m, My2 = 200 kN-m. 

Caso 

Amin 
(m2) 

Extremos 
libres 

Limitado 
en L1 

Limitado 
en L2 

Limitado 
en L1 y L2 

I 12.57 12.80 12.57 12.80 
II 45.00 * * * 
III 15.55 * 15.53 * 
IV 21.91 * * * 
V 15.26 * 15.26 * 
VI 15.37 12.25 12.90 12.90 
VII 15.06 * 15.05 * 
VIII 22.45 22.45 22.45 22.45 
IX 12.56 15.82 12.56 15.82 
X 13.61 13.79 13.61 13.79 
XI 15.66 15.48 10.40 15.48 
XII 13.15 * 13.51 * 
XIII 12.56 15.45 12.56 15.45 
XIV 12.68 12.82 12.68 12.82 
XV 11.88 12.78 11.14 12.16 

Note: * No hay solución disponible. 
Fuente: Autores. 

Tabla 5.  
Ejemplo 3 para P1 = 1250 kN, P2 = 250 kN, Mx1 = 300 kN-m, Mx2 = 150 kN-
m, My1 = 0 kN-m, My2 = 0 kN-m. 

Caso 

Amin 
(m2) 

Extremos 
libres 

Limitado 
en L1 

Limitado 
en L2 

Limitado 
en L1 y L2 

Y-I 11.50 16.74 11.50 16.74 
Y-IIA 11.34 11.87 11.34 11.87 
Y-IIB 15.00 18.70 15.00 18.70 

Fuente: Autores. 

4 Resultados y Discusión 

Los resultados de la Tabla 3 muestran lo siguiente: 
1. El valor de “Amin” es el mismo para las restricciones 1 y

3, excepto en los casos II y IV que no hay solución
disponible en la restricción 3.

2. El valor de “Amin” es el mismo para las restricciones 2 y
4, excepto en el caso VI que sí hay solución disponible,
pero es diferente.

3. Las áreas mínimas “Amin” se presentan en el caso VI para
las restricciones 1, 2 y 3, y en el caso XIV para la
restricción 4.

Los resultados de la Tabla 4 presentan lo siguiente:
1. El valor de “Amin” es el mismo para las restricciones 1 y

3, excepto en los casos II y IV que no hay solución
disponible en la restricción 3, y también para los casos
III, VI, VII, XI XII, XV estos son diferentes.

2. El valor de “Amin” es el mismo para las restricciones 2 y
4, excepto en los casos VI y XV que sí hay solución
disponible, pero estos son diferentes.

3. Las áreas mínimas “Amin” se presentan en el caso XV
para la restricción 1, en el caso VI para la restricción 2,
en el caso XI para la restricción 3 y en el caso XV para
la restricción 4.

Los resultados de la Tabla 5 muestran lo siguiente:
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1. El valor de “Amin” es el mismo para las restricciones 1 y 3.
2. El valor de “Amin” es el mismo para las restricciones 2 y 4.
3. Las áreas mínimas “Amin” se presentan en el caso Y-IIA para 

todas las restricciones.

En las Tablas 6-8 se muestran en detalle las propiedades 
mecánicas y geométricas de los casos que presentan las áreas 
mínimas de cada ejemplo. 

Tabla 6. 
Propiedades mecánicas y geométricas de los casos que presentan las áreas mínimas del ejemplo 1. 

Caso R 
(kN) 

MxT 

(kN-m) 
MyT 

(kN-m) 
L1 

(m) 
L2 

(m) 
Lx1 

(m) 
Ly1 

(m) 
a1 

(m) 
a2 

(m) 
b 

(m) 
hy

(m) 
yt 

(m) 
Amin 
(m2) 

Extremos libres 
VI 1500 2034.12 400 0.20 0.20 0.92 6.40 3.38 1.00 2.18 6.40 2.26 11.59 

Limitado en L1 
VI 1500 2663.63 400 0.20 1.19 0.92 7.39 3.32 1.00 1.87 7.39 2.68 11.73 

Limitado en L2 
VI 1500 2034.12 400 0.20 0.20 0.92 6.40 3.38 1.00 2.18 6.40 2.26 11.59 

Limitado en L1 y L2 
XIV 1500 1328.82 400 0.20 0.20 21.83 6.83 8.04 1.00 1.00 6.40 1.79 13.44 

Fuente: Autores. 

Tabla 7. 
Propiedades mecánicas y geométricas de los casos que presentan las áreas mínimas del ejemplo 2. 

Caso R 
(kN) 

MxT 

(kN-m) 
MyT 

(kN-m) 
L1 

(m) 
L2 

(m) 
Lx1 

(m) 
Ly1 

(m) 
a1 

(m) 
a2 

(m) 
b 

(m) 
hy

(m) 
yt 

(m) 
Amin 
(m2) 

Extremos libres 
XV 1500 1095.78 400 0.25 0.20 50.00 5.54 6.44 1.00 1.00 6.45 1.98 11.88 

Limitado en L1 
VI 1500 4437.68 400 0.20 3.78 0.92 9.98 3.27 1.00 1.00 9.98 4.16 12.25 

Limitado en L2 
XI 1500 0 400 4.20 0.20 8.40 20.05 1.00 1.00 10.40 10.40 5.20 10.40 

Limitado en L1 y L2 
XV 1500 1081.82 400 0.20 0.20 38.73 5.50 6.76 1.00 1.00 6.40 1.92 12.16 

Fuente: Autores 

Los resultados de la Tabla 6 muestran lo siguiente: 
1. Todos los valores son iguales para las restricciones 1 y 3.
2. El valor menor de “a1” se encuentra en la restricción 2 y

el mayor en la restricción 4. Todos los valores de “a2” son 
iguales. El valor menor de “b” se encuentra en la
restricción 4 y el mayor en las restricciones 1 y 3. El valor

mayor de “hy” se encuentra en la restricción 2 y el menor 
en las restricciones 1, 3 y 4. 

3. El área mínima “Amin” aparece en el caso VI para las
restricciones 1 y 3, y la mayor aparece en el caso XIV
para la restricción 4.

Tabla 8. 
Propiedades mecánicas y geométricas de los casos que presentan las áreas mínimas del ejemplo 3. 

Caso R 
(kN) 

MxT 

(kN-m) 
MyT 

(kN-m) 
L1 

(m) 
L2

(m) 
Ly1 

(m) 
a1 

(m) 
a2 

(m) 
b 

(m) 
hy

(m) 
yt 

(m) 
Amin 
(m2) 

Extremos libres 
Y-IIA 1500 1476.28 0 0.50 0.20 6.44 5.64 1.00 1.00 6.70 2.18 11.34 

Limitado en L1 
Y-IIA 1500 1582.81 0 0.20 0.20 5.12 6.47 1.00 1.00 6.40 1.96 11.87 

Limitado en L2 
Y-IIA 1500 1476.28 0 0.50 0.20 6.44 5.64 1.00 1.00 6.70 2.18 11.34 

Limitado en L1 y L2 
Y-IIA 1500 1582.81 0 0.20 0.20 5.12 6.47 1.00 1.00 6.40 1.96 11.87 

Fuente: Autores 

Los resultados de la Tabla 7 muestran lo siguiente: 
1. El valor menor de “a1” se encuentra en la restricción 3 y

el mayor en la restricción 4. Todos los valores de “a2” son
iguales. El valor mayor de “b” se encuentra en la
restricción 3 y el menor en las restricciones 1, 2 y 4. El

valor mayor de “hy” se encuentra en la restricción 4 y el 
menor en la restricción 4. 

2. El área mínima “Amin” aparece en el caso XI para la
restricción 3, y la mayor aparece en el caso VI para la
restricción 2.
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(a) Ejemplo 1 (b) Ejemplo 2 

(c) Ejemplo 3 
Figura 6. Comparación entre el MA y el NM. 
Fuente: Autores. 

1. La restricción 3 muestra una zapata combinada
rectangular.
Los resultados de la Tabla 8 muestran lo siguiente:

1. Todos los valores son iguales para las restricciones 1 y 3,
y para las restricciones 2 y 4.

2. El valor menor de “a1” se encuentra en las restricciones 1
y 3, y el mayor en las restricciones 2 y 4. Todos los
valores de “a2” son iguales. Todos los valores de “b” son
iguales. El valor mayor de “hy” se encuentra en las
restricciones 1 y 3, y el menor en las restricciones 2 y 4.

3. El área mínima “Amin” aparece en el caso Y-IIA para las
restricciones 1 y 3, y la mayor aparece en el caso Y-IIA
para las restricciones 2 y 4.
La Fig. 6 muestra la comparación entre el MA (modelo

actual) y el NM (nuevo modelo). 
En los tres ejemplos se muestra un ahorro utilizando el 

NM con respecto al CM. Para el ejemplo 1, el mayor ahorro 
se produce con un 31.40% al limitar L1. Para el ejemplo 2, el 
mayor ahorro se produce con un 17.26% al limitar L2. Para el 
ejemplo 3, el mayor ahorro se produce con un 29.09% al 
limitar L1 y L2. 

5  Conclusiones 

El modelo presentado en este documento aplica 
únicamente para el área mínima de una zapata combinada en 
forma de T que soporta dos columnas alineadas sobre el eje 
longitudinal. Las consideraciones de este trabajo son: la 
zapata es rígida y el suelo que soporta a la zapata es elástico 

y homogéneo, que cumple con la flexión biaxial, es decir, la 
variación de la presión del suelo es lineal. 

Algunos autores presentan las ecuaciones para encontrar 
las dimensiones y la superficie mínima de una zapata, pero 
toda la superficie de la zapata está comprimida (ver Caso I 
para los tres ejemplos. 

El presente trabajo concluye lo siguiente: 
1. El modelo propuesto presenta la superficie mínima y las

funciones de restricción para los quince casos posibles
(flexión biaxial) y los tres casos posibles (flexión
uniaxial).

2. El modelo puede ser utilizado como una revisión de la
capacidad de carga admisible del suelo, tomando en
cuenta la función objetivo “σmax”, y las mismas funciones 
de restricción para flexión biaxial o flexión uniaxial.

3. Los ejemplos muestran un ahorro significativo con el
nuevo modelo en comparación con el modelo actual,
como se puede observar en la Fig. 6 de las
comparaciones, se tener un ahorro económico para el
ejemplo 1 del 31.40%, para el ejemplo 2 un ahorro del
17.26%, y para el ejemplo 3 un ahorro del 29.09%.

4. La principal ventaja de este estudio es que impacta
directamente en el costo de construcción de la zapata, ya
que, al presentar menor área de contacto con el suelo,
genera menor volumen de relleno de zapata.

5. El modelo propuesto puede utilizarse para zapatas
combinadas rectangulares; simplemente se establece a1
= a2 y b = hy.
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6. Cuando MxT es cero, la fuerza resultante se encuentra a 
lo largo del eje X (véase la Tabla 7). 

7. Cuando MyT es cero, la fuerza resultante se encuentra a 
lo largo del eje Y (véase la Tabla 8). 

8. El modelo puede utilizarse para las siguientes 
consideraciones: 
a) Lados sin restricciones (L1 ≥ c1/2 y L2 ≥ c3/2). 
b) Un lado restringido en la columna 1 (L1 = c1/2 y L2 

≥ c3/2). 
c) Un lado restringido en la columna 2 (L1 ≥ c1/2 y L2 

= c3/2). 
d) Dos lados restringidos (lados opuestos) (L1 = c1/2 y 

L2 = c3/2). 
Las siguientes investigaciones pueden ser: 

1. Diseño de costo mínimo asumiendo que el área de 
contacto con el suelo está parcialmente comprimida. 

2. Área mínima para zapatas combinadas de correas 
asumiendo que el área de contacto con el suelo está 
parcialmente comprimida. 

3. Área mínima para zapatas en suelos arenosos como se 
muestra en la Fig. 1(a).  

4. Área mínima para zapatas en suelos arcillosos como se 
muestra en la Fig. 1(b). 
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