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RESUMEN 

Es bien sabido que el método de Hüekel da para las energías de 
los distintos niveles en los sistemas conjugados de cadena recta de 
N átomos de C, la fórmula: 

kT 
tt = a — 2^ eos 

N + 1 
y para los sistemas conjugados cíclicos con N átomos en el anillo: 

2k7r 
tk = a + 2/3 eos 

N 
Sin embargo, es muy raro encontrar en los textos la deducción 

de estas fórmulas. El autor sólo conoce dos métodos de deducirlas. 
El primero, dado por T. K. Rebane (9), utiliza la resolución de 
ecuaciones de diferencias finitas, que es un método matemático 
poco conocido por los químicos. El segundo es el que da el profesor 
R. Pauncz (7). Aunque el método utiliza técnicas matemáticas 
más conocidas, emplea el cambio de variable X = 2cos 6 que im
plica una reducción drástica del intervalo de variación de la X, sin 
justificar la posibilidad de hacer esta reducción. Este trabajo in
tenta demostrar que esta sustitución puede hacerse sin ningún 
peligro de alterar el significado físico de los resultados. 
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ABSTRACT 

As is well known, Hückel's method, when applied to straight-
chain conjúgate systems of N C atoms gives the formula: 

kTT 

tk = a — 2/J eos 
N 4- 1 

for the different energy levéis. 
For cyclic conjugated systems with N atoms in the ring, it 

gives: 
2kn-

ty, — a -\- 2lS eos . 
N 

However, in standard textbooks it is quite unusual to find the 
deduction of these formulas. The author knows only two methods 
for the deductions. The first, given by T. K. Rebane (9), uses the 
solution of finite difference equations, whieh is a mathematical 
tool unfamiliar to most chemists. The second is given by R. Pauncz 
(7). Even though the latter uses better known mathematical tech-
niques, it employs the variable chango X =z 2cos 6. This implies a 
drastic reduction in the variation interval of X which is done 
without any justification. This work attempts to show that the 
chango can be made without endangering the physical meaning 
of the results. 

I P A R T E 

REPASO DE ALGUNOS ASPECTOS 
DEL MÉTODO DE HÜCKEL 

En el método de Hüekel para el estudio de las moléculas conju
gadas (1), (2), (3) y (4), el paso fundamental consiste en el plan
teamiento y resolución del determinante secular que permite obte
ner los valores permitidos de la energía para los estados estacio
narios del sistema. 

Si se tiene un sistema conjugado, con N átomos de carbono, el 
determinante secular en este método tiene la forma: 

d u di2 di3 . . . diN 

d21 d l l d23 . . . d2N 

DN = 

dwi dN2 d N3 INN 
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donde 
X si i = j 

I 1 si i ^ j pero el átomo i es vecino del (2) 
) átomo j en el sistema 

O en cualquier otro caso. 
d,- = 

y X está definida por: 

a — c 
X = (3) 

siendo así una variable que está relacionada directamente con la 
energía e de los distintos orbitales del sistema, a y ^ son dos cons
tantes para cada molécula, la primera de las cuales depende única
mente de la energía de un electrón en un átomo de carbono aislado, 
y la segunda de la energía de un electrón que está formando parte 
de un enlace TT. Se las conoce, respectivamente, con los nombres de 
Integral de Coulomb e Integral de Intercambio. 

DN es entonces un polinomio de orden N en la variable X, y 
la parte más importante del cálculo de una molécula por este método 
es hallar las N raíces. 

X], Xo, Xa, . . ., Xx 

de D.N. Es decir, los valores de X para los cuales 

D^.(X) = O (4) 

Aunque, en general, el problema se convierte entonces en la 
resolución de una ecuación algebraica de orden N, problema que 
no ha podido ser resuelto completamente más que para los valores 
más pequeños de N; existen, sin embargo, algunos sistemas con
jugados que, debido a la regularidad en la disposición de sus átomos, 
dan origen a determinantes seculares de extrema simplicidad, cuya 
solución puede hallarse fácilmente. 

A. HIDROCARBUROS ALTERNANTES 

Un hidrocarburo alternante es uno en el cual podemos marcar 
arbitrariamente algunos átomos, y dejar otros sin marcar, en for
ma tal que no quede unida en la molécula ninguna pareja de átomos 
del mismo tipo (marcados o sin marcar). 
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Ejemplos: 

Alternantes 

Sí en un sistema alternante marcamos los átomos comenzando 
por los marcados y siguiendo por los no marcados, obtenemos un 
determinante de forma muy particular. 

Ejemplo: 

Benceno. 

D Q M ^ 

X 0 
0 X 
0 0 
1 0 
1 i 
0 1 

0 
0 
X 
1 
0 
1 

1 
0 
1 
X 
0 
0 

i 0 
i 1 
0 1 
0 0 
X 0 
0 X 

(5) 

En la forma esquemática del determinante, las zonas claras 
corresponden a zonas donde todos los elementos son iguales a cero; 
en las zonas oscuras puede haber unos o ceros. 

No es difícil darse cuenta de que, en general, para todo hidro
carburo alternante de N átomos de C, m de los cuales están mar
cados, se obtendrá un determinante de la forma: 
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DNÍX) = 

(6) 
N 

-m 

V I '-X 
Esta forma tan peculiar del determinante hace que las solucio

nes de este tipo de sistemas tengan una serie de propiedades espe
ciales, la más importante de las cuales es el Teorema de Aparea
miento debido a Coulson y Rushbrooke (5) : 

"Si un hidrocarburo alternante tiene el nivel de energía 
a -\- X/8, entonces también tiene el nivel a — X/3. Esto es, las raíces 
del determinante secular forman siempre parejas iguales en mag
nitud y de signo opuesto". 

Aunque el teorema tiene más implicaciones, en este contexto 
nos basta con este enunciado. 

B. LAS CADENAS RECTAS NO RAMIFICADAS. 

Un hidrocarburo que forme una cadena recta conjugada no 
ramificada, presenta un determinante secular particularmente sen
cillo: 2 4 .̂  fi 

/\/V- X/ 
1 3 B N-1 

R N ( X ) 

x» \ 

\xi\ 
^x» X \ 

\ I X 
N 
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Resolviendo el determinante por cofactores: 

R,=X 

XI 
IX 

IX 

XI 
IXI 

(8) 

-N - 1 N-2-

Es decir: 
R.x = X . R x i - RN.2 (9) 

La relación (9) nos proporciona una fórmula de recurrencia 
entre los determinantes correspondientes a cadenas rectas. Esta 
relación es idéntica a la presentada por los polinomios de Chebyshev 
(6) , que se define 

Ro(X) = 1 

R i ( X ) = X 

R N ( X ) = X . R N . I ( X ) - R N . 2 ( X ) . (10) 

Si se hace la sustitución: 

X = 2cos 0 (11) 

es fácil probar por inducción que 

sen(N + 1)61 
R N ( X ) = 

sen 6 
ya que: 
para N = 0: 

para N = 1: 

Ro(X) = 
sen 9 

= 1 

R i ( X ) = 

sen 6 

sen 2 6 
2cose = X 

(12) 

(13) 

(14) 
sen e 

y, para cualquier valor de N : 
sen(N + l)(9 s e n ( N - l ) i 9 

R.x(X) + Rx.2(X) = + 
sen 6 

sen N 6 

sen 6 

2 cose 
sen O 

X R x . i ( X ) 
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por lo tanto, la fórmula de recurrencia se cumple en el caso general. 
Para resolver ahora el determinante correspondiente a la ca

dena de N átomos de carbono, basta con hacer 

sen(N + 1)6» 
R., = O (16) 

sen# 

que se cumple siempre que 

(N + l ) e = K,r K = o, 1, 2, . . . (17) 

o, lo que es lo mismo: 
K ^ 

X = 2 eos (18) 
N + 1 

La energía de los distintos niveles estará dada entonces por 

kjr 
ek = a — 2/8 eos (19) 

N + 1 

El método de deducción dado para la fórmula (19) es el ense
ñado por Pauncz (7), y a pesar de su elegancia tiene un problema 
grave, pues el cambio de variable (11) implica una reducción drásti
ca del rango de variación de X, que en el determinante original es de 
- 00 a oc, y al hacer la sustitución queda restringido a - 2 ^ X ^ 2. 
El objeto de este trabajo es mostrar que esa reducción puede ha
cerse sin ningún peligro, tanto para el caso de las cadenas rectas 
como para el de los anillos de N átomos de carbono. En la segunda 
parte se dará esta demostración. 

C. LOS ANILLOS DE N ÁTOMOS DE CARBONO 

Para un anillo de N átomos de C: 

el determinante secular adopta también una forma bastante simple: 
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C N ( X ) = 

X l \ 
4 X l \ 

\ • . 

\ *. 
s 

\ 

I 

. N 

\ i X̂  

(20) 

Reduciendo por cofactores, es fácil mostrar que (8) : 

CN = Rx - RN.2 - 2 ( - 1 ) ^ ' (21) 

donde R.v y RN-2 son los determinantes correspondientes a una ca
dena recta de N átomos y a una de N — 2 átomos de carbono, res
pectivamente. 

Si se acepta la forma (16) para estos determinantes, se tiene: 

C N — 

de donde: 

sen(N4- 1)^ 

sen e 

sen(N — 1)9 

sen 9 
- 2 (-I) '" ' (22) 

(23) C.N- = 2 eos N (9 - 2 ( - l ) ^ ' 

y las raíces del determinante estarán dadas por la condición: 

CN = 2cosN0 - 2 ( - l ) ^ ' = O (24) 
o 

cosN9 = ( - l ) N (25) 

que se cumple siempre que 

Nfl := NTT + 2K,r K = O, 1, 2, . . . (26) 

Y, por tanto, recordando el cambio de variable (11) : 

N TT + 2 K TT 2 K TT 2 K TT 

X = 2cos [ ] = 2cos [ h T ] = —2eos (27) 
N N N 

con lo cual resulta que la energía de los distintos niveles del anillo 
está dada por: 

2K7r 
€fc = a + 2/3eos [ ] (28) 

N 

De nuevo, el método de deducción de la expresión (28) es vá
lido sólo si se muestra que la sustitución X = 2eos 9 es válida tam
bién en este caso. A continuación pasamos a mostrar esto. 
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I I P A R T E 

A. PROPIEDADES GENERALES DE LOS R^ 

Los determinantes RN- correspondientes a las cadenas rectas 
pueden definirse por: 

Ro = 1 
R, = X (29) 

R N —- X . XVN-1 — R N - 2 

Esta definición los dota de algunas propiedades interesantes: 

TEOREMA 1 

Para X = 2, todo Rx tiene el valor: 
R ^ , ( 2 ) = N + 1 (30) 

Prueba por inducción: 
i. Se cumple para N = O: 

Ro(2) = 1 = 0 + 1 
ii. Se cumple para N = 1: 

Ri(2) = 2 = 1 + 1 
iii. Si se cumple para Rx.2 y para Rxi, entonces se cumple 

para Rx: 
Rx.2(2) = N - 2 + l = N - l 
R x . , ( 2 ) = N - l + l = N 

Rx(2) =2.Rx. , (2) -Rx.2(2) 
= 2 N - ( N - 1 ) 
= N + 1 Q.E.D. 

TEOREMA 2 

Si para algún N se cumple que, para todo X > 2 
Rx-,(X) >Rx.2(X) > 0 

entonces 
Rx(X) > Rx.i(X) para X ̂  2 (31) 

Prueba. 

En el intervalo X ^ 2 
Rx(X) = X R x - , ( X ) -Rx-2 (X) ^ 2Rx.,(X) - R N . 2 ( X ) 

= Rx.i(X) +R.x . , (X) - R N . 2 ( X ) 
= Rx.i(X) + A 
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donde obviamente hemos hecho 

A = Rx.i(X) -Rx.2(X) 

Se tiene entonces 

R.x(X) ^R.v.,(X) + A 

pero, de acuerdo con la hipótesis, A es una cantidad estrictamente 
positiva y, por tanto, 

R N ( X ) >Rx. i (X) Q.E.D. 

Es obvio que la prueba sólo es válida para X ^ 2, puesto que 
si X < 2 no se puede plantear la primera desigualdad. 

Corolario. 

Para X ^ 2 todos los RN son positivos, más aún, 

R N ( X ) > RN. I (X) > RN-O(X) > . . . > R , (X) > RO (R) > O (32) 

El corolario se sigue inmediatamente del hecho de que Ri(X) 
y Ro(X) cumplen la hipótesis del teorema 2. 

TEOREMA 3 

La derivada de Rx está dada por: 

1 N - 1 

R = ^ RKR.V - I - K 
N K = o 

Prueba. 

En general, la derivada del determinante 

d u di2 . . . diN 

d21 d22 . . . d2N 

D = 

dwi dN2 . . . dNN 
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está dada por: 

d u di2 . 

d21 d22 

D'= 

diN 

d2N 

d u di2 

d21 d22 

llN 

12 N 

d n di2 

dl2 d22 

+• • •+ 

diN 

d2N 

(34) 

dwi d N2 iNN dm d N2 iNN dwi d N2 iNN 

Aplicando la relación (34) al determinante Rx, obtenemos des
pués de desarrollar por cofactores y factorizarlos por bloques: 

R N = RN-1 + X R N - 2 + R 2 R N - 3 + R3RX-4 + . . . 

. . . + RN-3R2 + RN-2X + RN-1 

O en notación más compacta: 
N - 1 

R ' N = ^ ^ RRRN-I-K Q .E .D. 
K = 0 

TEOREMA 4 

Para N par, N = 2 m, Rx es una función simétrica en X: 
R 2 m ( - X ) =R2„ , (X) (35) 

Para N impar, N = 2m + 1, RN es una función antisimétrica 
en X: 

Prueba. 
R2 i ( - X ) = - R 2 „ + i ( X ) (36) 

La prueba se sigue inmediatamente de la definición (29) de 
los RN, ya que de acuerdo con ella, para N par, RN consta única
mente de potencias pares de X, mientras que para N impar, sólo 
aparecen en RN las potencias impares de X. 

B. EL INTERVALO DE VALORES DE LA ENERGÍA 
EN LAS CADENAS RECTAS 

TEOREMA 5 

Todas las raíces de R N ( X ) están comprendidas en el intervalo 

- 2 < X < 2 
Prueba. 

La fórmula (32) que se obtuvo como corolario al teorema 2 
implica que todos los Rx(X) son estrictamente positivos para 
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X ^ 2 y, por tanto, no pueden tener ninguna raíz en esa región. 
Como, más aún, de acuerdo con el teorema 1, X = 2 nunca puede 
ser una raíz de R N ( X ) , se concluye que todas las raíces del poli
nomio corresponden a valores de X menores que 2. 

Ahora bien, Rx(X) es el determinante correspondiente a un 
hidrocarburo conjugado de cadena recta, y un hidrocarburo de este 
tipo siempre es alternante, de modo que según el Teorema de Apa
reamiento, si Rx(X) no tiene ninguna raíz para X ^ 2, tampoco 
puede tenerla para X ^ — 2. Además, estas raíces corresponden a 
los valores propios de un hamiltoniano, que por ser un operador 
hermítico sólo puede tener valores propios reales, con lo cual se 
concluye que Rx(X) tiene N raíces reales en el intervalo — 2 < X 
< 2, quedando así completa la prueba del teorema. 

El teorema 5 implica que si estamos interesados en el deter
minante Rx(X) sólo por el valor de sus raíces, podemos hacer 
con tranquilidad la sustitución: 

X = 2cose 
Así, la prueba dada anteriormente de la fórmula (19) puede con
siderarse ahora como completamente rigurosa. 

Cabe mencionar, como conclusión, que las energías de los dis
tintos niveles en los hidrocarburos conjugados de cadena recta 
están comprendidas todas en el intervalo 

a + 2/3 < e < a - 2̂ 3 (37) 

C. EL INTERVALO DE VALORES DE LA ENERGÍA 
EN LOS ANILLOS CONJUGADOS 

TEOREMA 6 

Todas las raíces de Cx(X) están comprendidas en el intervalo 
- 2 ^ X ^ 2 

Prueba. 

Para probar el teorema, comenzaremos por ver cuánto vale 
Cx (2) : 

Según la fórmula (21) : 
CN(2) = Rx(2) - RN.2(2) - 2 ( - l)^• 

= ( N + 1 ) - ( N - 1 ) - 2 ( - l ) ^ -
= 2 - 2 ( - l ) ' ^ (38) 

entonces, si N es par, N = 2m: 

C 2 ^ ( 2 ) = 0 (39) 
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si N es impar, N = 2m + 1: 

C2m + l ( 2 ) = 4 (40) 

Estas igualdades nos muestran en part icular que C N ( 2 ) siem
pre es un número positivo o cero 

C N ( 2 ) ^ O (40a) 

Ahora vamos a estudiar la derivada de Cx: 

a par t i r de la relación (21) se obtiene: 

C N = : K N — K N-2 

y, utiHzando el teorema (3) : 

C N ^ R J J R N - I - K — R R R X - S - K 

o N ^= KN-IKO + IVN-2R1 

que, recordando la definición de Ri y de Ro se convierte en : 

C'x = RN-1 + XRN-2 (41) 

Y, como sabemos que para todo X > 2 

RN 1 > RN-2 > O 
vemos, que para X > 2, 

C N > O (42) 

o; siempre para X > 2, 

CN (X) > Cx (2) > O (43) 

y así, C N ( X ) no puede tener ninguna raíz mayor que 2. 

En el caso de que N sea par, el anillo de N átomos de C es 
un sistema alternante, y el teorema de apareamiento implica que 
CN tampoco puede tener raíces inferiores a — 2 ; sin embargo, para 
ver que esto es válido también para valores impares de N no es 
suficiente este criterio, puesto que ahora el anillo no es al ternante. 

Para N impar, N = 2m + 1, recordamos el teorema (4) : 

R2m+l(— X) =: — R2m-|-l(X) 

Reemplazando esta igualdad en la fórmula de recurrencia de 
los CN' obtenemos: 

C2m -K 1 ( — X ) =: R2m -f 1 ( — X) — R2m-1 ( — ) + 2 
= - R 2 m + l ( X ) +R2„,-l(X) + 2 
= - ( R 2 „ + i ( X ) - R 2 „ - i ( X ) + 2 ) + 4 

es decir, 

C2r. + l ( - X ) = - C 2 m + l i X ) + 4 (44) 

Si recordamos ahora que C2n, + i (2) = 4 : 

C,™^, ( - 2 ) = - 4 + 4 = 0 
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con lo cual queda comprobado incidentalmente, que — 2 es siempre 
una raíz de C2m + i y, por lo tanto, de cualquier Cx, puesto que ya 
sabíamos que lo era de C2m. 

Ahora, reemplazando la relación (43) en la (44), obtenemos 
para todo X > 2: 

C2m + i ( - X ) = - C 2 „ > + i ( X ) + 4 < - C 2 . + i ( 2 ) + 4 = 0 (45) 

que prueba que para X < — 2, Com + i es estrictamente negativo 
y no puede tener raíces en este intervalo. 

Esto completa la prueba del teorema 6. 

ConcluMón. 

Hemos mostrado que la sustitución 

X = 2cose 

dada generalmente sin justificación, es estrictamente válida tanto 
para hidrocarburos alternantes como para hidrocarburos cíclicos 
con número par o impar de átomos de carbono. 
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