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RESUMEN

Se presenta un estudio cualitativo del Método Directo de H. Hauptman
para resolver el problema de la fase en anélisis estructurales de
monocristales. Se analiza con algun detalle el caso de invariantes estruc-
turales de tripletes.

ABSTRACT

A qualitative analysis of the Direct Method introduced by H. Hauptman to
solve the phase problem in single crystals X-ray studies is presented. The
structural invariant for the case of a triplet is analyzed.

INTRODUCCION

La informacién experimental que ofrece un cristal al difractar un haz de
rayos X (o neutrones) s6lo aporta valores de intensidades pues la otra
componente fundamental del haz, la fase, se pierde por limitaciones
intrinsecas del sistema de deteccién. La pérdida de la fase en estudios
estructurales constituye un problema central en esta técnica y sélo fue
superado gracias al Método Directo propuesto por H. Hauptman en 1950.
El Método Directo permite, a través de un tratamiento matemdtico denso,
rescatar la informacién sobre la fase a partir de las magnitudes de las
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intensidades de los rayos difractados. Esta es su esencia. El Método
Directo designa a los vectores de la red reciproca como variables aleatorias,
y luego establece una combinacién lineal de fases que no dependen de la
estructura -invariantes estructurales- las cuales constituyen también va-
riables aleatorias. Estas invariantes se calculan en una aproximacién
probabilistica para derivar de ellas el valor de las fases desconocidas.
Esta es su estrategia general. Los cdlculos mateméticos implicitos en el
Método Directo exceden en dificultad a los procedimientos mateméticos
estdndares que se presentan en el manejo de problemas de analisis de
estructuras. Por esta razdén en la gran mayoria de textos (1,2) sobre rayos
X, tan sélo se menciona la existencia de este método en forma tangencial.
El tema es restringido alin entre especialistas.

En el presente articulo se ofrece una descripcién cualitativa de las princi-
pales caracteristicas del Método Directo, mostrando su aplicacién al caso
mas sencillo: cdlculo de invariantes estructurales de tripletes. Se ofrece
paralelamente una seleccién bibliogréfica que permita al interesado
involucrarse en el tema en forma expedita.

La terminologia y procedimientos principales del Método Directo se pre-
sentan en una secuencia sencilla, en un esfuerzo por hacer este tema mas
accesible e involucrarlo en las discusiones generales sobre estudios es-
tructurales.

1. Problema de la fase.

Cuando los rayos X son dispersados por los electrones de los dtomos, es
importante considerar la funcién de densidad electrénica P asociada a
cada atomo. La disposicidon geométrica de los cristales implica una perio-
dicidad de p . Es evidente que la periodicidad es también una caracteris-
tica de la densidad electrénica, por tanto P, Puede expresarse por medio
de una serie de Fourier

I w 49
Py = 7 Fe exp(-ZniHrj) (n

=1

En donde,

V - volumen de la celda unitaria

f{ - vector de red reciproca

F, - factor de estructura

?’ - vector de posicion del dtomo j

N - numero de 4&tomos en la celda unitaria
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La relacién entre el factor de estructura y la densidad electrdénica viene
dada por

L
F, = Ip,exp(2niH.r)dV (2)
v
Cada F es un nimero complejo que se expresa en forma polar como

F . IFlexp(i®;)  (3)

La amplitud y la fase de cada haz difractado constituyen sus elementos
mds importantes.

La amplitud o la intensidad de una reflexién permiten obtener directa-
mente la magnitud del factor de estructura complejo |F |; sin embargo las
fases ®; que determinan la densidad electrénica P S€ pierden en el
experimento de difraccién. Lo anterior constituye el problema més impor-
tante de la cristalografia de monocristales.

H. Hauptman (3) aborda el problema de la fase considerando en lugar del
cristal real, al cual estd asociada una densidad electrénica continua Py
un cristal ideal constituido por N particulas de itomos discretos no
vibrantes, y reemplazando el factor de estructura F, por el factor de
estructura normalizado (4,5) E, dado como

E, = |EJexp(i®g)  (4)

1 & + -+
E,= -—0—;;5{; exp(eriH.r') (5)

Siendo o, = ffj", endonden=1,2,3 (6)

1=
f es el factor de dispersién atémico. Para dngulos de difraccién iguales a
cero f es igual a Z, el niimero atdmico correspondiente.

En la préctica la magnitud de [E,[ se obtiene de los valores de intensidad
observada |F |.

La solucién al problema de la fase se puede ahora visualizar, cambiando
la ecuacién (5) por

1
IE, =E

;:j; exp(2_1ti'l:i -’rj) (7)
=1
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En esta ecuacién los valores |E,| se obtienen a partir de las reflexiones
medidas experimentalmente y se consideran por tanto conocidos. Las
magnitudes desconocidas en (7) estdn representadas por las coordenadas
de posicidn r‘lde cada uno de los N 4tomos de la celda unitaria, si ellas se
determinan la estructura del sistema quedaria en principio resuelta.

El nimero de incégnitas es por tanto 3N. El nimero de reflexiones H que
en la prictica se observa en un experimento de rayos X usualmente es
mayor que el numero de incdgnitas 3N, por lo tanto el nimero de
ecuaciones implicadas en (7) es mayor que el nimero de incégnitas y este
sistema de ecuaciones resulta sobredeterminado. De esta forma el proble-
ma de la fase, expresado en estos términos resulta, en principio, resuelto
(4,6,7).

2. El Método Directo.

La determinacién de los vectores de posicién F’ derivados de la ecuacidén
(7) no permite resolver en forma univoca una estructura determinada. En
efecto, los valores de |£E,| son funciones exclusivas de la estructura, pero
los valores de r'l dependen de la estructura, y de la definicidon de un origen
determinado. Es imperativo por tanto, precisar un origen para con base en
él, definir el valor de los vectores 7. El problema del origen puede sin
embargo soslayarse calculando los factores de estructura con base en la
ecuacién (4). Si bien es cierto, la fase @ asociada a la reflexién H
depende de la estructura y obviamente de un origen, es posible sin embar-
go calcular combinaciones lineales de fases (3,7,8) (Invariantes de Es-
tructura), que resultan independientes de un origen determinado y derivar
de alli el valor de las fases deseadas.

Los invariantes de estructura se calculan con base en los valores de |E, |,
de forma que una vez mds, el problema de la fase posee una solucién
adecuada.

2.1 Invariantes de estructura,

Si el origen de coordenadas se traslada a un nuevo punto cuyo vector de
posicién sea f,con respecto al origen inicial, (fig. 1), entonces la fase @
del factor de estructura normalizado E, con relacién al origen inicial, se
reemplaza por un nuevo valor ®'; que resulta ser, de acuerdo a (5)

-

@ = ®; -2nHo,  (8)

- -
Siempre que el producto H.r_sea un ndmero entero entonces, @', = @ es
decir la fase ®; no dependerd del origen y por tanto se le considerard
como una cantidad invariante.
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L 25 'y

A =B

lo

A-origen inicial, B- nuevo origen

Figura 1. Determinacion de una invariante de estructura.

Si se aplica la expresi6n (8) a tres fases, @, ®@;, @y, se tendrd que la suma
de ellas ¥, = @3+ @y + ®; se expresa en términos del nuevo origen como

|PI’=0;‘:|+°E!+®:|
y de acuerdo a (8)
¥ '= ¥, 2r(A+K+L)r,  (9)

Se tiene entonces que ¥, =¥, (¥, es por tanto una invariante estructu-
ral), si de acuerdo a (9)

(H+K+L)=0 (10)

De la misma forma la combinacidn lineal de cuatro fases ¥, = @3+ @z +
@+ @ es una invariante estructural si

(H+K+L+M)=0 (1)

Por este procedimiento, se definen las magnitudes ¥ (combinaciones
lineales de fase) como invariantes estructurales pues su valor, definido
por la estructura, no depende de la escogencia del origen.

2.2 Semiinvariantes de estructura.

Para algunos grupos espaciales particulares, el origen de coordenada no
puede ser arbitrario sino que estd restringido por factores de simetria
inherentes a los grupos. En tales casos es posible también derivar combi-
naciones lineales de fases que resulten independientes de los origenes
permitidos, estas combinaciones se denominan semiinvariantes estructu-
rales (3,8.9).
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Una fase senc1l|a @ serd una semiinvariante estructural, si de acuerdo a (8)
el producto H. r es un niimero entero. Pero en este caso r estard restringido
por la simetria del cristal. Para el grupo espacial Pl exnsten ocho origenes
permitidos: (0.0,0) (1/2,0,0,), (0,1/2,0), (0,0,1/2), (1/2,1/2,0), (1/2,0,1/2),
(0,1/2,172) y (1/2,1/2,1/2) (11). Por lo tanto ®:es una semiinvariante de
estructura en P1, si las tres componentes de H son numeros pares enteros.
En el grupo espacial P4 los origenes permitidos de H son (0,0 Z), (1/2,1/
2,Z), Z es arbitrario. @7 serd una semiinvariante estructural si (A+K) es un
nimero par y [ es cero.

La combinacién lineal de dos fases ‘¥, = @+ @y, partiendo del analisis
de la ecuacion (9), seré una, semnnvarlame estructural en PT sélo si los
tres componentes de H + K son nimeros pares enteros. En el grupo
espacial P4 se da la semiinvariante estructural si (h + k) + (h, + k,) es un
nimero pary (1, + 1,) =0

El mismo andlisis se aplica a todos los grupos espaciales existentes y
obviamente es ficilmente asimilable a combinaciones de tres fases ¥, o
de ordenes superiores.

Toda estructura invariante constituye también una estructura semi-
invariante. Las posibles invariantes y semiinvariantes estructurales para
los 230 grupos espaciales disponibles han sido calculadas y se encuentran
en la literatura (11,12).

2.3 Principio de la vecindad.

Cualquier punto de interferencia constructiva que se obtenga en un espec-
tro de rayos X contiene informacién de todo el cristal dispersor. Es logico
suponer que la contribucién sobre este punto no puede ser la misma por
parte de cada uno de los puntos que definen el espacio real y que debe
existir cierta distribucién que otorgue prioridades en este sentido. Esta
distribucidn, resulta en efecto ser una gaussiana.

Un andlisis similar es tomado por Hauptman (13,14) para definir el
principio de la vecindad (8,10). De acuerdo a este principio el valor de
cualquier invariante o semiinvariante ‘¥ estd definido por un pequefio
grupo de valores |E| que se denomina vecindad de ‘¥, y es relativamente
independiente del resto de valores |E| disponibles. Toda invariante o
semiinvariante posee una o més vecindades, o sea grupo de valores de |E|
que permiten calcular su mejor valor.

Para el caso de una invariante o semiinvariante de tres fases e

primera vecindad estd definida por tres magnitudes [Ez|, |Egl, |El, para
una semiinvariante ¥, su primera vecindad estd dada por cuatro
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magnitudes|Egl, |EY, |Ez, |Ezl, y una segunda vecindad por siete magnitu-
des, las anteriores mas IE.:.KI |Em_{, |E7.z). En la actualidad las vecinda-
des de todas las invariantes y semiinvariantes de estructura estan defini-
das (6).

3. La estrategia del Método Directo.

Lo expuesto anteriormente resalta la importancia de las invariantes de
estructura. Una vez identificadas las invariantes (o semiinvariantes, dada
la simetria del cristal) y asumiendo que un conjunto seleccionado de
intensidades estd disponible a partir de los patrones de difraccién, el
calculo de las fases respectivas se realiza a partir de un estimativo
probabilistico de las invariantes de estructura. De esta forma las invariantes
de estructura sirven de puente para correlacionar los valores de [Ej|
disponibles y los valores ®;de las fases desconocidas.

El desarrollo de técnicas matematicas basadas en criterios probabilisticos
para calcular los valores de las invariantes de estructura es tal vez el
aporte mas importante que realiza H. Hauptman (15) al desarrollo de
estudios estructurales.

Las distribuciones probabilisticas en estudios de rayos X fueron introdu-
cidas por A. J. C. Wilson (16) en 1949. El concepto de probabilidad
conjunta y su importancia en la determinacion de fases fue desarrollado
por Hauptman y Karle (12). En esta aproximacion y en desarrollos poste-
riores sobre el Método Directo, la estructura del cristal se considera fija y
se asume que los vectores H K L...de la red reciproca son variantes
primitivas aleatorias distribuidas uniformemente en un espacio denomi-
nado reciproco. De esta forma una invariante (o se!piigvagiante) de es-
tructura como funcién de estas variables primitivas H, K, L...es también
una variable aleatoria y su probabilidad condicional, dado un conjunto
apropiado de magnitudes de factores de estructura, puede calcularse.

Se establece asi un estimativo probabilistico de las invariantes o
semiinvariantes de estructura en términos de valores apropiados de las
magnitudes de factores de estructura.

4. Andlisis de un triplete.
Consideremos una invariante estructural de tres fases denominada triplete,
Esta invariante ‘¥, estd definida como

¥, =P+ 0+ ®; (12)

Donde ®; @3, ®; representan las fases de los factores de estructura
normalizados, Es, E;, Eydefinidos por la ecuacion (4).

)
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H, K. L son vectores de la red reciproca que satisfacen la ecuacidn (10),
por tanto ¥, es una invariante estructural. La primera vecindad, de
acuerdo a 2. 3 la constituyen las tres magnitudes |Ej|, |Ez|. |E}|.

Se asume que la estructura cristalina estd constituida por N atomos en el
grupo espacial P1 fijo. Se introducen tres nimeros no negativos R, R, R,
definidos como

R, = [E;|, R, = |E2|, R, = [E;|  (13)

Un espacio cartesiano se puede interpretar como un conjunto de puntos
definido cada uno por valores de nimeros reales (x, y, z). En forma similar
se define un espacio reciproco como un conjunto de valores (h k i) de los
vectores de la red reciproca H, K, L.

Se supone finalmente que la variable aleatoria fundamental (primitiva)
constituida por los valores (h,k, i) esta distribuida uniformemente en el
espacio reciproco y que ademas se cumple la ecuacion (10).

De esta forma la invariante estructural ¥, las fases @, @3, @; y las
magnitudes de los factores de estructura IE*I, |[Ezl, |EZ|, como funciones
(ecuaciones (5) y (7)), de la variable aleatona primitiva son a su vez
variables aleatorias y su probabilidad conjunta puede calcularse em-
pleando procedimientos definidos en la teoria de probabilidades.

A partir de esta probabilidad conjunta se puede derivar la probabilidad
condicional conjunta de las fases @, @2, ®- dado los valores R,R,, R, 0
sea P(®, @, O}IR,R, R)). Fuando Iuego los valores conocldos R R R
e integrando en relacién a las fases desconocidas @3, @2, @, entre 0 y 21:
se obtiene la probabilidad condicional P(‘i‘]lRl.Rz,R,), que def’ne valores
probables de la invariable de estructura ¥, dados como conocidos los
valores de R, R,, R, que definen su primera vecindad.

Aplicando el procedimiéato descrito, Hauptman deriva (17,18) la proba-
bilidad condicional para ¥, como:

l
P('¥,|R,,R,R,) =—exp(A cos'¥,) (14)
K

20!
A=— RRR, (15)
a;?

K es una constante de normalizacién y o_estd definida por la ecuacién (6).
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El valor de A es positivo, por tanto P(*¥,|R ,R,,R,) posee un méximo unico
para ¥ =0. Este méximo serd més pronunciado cuanto mayor sea el valor
de A. Por tanto en los casos favorables que A sea grande (A>3 en el
andlisis de Hauptman) la expresién (14), provee un estimativo confiable
de la invariante de estructura ‘¥,

¥,=0 A esgrande (16)

La probabilidad (14) sélo permite estimativos de ¥, alrededor de su valor
cero. El procedimiento descrito anteriormente puede aplicarse en general
a cualquier invariante o semiinvariante de estructura de 6rdenes superio-
res ¥, ¥, etc, con aproximaciones matemdticas mas complejas, pero que
permiten estimativos de los valores méas probables de estas invariantes en
el intervalo de - =, =.

Un anédlisis similar permite a su vez calcular P(‘¥,|R,R,,R,) para cual-
quier simetria. De esta forma se genera informacion sobre los valores mas
probables de la invariantes o semiinvariantes de estructura y se obtienen
valores de las fases asociadas a los factores de estructura (ecuacitn 4),
logréndose la caracterizacién del cristal en estudio.

El estimativo del triplete ‘¥,, ecuacién (14), resulta ser una de las
ecuaciones fundamentales en los programas de computo utilizados por el
Método Directo.

Invariantes y semiinvariantes de 6rdenes superiores juegan un papel im-
portante particularmente para el analisis dé estructuras complejas cuando
la informacién de difraccién es limitada en cantidad y calidad.

CONCLUSIONES

En este articulo se presenta la fundamentacién cualitativa del Método
Diretto obviando en gran parte su aita complejidad matemdtica.

Los elementos centrales del Método Directo lo constituyen la derivacion
de las invariantes y semiinvariantes de estructura y su estimativo
probabilistico que reduce las magnitudes de los factores de estructura a
simples parametros matematicos.

La fundamentacién matemética del Método Directo es, sin duda, una
inmensa dificultad para un estudiante o cristalégrafo no matemético. Sin
embargo, su discusién cualitativa permite una comprensién de la
fundamentacién conceptual que define los métodos cristalograficos mas

[77]
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importantes que en la actualidad se emplean en la elucidacién de estruc-
turas altamente complejas .

BIBLIOGRAFIA

1. Stout, G. H.; Jensen, L. H., X- Ray Structure Determination, Collier-
Macmillan Ltd., London., 1969.

2. Ladd, M. F. C.; Palmer, R. A. Structure Determination by X Ray
Cristallography, Plenum Press, New York, 1985.

3. Hauptman, H.; Karle, J. Acta Cristallogr. 1956, 9-45.
4, Hauptman, H. Chem Sc. 1983, 92 (4,5). 291-321.

5. Hauptman, H. Acta Cristallog. 1977d, A33, 568.

6. Hauptman, H. Science. 1986, 233, 178-83.

7. Hauptman, H. Physics Today. 1989, 24-9.

8. Hauptman, H. Acta Cristallogr. 1976b, A32, 877.

9. Hauptman, H. Acta Cristallogr. 1977, ‘A33, 553.

10. Hauptman, H. Science. 1993, 259, 1430-3.

11. International Tables of X-ray Crystallography, vol I, Birmingham,
Kynoch press, England, 1962.

12. Hauptman, H.; Karle, J. Solution of the phase problem. A. C. A,
monograph N 3 policrystal book service Pittsburg, 1953.

13. Hauptman, H. Acta Cristallogr. 1976a , A32, 877.
14. Hauptman, H.. Acta Cristallogr. 1977b, A33, 556.
15. Hauptman, H.; Karle, J. Physics Rev. 1950, 80, 244.
16. Wilson, A. J. C. Acta Cristallogr. 1949, 2, 318.

17. Hauptman, H. Acta Cristallogr. 1975a, A3l, 671.
18. Hauptman, H. Acta Cristallogr. 1977¢, A33, 565.

i



