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Resumen. La congruencia de fase es una técnica de procesamiento de imágenes
relativamente desconocida y potente para la segmentación. No obstante, una
limitación de este método es su alta sensibilidad al ruido; en ese sentido, para
evitar que el ruido afecte los resultados de la segmentación, es necesaria una
buena estimación de su nivel, teniendo en cuenta que en la congruencia de
fase, esta estimación se realiza a partir de la imagen de la enerǵıa local. Por
lo tanto, con el fin de mejorar los resultados de la técnica, es indispensable
realizar una buena detección del umbral de ruido. Por esta razón, en este
trabajo se introduce un método eficiente para la estimación de los parámetros
de una distribución Weibull, empleada para modelar el ruido de la imagen de
enerǵıa de la congruencia de fase.

Palabras y frases clave. Procesamiento de imágenes, métodos computacionales,
estimación puntual.
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Abstract. Phase congruency is a relatively unknown and powerful image pro-
cessing technique for segmentation, which has been used in image processing.
However, a limitation of this technique is its sensitivity to noise. Therefore,
to prevent that noise affects segmentation results, it is necessary a good es-
timation of its level, considering that in phase congruency, this estimation is
based on the local energy image. Consequently, to improve the results of this
technique, it is essential to perform a good detection of the noise threshold.
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In this work, we introduce an efficient method to estimate parameters of a
Weibull distribution which is used to modelate the noise of energy image in
phase congruency.

Key words and phrases. Image processing, Computational methods, Point esti-
mation.

1. Introducción

La congruencia de fase (PC, por sus siglas en inglés) es una técnica utilizada
en la segmentación de imágenes [18]. Kovesi fue pionero en llevar la PC a
la práctica en el procesamiento de imágenes; esto se debe a que antes de sus
aportes, las imágenes con ruido, al aplicarles esta técnica produćıan demasiados
bordes falsos, haciendo que su aplicación se redujera a casos poco comunes
en aplicaciones reales. Las principales caracteŕısticas de la PC propuesta por
Kovesi son su robustez al ruido y una buena ubicación de las regiones en las
que se producen los bordes. Esta técnica permite ponderar las caracteŕısticas
importantes de la imagen, independientemente de la intensidad de la señal con
valores de cero a uno, por lo que es posible aplicar un nivel de umbral global
para identificar las regiones de interés [11].

En trabajos anteriores, Jacanamejoy y Forero [10, 9, 5] presentaron una
modificación del método de PC, donde se propuso expandir el ancho de banda
del banco de filtros para mejorar la detección de caracteŕısticas muy cercanas;
esta modificación al banco de filtros tiene una consecuencia negativa, una mayor
sensibilidad al ruido. Con el fin de mejorar la estimación del umbral de ruido
cuando se cambian los parámetros recomendados por Kovesi, se propuso utilizar
la distribución Weibull para modelar el ruido en la imagen de enerǵıa [9]. Por
lo tanto, en este trabajo se describe en detalle el método de estimación del
umbral de ruido, el cual, en comparación con el método propuesto por Kovesi
garantiza una mejor aproximación a los diferentes casos de modelos del ruido
que aparece en las imágenes de enerǵıa.

2. Congruencia de fase

La fase φ(x) que maximiza la ecuación (1), definida en términos de las com-
ponentes de Fourier An, de una señal en la posición x, permite determinar la
PC [15]. Es importante aclarar que hay una sutil diferencia entre una compo-
nente de frecuencia y una escala, esta diferencia está en el número con el que
se pueden identificar. Para hacer la distinción, las escalas se denotan como η,
y las componentes con n, de tal forma que la escala más pequeña, η = 1, es
equivalente a la componente más grande, n = N .

La PC se define matemáticamente de la siguiente forma:

PC(x) = máx
φ(x)∈[0,2π]

∑N
n=1An cos

(
φn(x)− φ(x)

)∑N
n=1An

, (1)
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donde φn(x) corresponde a la fase del n-ésimo armónico. El problema de
optimización propuesto en la ecuación (1) se resuelve a partir del cálculo de la
enerǵıa local E(x), que es directamente proporcional a la PC. Por lo tanto, el
cálculo preciso de E(x) es esencial, y de acuerdo Venkatesh y Owensse [19] se
define como:

E(x) = PC(x)

N∑
n=1

An(x) (2)

Existen diferentes problemas prácticos que involucran el ruido de la imagen
y la dispersión de las diferentes componentes de frecuencia. Por ello, una forma
completa para el cálculo de la PC se ilustra en la ecuación:

PC(x) = W (x).b1− α |δ(x)|c.bE(x)− T c
E(x) + ε

(3)

donde,

W (x) =
1

1 + exp (γ(c− s(x)))
, (4)

s(x) =
1

N

(∑N
n=1An(x)

ε+Amax(x)

)
, (5)

W (x) es una función sigmoide, y s(x) es la medida de la dispersión corres-
pondiente al espectro de frecuencias de diferentes componentes, c es un valor
entre cero y uno empleado para fijar un umbral a partir del cual la distribución
en frecuencia dada por s(x) se interpreta como un posible borde, y γ es un
factor de ganancia que controla la pendiente de la penalización [11].

El segundo término de la ecuación (3) corresponde a la cuantificación de la
PC, el cual es un valor entre cero y uno, donde δ(x) es la desviación de fase
promedio y α la sensibilidad de la PC.

La compensación de ruido, dada por la expresión bE(x)− T c /(E(x) + ε),
hace que el término sea cero cuando E(x) ≤ T , por lo tanto, es esencial fijar
un umbral T adecuado para evitar detectar bordes falsos cuando hay ruido de
fondo, dicho umbral T se establece de acuerdo con el nivel de ruido de la imagen.
La constante ε corresponde a un pequeño valor que evita la división por cero,
y aparece en las Eq. (3) y (5). Información más detallada acerca del primer y
tercer factor de la Ecuación (3) se encuentra en [11] y [12] respectivamente.

3. Distribución Weibull

Las distribuciones Normal, Rayleigh y Exponencial se pueden utilizar como
modelos del histograma de una imagen [2, 17]. Por ejemplo, la luminancia den-
tro de las regiones de sombra en las imágenes de sonar se pueden modelar por la
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210 T. HERNÁNDEZ, Y. MART́ıNEZ, C. JACANAMEJOY & M. FORERO

distribución Normal, mientras que la distribución de Rayleigh [16], introducida
en 1880, es más precisa en las regiones de reverberación [13]. Tambien, se ha
comprobado teórica y experimentalmente que las derivadas de primer orden de
una amplia variedad de texturas siguen una distribución Weibull [2, 7, 8]. Por lo
tanto, una forma general de modelar los histogramas es utilizar la distribución
Weibull [17], cuya función de densidad de probabilidad (pdf) es:

f(x;λ, ζ) =
ζ

λ

(x
λ

)ζ−1

e−(x/λ)ζ , (6)

y la función de distribución acumulada (cdf)

F (x) = 1− e−(x/λ)ζ (7)

donde λ > 0 es el parámetro de escala, y ζ > 0 es el parámetro de forma
de la distribución. Aśı, de acuerdo a la ecuación (6), si ζ = 1, la distribución
Weibull es igual a una Exponencial, si ζ = 2 a una Rayleigh, y si ζ = 3 se
aproxima a una distribución normal [14, 6].

3.1. Estimación de parámetros

Para estimar los parámetros de la distribución Weibull se utiliza el estimador
de máxima verosimilitud (MLE) [3], por lo tanto, para el caso estudiado la
transformación logaŕıtmica de la función de verosimilitud (Log-likelihood) es:

Wlkh(ζ, λ) = −
n∑
i=1

(xi
λ

)ζ
+ (ζ − 1) ·

n∑
i=1

log
(xi
λ

)
+ n · (log (ζ)− log (λ)) (8)

Para estimar un máximo en la ecuación (8), se utilizan las derivadas parciales
respecto a los dos parámetros, ζ y λ, obteniendo las ecuaciones (9) y (10)
respectivamente, las cuales ya están simplificadas luego de igualar a cero.(

n∑
i=1

(xi
λ

)ζ)
− n = 0 (9)

n

ζ
−

(
n∑
i=1

log
(xi
λ

)
·
(xi
λ

)ζ)
+

n∑
i=1

log
(xi
λ

)
= 0 (10)

Para hallar ζ, se despeja λζ en la ecuación (9), dicho valor se reemplaza en
(10) para obtener aśı la ecuación (11) que se puede resolver utilizando métodos
numéricos.

1

ζ
+

1

n

n∑
i=1

log (xi)−
∑n
i=1 x

ζ
i · log (xi)∑n
i=1 x

ζ
i

= 0 (11)
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4. Método propuesto

La distribución de información de una imagen puede ser determinada por su
enerǵıa local. Si la enerǵıa local se representa por medio de una imagen mo-
nocromática, la información puede cuantificarse en niveles de gris; donde los
ṕıxeles con valores más altos corresponden a las regiones con más información
(bordes, crestas y valles) y los cercanos a cero a las regiones de poco interés,
en donde no se debe calcular la congruencia de fase para evitar detectar bordes
falsos.

4.1. Estimación de los parámetros de la distribución Weibull

Para estimar el modelo de ruido de la imagen de enerǵıa de acuerdo a la dis-
tribución Weibull se parte de la ecuación (11), en donde cada xi corresponde
a un pixel, siendo n igual al número total de pixeles. Por lo tanto, para hallar
ζ se utiliza el método de Newton-Raphson [20] según la ecuación

xi+i = xi −
f(xi)

f ′(xi)
, (12)

que para el caso estudiado, la función corresponde a

f(ζ) =
1

ζ
+

1

n

n∑
i=1

log (xi)−
∑n
i=1 x

ζ
i · log (xi)∑n
i=1 x

ζ
i

, (13)

de tal forma que la ecuación (12) se ajusta a

ζj+1 = ζj −
−
∑n
i=1 x

ζj
i ·log(xi)∑n
i=1 x

ζj
i

+ 1
ζj

+
∑n
i=1 log(xi)

n

− 1
ζ2j
−
∑n
i=1 x

ζj
i ·log(xi)

2∑n
i=1 x

ζj
i

+

(∑n
i=1 x

ζj
i ·log(xi)

)2

(∑n
i=1 x

ζj
i

)2

, (14)

la cual tiene una estructura que implica un alto costo computacional. Con el fin

de reducirlo, la primera estrategia es precalcular x
ζj
i y log (xi), que se denotan

como zi y wi, respectivamente. También se precalculan las sumatorias, puesto
que algunas de ellas aparecen más de una vez en la ecuación (14), donde se
presentan cuatro tipos de sumatorias diferentes:

n∑
i=1

wi = sw,

n∑
i=1

zi = sz,

n∑
i=1

wi · zi = swz ,

n∑
i=1

w2
i · zi = sw2z , (15)

de tal forma que el algoritmo recursivo para hallar ζ queda determinado
por:

ζj+1 = ζj −
1
ζj

+ sw
n −

swz

sz

− sw2z

sz
+

s2wz

s2z
− 1

ζ2j

. (16)
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212 T. HERNÁNDEZ, Y. MART́ıNEZ, C. JACANAMEJOY & M. FORERO

Teniendo en cuenta la ecuación (16), con los datos precalculados se ahorra
costo computacional de manera significativa. Por ejemplo, para el caso de la
sumatoria sz, se pasa de calcular tres veces a solo una vez. Además, debido a
que los datos en imágenes se suelen ajustar en una escala de grises de 0 a 255,
con lo cual se tiene un histograma de 256 clases, es posible simplificar cada
sumatoria teniendo en cuenta la frecuencia de cada clase; de esta manera, la
sumatoria de n datos que dependen del número de pixeles de la imagen se evita
calculando únicamente la sumatoria de tan solo 256 términos, en donde cada
término corresponde al producto de la clase y su frecuencia, tal como se indica
en las siguientes expresiones:

n∑
i=1

wi =

255∑
k=0

wk · yk , (17)

n∑
i=1

zi =

255∑
k=0

yk · zk , (18)

n∑
i=1

wi · zi =

255∑
k=0

wk · yk · zk , (19)

n∑
i=1

w2
i · zi =

255∑
k=0

w2
k · yk · zk , (20)

donde yk es la frecuencia de la k-ésima clase. Finalmente, para hallar el paráme-
tro de escala, λ, se utiliza el valor calculado de ζ en la ecuación (9).

Es importante tener en cuenta que para estimar el modelo del ruido, la
imagen de enerǵıa tambien tiene información; por lo tanto, para una buena
aproximación se debe estima un fondo preliminar a partir del cual se ajusta a
la distribución Weibull. Ejemplos de los fondos e histogramas donde se aplicó
el método se pueden apreciar en las figuras 1 - 4.

En la figura 1 se analiza el caso de una imagen sintética carente de ruido,
de la cual se tiene su imagen de enerǵıa en 1b con su respectivo histograma en
1c. En este caso, se evidencia que el histograma se parece a una distribución
exponencial, pero cuando se analiza únicamente el fondo, se observa su histo-
grama tiende a tener una forma más cercana a una distribución Rayleigh (ver
figura 1e), donde, de acuerdo a la distribución Weibull el parámetro de forma
estimado es 1.81. Por otra parte, en la figura 2 se utiliza la imagen sintética
con un ruido Gaussiano, y se puede apreciar que el histograma de la imagen de
enerǵıa toma la forma de una distribución Rayleigh; en este caso, su parámetro
de forma estimado fue de 2.00. Las variaciones del parámetro de forma, impli-
can que no siempre es una distribución Rayleigh, por ejemplo, un caso donde
se aleja más del ideal es la imagen de una hoja, que se observa en la figura 4,
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Figura 1. (a) Imagen sintética. (b) Imagen de enerǵıa. (c) Histograma de (b). (d)
Fondo de (b). (e) Histograma de (d), con valores estimados ζ = 1.8138 y
λ = 8.1635.
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Figura 2. (a) Imagen sintética con ruido Gaussiano con σ de 25. (b) Imagen de
enerǵıa. (c) Histograma de (b). (d) Fondo de (b). (e) Histograma de (d)
con valores estimados ζ = 2.0044 y λ = 55.2707.

donde el parámetro de forma desciende a 1.76, en cambio en la imagen de botes
de la figura 3 es de 1.92.

4.2. Estimación del umbral de ruido

Como se mencionó anteriormente, la enerǵıa local es mayor en las regiones de
interés con respecto al fondo, pese a ello, en niveles de grises intermedios hay
mayor probabilidad de que estén mezclados. Por lo tanto, al determinar un valor
de umbral para la segmentación de los objetos del fondo hay un compromiso
entre el ruido descartado y la información que se quiere preservar; por esta
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Figura 3. (a) Imagen de botes. (b) Imagen de enerǵıa. (c) Histograma de (b). (d)
Fondo de (b). (e) Histograma de (d) con valores estimados ζ = 1.9193 y
λ = 5.5662.
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Figura 4. (a) Imagen de hoja. (b) Imagen de enerǵıa. (c) Histograma de (b). (d)
Fondo de (b). (e) Histograma de (d) con valores estimados ζ = 1.7600 y
λ = 24.7546.

razón, la estimación adecuada del umbral propende por encontrar un valor que
permita reducir el ruido de la imagen minimizando la pérdida de información.

Teniendo en cuenta un umbral xu, de acuerdo a la ecuación (7), el valor
de F (xu) es igual a la cantidad de ruido a descartar , R, que corresponde a
un valor entre cero y uno. Por lo tanto, a partir de la ecuación (7) se deduce
la ecuación (21), la cual, una vez conocidos los parámetros de la distribución
Weibull y la cantidad de ruido a descartar permite calcular el valor umbral xu.

xu = λ (− ln(1−R))
1/ζ

(21)

Cuando un conjunto de imágenes puede caracterizarse mediante un tipo
particular de ruido, dado que el parámetro de forma es relativamente cons-
tante en todas ellas, una forma rápida de estimar un umbral apropiado xu, es
encontrar un valor proporcional a la moda del nivel de gris en el histograma de
la imagen de enerǵıa local. Por lo tanto, empleando la ecuacióm de la moda de
la distribución Weibull xm dada por

xm = λ

(
ζ − 1

ζ

)1/ζ

, (22)

se propone hacer el nivel de umbral xu igual a un producto entre el factor
p y la moda, es decir,

xu = pxm. (23)

Sustituyendo las ecuaciones (21) y (22) en la ecuación (23), se halla que el
factor p depende únicamente del parámetro de forma, según se observa en la
ecuación

p =

(
ζ ln(1−R)

1− ζ

)1/ζ

. (24)

Esta estrategia es recomendable cuando se ha caracterizado un tipo parti-
cular de ruido en las imágenes estudiadas. Por lo tanto, por eficiencia se puede
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Imagen λ ζ xu p p0

Sintética 8.1635 1.8138 14.9481 2.8485 2.4477

Sintética con ruido 55.2707 2.0044 95.5484 2.4403 2.4477

Botes 5.5662 1.9193 9.8589 2.5992 2.4477

Hoja 24.7546 1.7600 46.1739 3.0058 2.4477

Tabla 1. Umbrales calculados a partir de los parámetros estimados de la distribución
Weibull.

(a) (b) (c)

Figura 5. (a) Imagen de hoja. (b) PC asumiendo ζ = 2. (c) PC tomando ζ = 1.7600.

utilizar un valor constante de p según el parámetro ζ estimado para todo un
conjunto de imágenes. Por ejemplo, para descartar más del 95 % de ruido, si se
tiene ζ ≈ 1.1, se requiere un factor p ≈ 23.98; y si ζ ≈ 2 entonces p ≈ 2.45.

Para las imágenes de las figuras 1 - 4, tomando R = 0.95, en cada caso se
calculó el umbral xu, el factor p según el ζ estimado y el factor p0 asumiendo
una distribución Rayleigh, es decir ζ = 2. Los resultados obtenidos mostrados
en la tabla 1 permiten observar el valor de ζ, en donde se aprecia que para la
imagen ”hoja” ζ está más alejada de dos y, por lo tanto, su forma se aleja más
de una distribución Rayleigh.

En la figura 5 se observa la diferencia en los resultados de la congruencia
de fase cuando se asume ζ = 2 en comparación con la técnica propuesta al
calcular el umbral a partir del modelo estimado con la distribución Weibull.
En la figura 5b se aprecia una mayor cantidad de ruido en el resultado; en
cambio, en la figura 5c, cuando se utiliza el parámetro de forma estimado, se
tiene una mejor eliminación de ruido, aunque se pierden algunos bordes. Con
el fin de observar de una manera más precisa los resultados se tiene la figura 6,
la cual contiene los mismos resultados ilustrados en la figura 5, resaltando en
color verde los bordes ideales. De esta manera, se aprecia que un mejor modelo
de ruido reduce la detección de bordes falsos, los cuales corresponden a niveles
entre blanco y gris en las imágenes 6b y 6c, en donde la figura 6b es la que
tiene la mayor cantidad de bordes falsos.
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(a) (b) (c)

Figura 6. Resaltado de bordes ideales en color verde. (a) Imagen de hoja. (b) PC
asumiendo ζ = 2. (c) PC tomando ζ = 1.7600.

Imagen Dice-Sorensen (DS) Abdou y Pratt (FOM)

PC asumiendo ζ = 2 0.18371 0.55170

PC tomando ζ = 1.7600 0.20817 0.76070

Tabla 2. Resultado de métricas para comparar los resultados de la detección de
bordes en la imagen de hoja.

Para analizar los resultados de forma cuantitativa, se calcularon las métricas
del coeficiente de Dice-Sorensen (DS) [4] y la figura de mérito de Abdou y Pratt
(FOM) [1]. Dado que las metricas DS y FOM se emplean en imágenes binarias,
se umbralizó el resultado de congruencia de fase en el nivel 0.23. La tabla 2
muestra los diferentes ı́ndices obtenidos, en donde se evidencia que de acuerdo
a las dos métricas escogidas hay mejor detección de bordes en el caso en que
se toma ζ = 1.7600; es decir, cuando se calcula el umbral utilizando el modelo
de ruido empleando la distribución Weibull.

En el caso de la imagen ”sintética”, los niveles de intensidad del fondo están
localizados en la parte oscura de la escala de grises, como se observa en la figura
1e, donde la mayor parte del fondo tiene niveles entre cero y dieciséis; por lo
cual, si el umbral es superior a este valor, dado que es una imagen con poco
ruido, los resultados de la congruencia de fase no son afectados de manera
significativa. En los casos de la ”imagen sintética con ruido” y los ”botes”,
ilustrados en las figuras 2e y 3e respectivamente, el parámetro de forma es
cercano a dos, es decir, la distribución del ruido se aproxima a una Rayleigh,
por lo que sus resultados no se diferencian significativamente respecto a los
obtenidos con la técnica de Kovesi [12].

5. Conclusiones

La congruencia de fase es una poderosa técnica de procesamiento de imágenes
para la segmentación. Sin embargo, una limitación importante es su sensibilidad
al ruido y su cálculo no es adecuado cuando el ruido de la imagen de enerǵıa
no puede estimarse de forma precisa mediante una distribución Rayleigh. Por
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lo tanto, para evitar que el ruido afecte los resultados de la segmentación,
se propuso un nuevo método de estimación del nivel de ruido a partir de la
distribución de Weibull de la imagen de enerǵıa local. No obstante, su cálculo
automático aún es un problema en estudio, lo cual conlleva a limitar su uso a
personal experto.

En este sentido, como paso siguiente se sugiere la automatización del cálculo
del umbral de ruido que permita una buena respuesta de la congruencia de fase
independientemente de los parámetros y tipo de imagen. Lo anterior resulta ser
esencial para optimizar el tiempo invertido en el procesamiento de imágenes y
mejorar tanto su confiabilidad como reproducibilidad al reducir la intervención
humana.
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Universidad de Ibagué
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