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REsUMEN. En el presente trabajo se estudia el problema de Cauchy para cier-
ta ecuacién parabdlica degenerada. Se obtiene la regularidad Holder de las
soluciones viscosas imponiendo condiciones al exponente m.
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ABSTRACT. In this paper we study the Cauchy problem for certain degenerated
parabolic equation. We obtain the Holder regularity of the viscose solutions
imposing conditions over the exponent m.
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1. Introduccién
Se estudia el problema de Cauchy para la ecuacién
up = uAu —y|Vul> + ku™, en Q=RN xRT (1)

con valor inicial
u(z,0) = ug(x), en RY, (2)

donde v,m,k € R con v > 0 y el dato inicial uq satisface
u € CRM)NL®RY) y u>0, en R (3)
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La ecuacién (1) surge en algunas aplicaciones en Biologia y en Fisica [1, 2, 5].
uAu es el término de difusién, —y|Vul|?, es el término de disipacién y ku™ se
denomina término de reaccién. Esta es una ecuacién parabdlica degenerada en
los puntos donde u se anula.

El problema de Cauchy (1), (2) en general, no tiene soluciones cldsicas y es
necesario llegar a interpretaciones en el sentido de soluciones viscosas.

Este problema es una versién general del problema desarrollado por Lu y
Qian [4], el cual es dado por:

{ut =ulAu —y|Vu|?, en Q =RN x RF; )

u(z,0) = up(x), en RV,

Definicién 1. Una funcién u € L>=(Q) (N L2,.([0, +oc]; HE,.(RY)) es llamada
solucion débil de (1), (2) si w > 0 en casi todas partes (c.t.p) en Q y para toda
T > 0, la ecuacién integral

/U(ﬂﬁ(ﬂf»o) d$+// (why —uVu-Vip— (1+9)|Vul*y — ku™) de dt = 0, (5)
RN Q

se cumple para cualquiera ¢ € C'(€2) con soporte compacto en €.

2. Método de viscosidad

Se construye la solucién débil por el método de viscosidad. Sea we (z,t) la tnica
solucién en C%(Q)NC (Q)NL>(R) del problema de Cauchy con la ecuacién (1)
reemplazada por

up = uAu — y|Vul* + ku™ + eAu, (6)

donde e >0, meRykeR.
Es decir:

Wep = W AW, — 7\Vw6|2 + kE(we + €)™ + eAwe. (7)

Entonces u. = w, + € es una solucién clasica del problema de Cauchy con
uo reemplazado por ug, = ug + €

®)

up = ulAu — y|Vul? + ku™;
u(z,0)e = up(z) +e.
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ue(z,t) € CFL(RYN x RT), u, es solucién cldsica entonces u, es solucién débil
del problema (8), la cual verifica

/RN (uo(x) + €)¢(x,0) do+
J[ (waintat) = V)Vt~
Q

(14 7) | Ve (z, )| 20(z, t) — ku™ (z, t)e(z, t)) drdt =0, (9)

para cualquier funcién ¢ (z,t) € CH* (ﬁ) con soporte compacto.

Por el principio del méximo se tiene que u, > € > 0, convirtiendo este
problema en estrictamente parabdlico. Siguiendo las ideas de [1], vemos que en
la regién u. > € > 0, se tiene que

u(z,t) = 251(1) ue(z,t) = l% We. (10)

Se observa que u(z,t) es solucién débil del problema de Cauchy (1), (2).

Definicién 2. La solucién débil de (1), (2) construida por el método de vis-
cosidad es llamada la solucién viscosa.

Ahora para estudiar la regularidad de la solucién viscosa del problema de
Cauchy (1), (2) utilizamos el método desarrollado por Lu y Quian [4].

En este trabajo, ademds de la condicién v > V2N — 1, centraremos la
atencion en el exponente m, y estableceremos condiciones para m con el objeto
de conseguir los mismos resultados de regularidad obtenidos en [4].

3. Estimativos del gradiente
Teorema 1 (Teorema principal). Seany > V2N—1, N > 8, o # —2, tales que
a2+(’y—|—1)a—|—% <0yug € C(RN)QLOO(RN),uO > 0 tal que ‘Vu(l)+a/2’ <M,
con M constante positiva. Si

(i) Sik <0, m> 21y VOTDTAN o g

, 0
2_
(i1) Sék>0,1§m<%—@,3<y<%,

entonces existe una solucion débil u(x,t) del problema de Cauchy (1), (2) la
cual satisface el estimativo |Vu'+/2| < M.

Demostracion. Sea {u.}, una sucesién de soluciones cldsicas del problema (8)

la cual no es necesariamente mondétona, pero tal que u. — u uniformemente en
subconjuntos compactos de €2, entonces podemos probar que u es una solucién
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del problema (1), (2) y u € C(ﬁ), con tal que se pueda aplicar el Lema 6.1 [1],
es decir, ugl) =u,yasi0<u, < MenQy

ue(z,0) = ug(x), en L (RY), cuando e — 0.

Sea K C RN compacto. Entonces para cualquier n > 0 existe 0y, €, t, > 0 tal
que para cualquier xg € K, € > €,,

lul(x,t) —uo(x0)| < mn, paraz € Bs, (r9) yO0<t<t,.

Esto origina estimativos uniformes para las derivadas de u. en Bs, (o) X [0,,,).

Por el Teorema de Arzela-Ascoli podemos extraer una subsucesién que con-
verge uniformemente a una funcién u en cada cilindro Bs, (zg) X [0, ty,).

Ahora se dan los estimativos uniformes:

1
52 = *|V’LL|2
7N N N (11>

(; Z ) % ; 2y, (U, )t = ; Ug, (U, )t

Como (ug, )t = (ut),;, entonces

Z Uy, (Ut) 2 Z Uz, (U, Au + u(Au),, (’y|Vu|2)zi + (ku™)g, ]

i=1
N
= Z Ug, | Uz, AU+ u < Z umx7x7> —v(2w)y, + kmumluzi]

N N N
Z AU"‘“Z“%(Z“x xj$]> —QWZumwxi—kaUMﬂzuii
=1 i=1 i=1
N
= QwAu—i-u( Z Ug, Ugy;2; T Z ui — Z ui) —

ij=1 ij=1 ij=1
N
27 E Up, Wy, + 2kmu™ 1w
i=1

N N
= 2wAu +u (Au - Z uiw1> — 2y Z Uy, Wy, + 2kmu™ 1w,

ij=1 i=1
Entonces
N N
wy = 2wAU + uAu — u Z ud o — 272 Ug, Wy, + 2kmu™ 1w, (12)
1,7=1 =1
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Sea
2= fu) w—w=zf(u)" (13)
Entonces
we, = (f71),, 2+ F 2 (14)
Wa,p, = (f*l)xixinr 2(f*1)xizxi + 2, (15)

Esto implica que

N

N
Aw = ZwI1I1 = Z [(f_l)x1x12«' + Q(f_l)le:h + f_lza:imi]a
=1

=1
(F )., == *f ua,
(F e, = (= F 72 M),
= [(f72), Fua + F2(F), s+ £ 72 ]
(F ) e = == 2F 7 F i f iy + £ 72t + 72 F ]
=232 — 2~ R g,
2f f 22, — 22, f

- Iz 2
2f2 - 11" !
= (ﬁ)fui — Fuxm
Luego
A S (224087 e F
w = Z T Uy, — Fumx z+
i=1

2( - f_Qf/uZi)Zwi + f_lz$1$1}
N N
= f_l Zzzlzl - 2f_2f/ Zum’izri+
i=1 i=1

‘2 " N r N
<2ffff> Y DS s
=1 i=1
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Entonces

Aw=f1Az—2f" 2f Zuxzle+2<2f2f I )z —%zAu.
=1

De (12), (13) y (16) se obtiene
@ = fruw+ f(u)we = f (ubu = 2w+ ku™)w + f(u)w,

=f (uAu = 2yw + ku™)w + f(u) [2wAu + ulAw — uZuw —

,J

N
27 Z Ug, Wy, + 2kmum_1w}
i=1

=f (uAu — 2yw + ku™)w + 2 (u )wAu + f(u)uAw—
N
(u) Z ui% 2vf(u Z Uy, Wy, + f(u)2kmu™
1,7

N
=f (uAu — 2yw + ku™)w + 2f (W wAu + f(u)uldw —uf(u) Y u’

2
2vf(u Z’uxl Qf/uziz + f_lzxi] + kaf(u)um—lw
:f/uAuf—lz—27ff +fkumw—|—2f( )f_leu—|—

Flujudw = uf (u Zumww’ QfZZu

1,7=1

2vf(u 1fz2uhzzl+2kmf( yu Tt f!

1=1

Entonces

N
2t = ulz — (2f_1uf/ + 27) Zumzz +
i=1

/2 1" !’

<41}f3 B 21}]2” n 2}2,7c >z2
N

+ (2Au + kaum_l)z —uf(u) Z ui% + kumf/f_l

ij=1

Si escogemos

fu) =,

Volumen 45, Numero 1, Afio 2011

TiTj -



ECUACION PARABOLICA DEGENERADA 25

dado que,
1
D U, > (B, (19)

de (17), (18) y (19) se tiene que

N
2zt < ulz — Q(U*O‘uau‘kl + 'y) Z Ug, Z; +
i=1

duau?=?  2ua(a—1)u*"?  2yau* Y ,
ude - u2e + u2e 27+

1
(2Au + 2kmu™ " + aku™ )z —u - uo‘N(Au)2

N
=ulz —2(a+7) Zquzzﬂ‘

i=1
(4a2u*°‘*1 —202u" "t 4 2au " 4 2’yau*a*1)22+

1
2(Au+ kmu™ " + aku™ )z — uO‘HN(Au)Q.

Luego

N
2 Subz = 2(a+7) Y ez, + 20(a g+ Dum T
=1

2(Au+ kmu™ ! 4+ aku™ )z — ——(Au)®. (20)
Para v > V2N — 1, si « satisface

N
a2+(7+1)a+5§07 (21)

entonces

a+1

20(a+y+1)u 2% + 22Au — (Au)?

=2+ (v + Da)u 12?4+ 22Au — 4

N
2( - )u_a_122 + 2zAu — Y

2
(02

a+1

IN

(Au)®

a+1

= — (Ntt_“_l,z2 + 2zAu — Y

Revista Colombiana de Matemaéticas



26 PEDRO ROMERO POLO & LEONARDO RENDON ARBELAEZ
< N222 — 2Nu*tlzAu + u?2T2 (Au)?
= Nyetl
(Nz — u*ttAu)?

S - N’LLO[+1 S 07

puesto que u > 0, N > 0.

Luego
ua+1
20(a+ v+ Du"*12% + 22Au — N (Au)? <0 (22)
Por lo tanto, de (20) y (22) tenemos
N
2zt <ulz —2(a+7) Z Ug, 2, + (2m + @) ku™ 2. (23)

i=1

Antes de aplicar el principio del maximo, se buscan condiciones para que el
coeficiente (2m + a)ku™~! sea negativo.

1) Si k < 0 entonces 2m + a > 0, es decir m > —§, y como

v+1 (7+1)2—2N v+1 (7+1)2—2N
ac 2 2 Ty T 2
entonces
_o 7+1  (y+1)?-2N 7+1+\/(7+1)2—2N
2 4 4 T4 4 '

Asim>%ﬂ+7m+?2_21\[,72\/2N—1. Si N > 8 entonces v > 3 y por
lo tanto m > 1.

2) Sik > 0entonces 2m+a < 0y asi m < —%. Luego m < 774'177”(7“4)2_21\,,
¥ > V2N —1.

. V/ 2 9N
SlN28entonces3§7§%yporlotantol§m<%"17%

Aplicando el principio del méximo en (23) se tiene |z|co < |20]o0o-
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De (11), (13) y (18), si e; es el vector direccién, entonces
2

(u1+a/2)m.ei

i

WE

V(i) =

1

.
Il

[(1+ a/2)u?u,,]?

I
.MZ

=1

N

= (1+a/2)%u® Y u? = (1+ a/2)*u"2uw
=1

= (1+0/2)%2z = 2(1 + a/2)%z = Bz,

2
donde 3 = 2(1 + «/2)%. También ‘V(u}fap)’ = 2.

Ahora tenemos

‘V(ué+a/2) )2
o0
19 (st )| < M2 = 212,
Luego |’V(u})+a/2)‘2’m < M?, entonces |Vu(1+e/2)| < M. ]

Por este teorema, podemos facilmente deducir algunas conclusiones acerca
de la suavidad de u si v > V2N — 1, m > 1.

4. Continuidad Holder de las soluciones viscosas

Corolario 2. Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, la solucion
viscosa u(z,t) de las ecuaciones (1) y (2) es Lipschitz continua con respecto
az.

Considerando el problema (1) y (2), a partir de la prueba del teorema
principal se tiene la existencia de un o € R con o + (y+1)a+ % <0, a # -2

tal que ’V(u“‘%) < M en Q, bajo las hipdtesis v > /2N —1, V(u(l)Jr%) <M,
ym>1.

De la desigualdad o? + (v + 1)a + % <0, se deduce que o < 0, ya que

[OAS

o+l J(y+1)?2-2N oty (y+1)>—2N
2 2 ) 2 '
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En consecuencia, como a < 0 y tomando « # —2, el estimativo siguiente
tiene sentido

V() < 0 | (145 v

<M = |1+ S uf||Vul < M.

Entonces, como u > 0, |Vu| < }1 + %lflu*%M < Mj en , puesto que u
es acotada y —5 > 0.

Por el teorema del valor medio, tenemos:
u(z1,t) — u(za,t) = Vu(zy 4+ 0(x2 — 21),t) - (¥1 — 22), para algin 6 € (0,1).
Luego,

’u(a:l,t) - u(xz,t)| < |Vu(x1 + 0(xo — ml),t)||a:1 — g
< My|zy — x|, para todo (x1,t), (z2,t) € .

Asf se tiene que u(x,t) es Lipschitz continua en x.

Ahora, aplicamos el resultado de Gilding [3], para conseguir la continuidad
Holder en la variable t.

Sea u, la solucién clésica de (8) con u. € C*1(Q) N C(Q) N L>®(Q). Se sabe
que u(x,t) = HI’% ue(,1).
€E—>

Ahora,

[e3 a [e3
|V(U0 —+ 6)1+5’ = (1 + 5)(1140 + 6)5Vu0’
= 1+ (w0 + | Vuol

g1+%@$vw|

= (1+ %)u?Vuo‘ = ‘V(ué+%)‘ <M.

Por lo tanto, aplicando el mismo procedimiento de la prueba del teorema
principal se tendria que u. es Lipschitz continua respecto a la variable espacial,
con constante M. Es decir,

|ue(w1,t) — ue(xg,t)‘ < M|zq — x2|, paratodo (z1,t), (x2,t) € Q. (24)

Consideremos el operador parabdlico

N
L(z) =ulAz -7 Z Ue, Zz; + ku "tz — 2 = 0; (25)

i=1
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entonces z = u,, satisface la ecuacién (25) en Q. Ahora, para cada R > 0y
T > 0, de (25) se tiene que,

N
2 = uAz — WZU% Ze, + ku™ 'z, en Byr(0) x (0,77,

i=1
donde By (0) es la bola abierta de centro en 0 y radio 2R en RY.
Nétese que ue € C*'(Bzr(0) x (0,7]).

Ahora, u. es acotada en Bag(0) x (0,7] y también lo es Vu,. Luego, existe
una constante y > 0 para todo (z,t) € Bagr(0) x (0,7 tal que

N N 5\ 2
Zue(x,t) = Nuc(x,t) < p, <Z ('yuezi) ) < p, esdecir [yVue| < g,
i=1 i=1

y también |ku " (z,t)| < |k\1’\‘,:;:11, m > 1 en Bygr(0) x (0,T].

De (24), tenemos también la continuidad Holder en la variable z, es decir,
|2(x1,t) — 2(x2,t)| < M|z — 22|, para toda (z,t) € Bag(0) x (0,T].

Luego, se cumplen todas las hipétesis de la primera parte del Teorema en
Gilding [3]. En consecuencia, podemos afirmar la existencia de § = §(u, R) > 0
y K = K(u, R, M) > 0 tal que

|2(2,t) — 2(x,t)| < K|t —to]?,
para todo (z,t), (z,t9) € Br(0) x (0,T] con |t —tg| < 6.
Dado que K es independiente de ¢, haciendo € \, 0 obtenemos
u(@, t) —ulz, to)| < Kt — to|2,

para todo (z,t), (x,t9) € Br(0) x (0,7T] con |t — to] < 4.

Es decir, la solucién viscosa u es localmente Hélder continua respecto a la
variable temporal con exponente %
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