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REesUMEN. Las funciones especiales son de suma importancia para cientificos
e ingenieros en muchas de sus aplicaciones, siendo las funciones de Bessel de
las més utilizadas debido a que surgen en la solucién de ecuaciones diferen-
ciales en matematica, fisica, quimica, ingenieria y otras ramas de la ciencia y
la tecnologia; por esta razén diversos autores han estudiado diferentes gene-
ralizaciones de las funciones de Bessel. En este trabajo se presentan teoremas
de adicién, multiplicacién y de Graf para la funcién de Bessel de dos indices
y un pardmetro (Jm, n(z;7)).

Palabras y frases clave. Funciones de Bessel generalizadas, teorema de adicién,
teorema de multiplicacién, teorema de Graf.
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ApsTrAcCT. The special functions are of utmost importance for scientists and
engineers, in many of their applications, being Bessel functions of the most
used due that they arise in the solution of differential equations from mathe-
matics, physics, chemistry, engineering and other branches of science and te-
chnology; for this reason several authors have studied different generalizations
of the Bessel functions. In this paper the theorems of addition, multiplication
and Graf’s, for double index, one parameter Bessel function (J,,»(z;7)) are
established.

Key words and phrases. Generalized Bessel functions, Addition theorem, Mul-
tiplication theorem, Graf theorem.
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1. Introduccion

Las funciones especiales son de suma importancia para cientificos e ingenie-
ros en muchas de sus aplicaciones, siendo las funciones de Bessel de las més
utilizadas debido a que surgen en la solucion de ecuaciones diferenciales en ma-
temdtica, fisica, quimica, ingenieria y otras ramas de la ciencia y la tecnologia
1, 2, 3, 12, 14].

Diversos autores, tales como, Dattolli G., Migliorati M. y Srivastava H.M.
[4], Galué L. [7, 8], Galué L., Khajah H.G. y Kalla S.L. [9], Pathan M.A., Goyal
A.N. y Shahwan M.J.S. [13], Dattoli G., Torre A. y Carpanese M. [5], Dattoli
G. y col. [6], Khan S. y col. [10], han estudiado diferentes generalizaciones
de las funciones de Bessel, determinando funciones generadoras, ecuaciones
diferenciales, teorema de adicién, teoremas de multiplicacién, teorema de Graf,
relaciones de recurrencia, entre otros resultados importantes.

Entre la gran variedad de funciones de Bessel se tiene la funcién de Bes-
sel generalizada de dos indices y un pardmetro J, , (x;7), la cual se define
mediante la funcién generadora [3]

fi(e-2) () (- )]

—+oo

Z w0 T n(x;7) (1)

m,n=—o0
donde x es una variable real y u,v,7 son pardametros complejos no cero con
lul, o], 7] < oo.

Ademas, la funcién J,, ,,(x; 7) puede ser desarrollada en términos de la serie
convergente

+oo
T (@7) =Y T n (@) Jnn () Jn(2). (2)

h=—o0

Sien (1) se hace T = 1, se obtiene como caso especial

wfefo-2) (-3 (-]

+oo
Z w0 T n(2;1) (3)
donde Jy, p(251) = Jpn(x) es una funcién de Bessel de dos indices.

En este trabajo se presentan el teorema de adicién, dos teoremas de mul-
tiplicacién y el teorema de Graf para la funciéon de Bessel generalizada de dos
indices y un parametro.

Volumen 44, Numero 1, Ano 2010



TEOREMAS PARA FUNCIONES DE BESSEL DE DOS INDICES Y UN PARAMETRO 67

2. Teoremas para la funcién de Bessel de dos indices y un
parametro

2.1. Teorema de adicién

Teorema 1. Sea Jy, »(z;7) una funcion de Bessel generalizada de dos indices
y un pardmetro, entonces

Z Imzp,ngqe(T; T)Jp,q(?J;Til) = Jmn(r £y;7) (4)

p,q=—00

donde x,y son variables reales y T es un pardmetro complejo con 0 < || < oo.

Demostracion. De (1), con z + y como variable, se obtiene:

il (-2 - )
aft o) (1) (e )

—+oo

Z w0 T (T 4 Y5 T).

m,n=—oo

Aplicando nuevamente (1) se tiene

—+oo —+oo
Z WPt (7)o (Y T) = Z UV T (@ + Y5 7),
r,8,p,q=—00 m,n=—o0

haciendo cambios de indices

—+oo —+oo
Z W T p g (T3 7) Ip g (Y3 7) = Z UV T (@ + Y5 7),
m,n,p,q=—00 m,n=—oo

e igualando coeficientes

Z Im—pin—q(T;T)Jp,q (Y5 T) = T (@ + y; 7). (5)

P,q=—00

De manera similar, de (1) con z —y como variable

Z Iimtpntq( T)Jp,q(y§7'_l) = Jmn(® — y; 7). (6)
P,q=—00
Agrupando (5) y (6) se obtiene el teorema de adicién (4). ™
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2.2. Teoremas de multiplicacién
Para J,, ,(x; 7) se establecieron dos teoremas de multiplicacién:

Teorema 2.

—+oo
Cmen (AT)r+s x (N -1
Imn(Az, ) = A E ol H, - 3

r,s=0

)]Jm_r,n_sw;m (™)

donde x es una variable real, N € R~ {0} y 7 es un pardmetro complejo con
0 < 7] < 0.

Si 7 =1 se tiene como caso particular el resultado dado en [9, p. 146,
No. 11].

Demostracion. De la siguiente identidad [9, p. 146, No. (13)]

{2+ -9 (- )]
<§_%>+ (%—%>+ (%—%U%L (Az/\_1>(u+v+7uv)

se tiene que

(%—%)]x

u—l—v—l—ﬂw] 8)

Usando la funcién generadora de J,,(z) [11, p. 103, No. (5.3.4)]
()] - Z e <9>

para los primeros tres términos de la ecuacién (8) se obtiene

[5G D (G2 [5G -20)]-

T itayita
> i T i) i (@) (@),

%,J,q=—00
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haciendo cambios de indices y usando (2)

[5G Do G- 55020

+oo h,k

u-v
h,k=—o00

Utilizando el desarrollo en serie de la exponencial para el cuarto término
de (8)

/N —=1 B X T2 /N2 =1\ gkt
op |3 Jlutvrrw)| = > 15(= AT

h.,k,j=0

y haciendo cambio de indices resulta

wp[g(kfgl)(u+v4~mw>]:

LI e RN wretrd (11)
_ T ICETIr

esto es,

exp [g()\z)\_ 1>(u+v+7uv)] =

+oo . o min(r,s) r4s—j
Z u"v Z jt r\ (s Jrbs z A -1 J
rls! i) \y 27 A ’

r,s=0 7=0

y usando la definicién de los polinomios tipo Hermite [6]

min(r,s) r4+s—q
Z r\ [s\ [ x
= q/\q/ \2
se obtiene

x (A% —1 = u"v® x (A2 -1
exp[§< 3 )(u—l—v—l—ﬂw)]—ZTT+SWHT75[;< 3 )] (12)

7r,5=0

La sustitucion de (10) y (12) en (8) produce

wfE{e-3) (B (e )

too h,k too s 2
u"v _ u'vt x (A -1
Atk Tnok(@; AT) Z st Hr.s [7’ ( A ’

h,k=—o00 r,5=0
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y luego de algunos cambios de indices

w2+ () (- )])-

—+o0 —+o0
o 1 ¢ (N —1\] () +e
Z uv Zﬁ T!S!HT"S [;< A )] Amtn s (23 AT).

De este resultado y de (1) se concluye (7). o]

Teorema 3.

m-+n

noun- B 58 [l

m=—00 N=—00

T (25 N37) %

I‘(p—m—i-l;I‘(q—n—l-l)
o Fs [—;p—m—l—l,q—n—l—l; [g(l_AV)]BE] (13)

T

donde x es una variable real, A € R~ {0,1,—1}, 7 pardmetro complejo con
0<|7] < 0.

Si T =1 se tiene como caso particular el resultado dado en [9, p. 146,
No. (12)].

Demostracion. De la identidad [9, p. 148, No. (20)]

LB G2
(mv_;w%@ ;1)“@ ;1)v+(1j >%
se obtiene que
() (o)
(G2 (o) o
(A2/\_1>u+ (/\2/\_1>v+ (1;/\2)%}] (14)
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Usando el desarrollo en serie de las funciones exponenciales

o [5(5 o] oo 5 (55 )e e 55 ) 7] =

+o0 1k - )\2_1 h+j+kuh_kvj_k .
> FDF|( ) Rk

haciendo cambios de indices

o [5 (55 )e] [5(”; e 555 )] -

400 oo 1 r+s+3k uTUST_k
Z Z /\ Ts+k+D0(r+k+ 1)k

r,5=—00 k=0

entonces

o [5(5) e (5 oo (55 7] -

io io { (A2 3 1)} T+S+3kr(1 +rr( 41:;;15(_1: Pe(l+8)k’

r,s=—00 k=0

donde hemos usando el resultado [11, p. 238]

LA+ k) E— 19

e = =y 2,

Esta expresion puede escribirse en términos de la funcién hipergeométrica
generalizada [11, p. 275 , No. (9.14.2)]

p am’Ys» §

como

e [(5) oo [E () e [3(55) 7] -

(
0F2|:— 7’+1 S—|—1 |:

(5] oo
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Aplicando (9) a los tres primeros términos del lado derecho de (14) se tiene

exp [g [(; _ g) ; (; - g) ; (m . QM)H _
ST AN ) (),

i,j,l=—00

y haciendo cambios de indices resulta

R -

—+o0

Z ISy T (@) Ty (2) ) (),

m,n,l=—oo

el cual segin (2) corresponde a

oI5+ (52 (e o))

5 (%)m (;)nJmm(a@; Xr). (16)

m,n=—o0

La sustitucién de (15) y (16) en (14) da como resultado

oo [F[(- )+ (- 5) + (o 50) )] -
m__M N e
oo (S ZG) () et

m,n=—oo

o8

Después de algunos cambios de indices y en virtud de (1), se obtiene

+oo
Z uPvld, o (Az, ) =
P.g=—00
+oo 1
P,
pq;muvm;mn;mrp m+ 1)T'(q n+1)><
z (A2 —1\]Prem 1— )2
— F: 1,q— 1; -
He I R H R
T (23 N37)
)\m-i-n
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Finalmente, identificando coeficientes se obtiene el teorema 3 de multipli-
cacion. of

Teorema 4 (Teorema de Graf). Dada la funcion de Bessel de dos indices y
un pardametro Jp, n(x;7) entonces

m-+4n

x_g ) —+o00
(F25) T i) = 3 @), 1)

l,k=—o00

donde x,y son variables reales, &, 7,7 son pardmetros complejos con 0 <
[l 7], 7] < oo,

w(z,y; §) = \/w2+y2—wy(€+%> (18)

alz,y, 7,7, €) = (m - 537,) (w - %) (z — y0), (19)

para (§,7,7') tales que (&7 — 1) + % <£7_17_/ - 1> = 0.

Demostracion. Partiendo de la funcién generadora dada en (1) y considerando
el producto de dos funciones J,, ,(z;7) se obtiene

o f(e-2) (-2)+ (- )
o2 (-3 (- )

+o00 too
Z uhvah,p(l“;T) Z SleJl,k(yJT/)-
h,p=—o0 l,k=—o00

Haciendo los cambios s = %, z= % se tiene

w302 (-0) (e )
(-8 (-0 (-el)-

+00 +o0 5 l 5 k
Z uoP Ty (7 7) Z (a) (;) Ty '),

h,p=—o00 l,k=—o0

Revista Colombiana de Matematicas



74 GREILYN CASTILLO & LEDA GALUE

y agrupando, se obtiene

(%) () 2)-

Yuv x y1' €2
TTUV — - = - Z—
27! TUY uv

—+o0

+oo
S Y W () E T Ty 7).

h,p=—o0 l,k=—00

Ahora haciendo los siguientes cambios:

(w—g>u:wa
é. )

-y w
u T a’
Y vV =w

(I s) >

(z—yf w
v Ty

(a:T - €2y I>uv = waba,
T
(7 —y&7) _ w

uv abo
y sustituyendo (21) - (26) en (20) se tiene

1 w w w
exp (§[wa——+wb—3+waba—7]> =
a abo

—+oo

S ow R () Y Ty ).

h,p=—00

Factorizando y efectuando cambios de indices, se tiene

o (3( 1)+ (- 5) (o 50))

—+oo —+oo

Z umU" Z Jm+l7n+k($;T)SH_ICJNC(y;TI).

m,n=—0o0 l,k=—o0
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Comparando el término de la izquierda de la ecuacién anterior con (1), se
deduce que

—+oo —+oo —+oo
Z ab" Jp (W @) = Z u™o" Z ER Tt (s ) ik (y; 7).
m,n=—o0 m,n=—o0 lk=—o00

Sustituyendo a y b de las ecuaciones (21) y (23), se tiene

m,n=—o0

—+o0 —+o0
Doowm Y Tk () k(). (27)
m,n=—o0 l,k=—o00

De (21) y (22) se obtiene (18), esto es,

w(z,y;§) = \/<I—%>(x—y€) = \/I2+y2—xy<§+%).

De (21) y (23) tenemos

Sustituyendo (18), (28) y (29) en (25) se obtiene

(o7 — )/ (2 — §) (@ — 9¢)

)

N———
|
o
)
|
<
A%
}/

O[(I,y,T,T/,é.) = <$T - é-qu_/) <'r - %

que corresponde a (19).
Andlogamente, de (22) y (24

S |l—= =

[
€

<

=
—

8

I

<
o
~
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Sustituyendo estos resultados y (18) en (26) se tiene

(30)

O‘(Iavalevg) = (

Se requiere que las dos expresiones halladas para « sean iguales, asi de (19)
y (30) se obtiene la condicién

1
E+- =817+

¢

277!’

la cual puede escribirse como

Ert —1) +%(§:T/ — 1> =0.

Finalmente, de (18) y (27)

y m-+n

+o00o T — : 2
Z umU"( ) Imon(w; ) =

P

—+oo —+oo
doowmm Y D (@) Tk (v ),
m,n=—00 l,k=—o00

y al igualar los coeficientes de las sumatorias se obtiene el teorema de Graf
dado en (17). o]
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