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Sea H un espaeio de Hilbert real y se~f:H ~~n~l~un~a'-------------
una f'unc i Sn de clase C2• Entonces f': H --+ H *. La pri-
mera derivada de f, esta definida
Si j: H --+ H* es la Lderrt Lf i cac iSn de

-1 ,definimos grad f= j • f : H --+ H.

para cada
Riesz de

x E H •

H con Hi

De ahora en adelante
usaremos la notaei6n F = - grad f. Si suponemos que F
es localmente acotada, entonces la e cuaoi.cndiferencial

~ = F(~(t))
dt

con la oondicion inicial ~(O) = x, ad-

mite una solucion local unica que denotamos por fx(t).

Nos proponemos en esta nota investigar la convergencia
de ~ it) cuando t tiende a infinite.

TEOREMA L.- ~ faR --+ Rl de clase Cl• Supongase:
i) f es acotada inferiormente
ii) f es localmente acotada

iii) f(x) --+ 00 & Ilxll --+ CD

Entonces ~x(t) existe para todo t > 0 Z ~x(t) oon-
verge debilmente ouando t --+ 00.

Demostraoion: Supongamos que ~x(t) existe para

o < t < a ,

a finito. Sea t ~ a. Entonces,
n
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1= J (t - t )(m'(At +(l-A)t ))dA •o . n m Tx n m

Ahara, como ~ = - grad f(�(t)) = F(�(t)), se sigue que

(1) 11(1) (t )-(1) (t )" < JIlt -t 1~IF(m(At +(l-A)t )) II dA-_. -Tx n Tx m - 0 n m Tx n m

<

por la desigualdad de Schwartz.

Sea h(t) = f(~x(t)); entonces,

De (1) y (2) se sigue que

It -t 1
1/2(h(t ) - h(t )).n m n m

Como f es acotada inferiormente, Y por (2) h es de-
creciente, se sigue que

, II (]) (t ) - <D (t ) II < Mit _ t 11/2,Tx n Tx m - n m

para alglin M > 0, 10 cual demuestra que lim ~x(tn)
x-eco

existe. Par el teorema dp existencia local de ecuaciones
dife;enciales (flJ;pag. 55), se concluye que �x(t) e-

xiste para todo t > 0.

Vamos ahora a demostrar que �x(t) converge d~bilmen-

te a un punto de H cuando t ~ 00 • La relacion (2)
muestra que h(t) = f(~x(t)) es decreciente, y la condi-

cion i) del teorema muestra que h(t) es acotada; por
tanto,

22



lim h'(t) = 0 = lim (-IIF(~x(t))112),
x--oa:> t-lOO

esto es, lim grad f(m (t)) = 0 Sea y E H Y sea
t-->co T x

get) = <y'~x(t». Entonces get) esta definida para to

<y,~~(t» = <y,-grad f(~x(t))> ~

lim <y,~ (t» = hey) existe
t-->co x

para todo y E H. Es facil ver que h E H*, y como pod~

do t ~ 0, y g'(t) =

si Por tanto,

mos identificar H* con H, se concluye que ~x(t) co£

verge debilmente a un punto de H. (aqui se utiliza la
condicion iii) del teorema.)

En el siguiente teorema damos condiciones que aseguran
que ~x(t) converge ~~bilmente) a un punto critico de

f. Notese que la cond.i ci Sn iii) asegura que II~x( t ) II
< M.

TEOREMA 2.- Se<:rlf:H -t Rl de clase C2, H un espa-
cio de Hilbert. Sup6ngase:

i) f satisface las condiciones del teorema 1.

ii) grad f:H -)H es continuo de la topologia debil
de H a la topologia debil de H.

Entonces las trayectorias ~x(t) de la ecuaci6n diferen-

~ = - grad f(~(t)) est~n definidas para todo t > 0 Y
dt

~x(t) converge d~bilmente a un punto critico de f cuan-

do t -t co.

Demostracion: Por el teorema 1, ~x(t) converge debil-

mente a un cier.to Z E H cuando t -> co. Sea
Entonces (~x(tn)) es una sucesion acotada y

t ->00.n
converge
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a z debilmente. Ahora,

<grad fez) ,y> lim
n-eoo

<grad f(m (t )),y> = 0,Tx n

por la condicion ii). Por tanto, z es un punto critico
de f.

TEOREMA 3.- Sea f:H ~ Rl de clase H un espacio
de Hilbert. Supongase:

i) f es acotada inferiormente y localmente acota-
da.

ii) <grad f(x) - grad fey), x-y> ~ cllx_yI12,c>o.

Entonces las trayectorias ~x(t) de la ecuacion diferen-

cial ~ = - grad f(~(t)) estan definidas para todo t >0
-- dt

Z ~x(t) converge en la tcpologia de la norma a un pun-

to critico de f.

Demostracion: Se tiene que

1
f(x) - f(O) = J ~t (f(tx))dt

o
1

J <grad r(tx),tx> t dtt
o

POT la hipotesis ii),

rex) - reo) >
1

J .!. [<grad r(o),tx> + cIItx~2Jdt
o t

.. <grad f(O),x> + cllxll2

.. IIxll«grad reo), "~II > + cllxlD.

Ahora,
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<grad f(O), ~~1l> ~ -Ilgrad f(O)" ,

y, por tanto,

f'{x) > f(O) + !Ix!l(-gradf(O) + cllxll);

esta re Lac i Sn muestra que f'{x) ~ CXJ si !IxII ~ CXJ. Por
tanto, por el teorema 1, ~x(t) existe para todo t>o.

Ahora,

por tanto,

Esta relacion y e1 hecho de que lim grad f(~x(t)) = 0,
t-->m

demuestra que lim ~ (t) = y
t~ x

topologia de la norma. Claramente y es un punto criti-

para algtin y E H en la

co de f.
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