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Sea H un espacio de Hilbert real y sea fiH é&ﬁLTEQT“"“‘““”*-M~-
una funcidn de clase 02. Entonces f’: H - H *'la pri-
mera derivada de f, est4d definida para cada x € H .
Si js H=- H* es la identificacién de Riesz de H con H?

lo f°: H > H. De ahora en adelante

definimos grad f= j
usaremos la notacién F = - grad f. Si suponemos que F

es localmente acotada, entonces la ecuacidén diferencial

a0 . F(q)(t)) con la condicibén inicial cp(o) = x, ad-
at

mite una solucidn local tinica que denotamos por (t).
X

Nos proponemos en esta nota investigar la convergencia

de ¢ &t) cuando +t tiende a infinito.

TEOREMA L.- Sea f3:H - Rl de clase Cl. Supbngase:

i) f es acotada inferiormente

ii) f es localmente acotada

iii) f(x) » © si ||x] > o

Entonces (t) existe para todo t > O (t) con-
e ————— x - l X p—

verge débilmente cuando t - oo.

Demostracidn: Supongamos que Qx(t) existe para

0O<t<a,

a finito. Sea tn - a, Entonces,

?x(tn) = ?x(tm) = fl %X (?x(xtn * (l-X)tm)dk
0
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. él(tn - £ ) (L (rt_+(1-0)t ))ar

Ahora, como %% = ~ grad f(@(t)) = F(Q(t)), se sigue que

:
(1) H@x(tn)-@x(tm)llg_£ I+ -t Hr(g (rt +(1-2)t ) Il ar

< Itn-tmll/2 ({:IIF((PI()\tn+(1—A)tm))||2d)~)1/2

por la desigualdad de Schwartz.

Sea h(t) = f(Px(t)); entonces,
(2) R’ (1) = <27 (_(%)),95(+)> = - [[F(q_(+))II2,

De (1) y (2) se sigue que
”?x(tn) = ?x(tm)ll s Itn—tmll/z(h(tn) v h(tm))'

Como f es acotada inferiormente, y por (2) h es de-

creciente, se sigue que
1/2
o (t,) = ¢, (¢ )< Mt -t |75,

para algin M > O, 1lo cual demuestra que lim @x(tn)
X—00

existe. Por el teorema de existencia local de ecuaciones

diferenciales ([l];pég. 55), se concluye que Qx(t) e-
xiste para todo t > O.
Vamos ahora a demostrar que @X(t) converge d&bilmen-

te a un punto de H cuando t = oo . La relacién (2)

muestra que h(t) = f(?x(t)) es decreciente, y la condi=~

cidn i) del teorema muestra que h(t) es acotadas por

tanto,
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lim 27(t) = 0 = lim (- [|IF(q (¢))II?),
Xm0 t-w

esto es, 1lim grad f(? (t)) =0 . Sea ye H y sea
t-00 x

g(t) = <y,@x(t)>. Entonces g(t) estid definida para to
do >0, y &(t) = <y,0;(t)> = <y,-grad £(9_(t))> -0

si t - oo. Por tanto, lim <y,@x(t)> = AMy) existe
t—-00

para todo y € H, Bs fhcil ver que A € H, y como pode
mos identificar H* con H, se concluye que @x(t) con

verge débilmente a un punto de H. (aqui se utiliza la

condicién iii) del teorema.)

En el siguiente teorema damos condiciones que aseguran
que ?X(t) converge (Abilmente) a un punto critico de
f. Nétese que la condicidn iii) asegura que ”@x(t)H

< M.

TEOREMA 2.~ Sean f:H - R1 de clase C2, H un espa-
cio de Hilbert. Supdngase:

i) f satisface las condiciones del teorema 1.

ii) grad f:H » H es continuo de la topologfa débil
de H a la topologia débil de H.

Entonces las trayectorias @x(t) de la ecuacibn diferen-

9. - grad f(@(t)) estén definidas para todo t > O y
dt

@x(t) converge débilmente a un punto critico de f cuan-
do t - .
Demostracidén: Por el teorema 1, Qx(t) converge débil-

mente a un cierto z € H cuando t - . Sea tn - 0.

Entonces (@x(tn)) es una sucesidn acotada y converge

23



a 2z débilmente. Ahora,

<grad f(z),y = lim <grad £(Q (tn)),y> = 0,
n—00 *

por la condicién ii). Por tanto, z es un punto critico

de f.

TEOREMA 3.- Sea f:H - rt de clase 02, H un _espacio
de Hilbert. Supdngases
i) f es acotada inferiormente y localmente acota-

da.
ii) <grad f(x) - grad f(y), x-y> > CHx—y"z, c>0.

Entonces las trayectorias Qx(t) de la ecuacidn diferen-

ojal 4% . - grad f(@(t)) estidn definidas para todo t >0
dt

¥ Qx(t) converge en la topologia de la norma a un pun-

to critico de f.

Demostracibén: Se tiene que

boA
f(x) - f(O) = é Ty (£(tx))at

L atg

1
= f <grad f(tx),tx> 3

0
por la hipétesis ii),
1 1 2
£(x) - £(0) > [ 1 [<graa £(0),t0 + Clixl Jat
0

<grad £(0),x> + CHxH2

h_il'l> + ClklD.

|x|l(<grada £(0),

Ahora,
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<grad £(0), ]ﬁﬂ > > -|grad £0) |l

¥y, por tanto,

£(x) > £(0) + |x[[(~grad £(0) + clxls

esta relacién muestra que f(x) = o si ||x| » . Por

tanto, por el teorema 1, Qx(t) existe para todo t>0.

Ahora,

<grad £(Q_(t;) - grad £(q,(t,)),9 (t,) = 9_(t,)>
z C"?x(tl) - ?x(t2M|2;

por tanto,
19,6 = 9. (61 = 2 lgraa £(9,(%,)) - graa £(¢_(t,)) |l

Esta relacidén y el hecho de que 1lim grad f(?x(t)) = 0,
t—o

demuestra que lim ?x(t) =y ©para algin ye€ H en la
t-®

topologia de la norma. Claramente y es un punto criti-

co de f.
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