UNE NOTE SUR DES MODULES ELASTIQUES:
par
J. VARELA B.

Dans [2] on a introduit la notion de structure élastique
que voila: Etant donné un ensemble X muni d une struc-
ture, on dira que X est 8lastique (ou que la structure
sur X est élastique) si X est isomorphe 3 un de ses
sous-ensembles propres muni de la structure induite sur
lui par celle de X. Il est clair que pour q“une struc-
ture sur un ensemble donné soit élastique il est néce -
ssaire que X soit infini. Dans [2] on a montré, par e-
xemple , que 1°espace ‘topologigque R (avec sa topologie
usuelle) est &lastigue , mais que R avec sa structure
uniforme additive n’est pas élastique. On y trouvera d°-

autres exemples.

On se propose dans cette note de montrer la proposi-

tion suivante:

PROPOSICION.- Soient A un domaine d”integrité et K

son corps de fractions. Si E est un A-module tel gue

tout élément -x € E, x#0, soit libre, alors Eg) o8

ot

ot

élastique si E est &lastique, ou E(K) = K®AE es

1’espace vectoriel associ8 & E.
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Preuve: On peut supposer que A # 2/(2), car dans ce
cas la proposition est &vidente. Ceci dit, comme est é-
lastique, il existe un A-isomorphisme f:E - E tel que

f(E) # E. Soit E’= f(E)/ et considérons le diagramme

suivant:



Bx)

o N

E ———?E———» E(K)

ou m et f sont des A-représentations définies de la
fagon suivante: n(x) = e®x, f(x) = e®f(x) (e est 1°
&1ément unité de A) et g est la K-reprdsentation

qui laisse commutatif le diagramme (1). L hypothése de
que tout élément de E différent de O soit libre, im
plique que n est un A-isomorphisme ([1],§2,n0.3).Mon-
trons que f est aussi un A-isomorphisme: en effet,

est définie par =n°(x°) = e@x; alors

si =wn":E’-> EEK)

T(x) = e®f(x) = n"°(£f(x)) = 0

entraine que f(x) = 0, et par conséquent, que x = O,
car n° est aussi un A-isomorphisme (Tout é18ment de
E’ différent de O est libre); f est donc bien injec-

tive. Mais alors g est un K-isomorphisme.

I1 nous reste a démontrer que g n’est pas surjecti
ve. Mais pour cela, il suffit de voir que EZK) est un
sous-espace propre de E(K)' En effet, 1"application ca
nonique A@x" ~— A@x’ de E(K) dans E(K) est un
K-isomorphisme qui n”est pas surjectif, car si A®x"=MO
alors n(x’) = A®x’= O entraine que =(x") = 0, et
donc que x’= O; d’autre part, si x € E- E" et O # A

n 5
A,
€ K, on aura que on;‘ 2i=1 )\i(e ®xi) pour tout i E

K et tout xi € E°, car sinon on aurait
cox = . (A1) (e®x)
i=1 i i’?

et en prennant P € A ( 74 Z/(2)), O;! p ;4 1 et tel
que P)\°l>\i = p, appartienne 32 A pour i = ly...,nj

2]
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-1 n
= )\ »
n(x) w( Ziy BiE)
et, par conséquent,
-1 n
A - 2 s -
( 1)n( 2 B% x) =0,

1

n » ,
X = 2i=1 }lixi E E 1)

ce qui est contradictoire.
CeQeFoDe
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