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DESARROLLO ASINT6T1CO DE LA FUNC16N ~o(_l)k.-!--~

k=o (knj

por
Yu TAKEUCHI

81 INTRODUCC10N. La funcion de Bessel
-xfuncion exponencial e

J (21x), lao
y otras, pertenecen a la fami-

lia de las siguientes funciones enteras:

, n 1, 2, •.•

En este articulo se halla un desarrollo asintotico de la
f'unoi Sn f 3 (x) cuando x ~ 00; el procedimiento podr-a
servir para encontrar formulas asintoticas de f (x) pa-

n
ra cualquier n natural.

132UNA ECUAC16N D1FER.ENCIAL PARA f' (x). Sea
n nkt

(2) h (t) :=2 f (ent) = LOO (_l)k._e__
n n k=o (k I)n

•
entonces h (t) es una funci6n entera. Derivando (2)

n
con respecto a t, n veces, se tiene

o bien
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Sea t entonces d/dt = (dx/dt) (d/dx)=etd/dxx e

xd/dx; por 10 tanto, de (3) , tenemos La siguiente e-
cuacion diferencia1 para f (x):n

(4) (x ~ )nf (xn) + (nn)xnf (xn) = 0x n n

§3 SOLUCION ASINT6TICA DE LA ECUACI6N (4) PARA EL
CASO n = 3

Sea

entonces de (4), se tiene:

d 3) 3)(x dx) F(x + 27x F(x o ,

0,

( 6) 1 dF--2x dx
+ 27F o

Para eliminar la segunda derivada, sea
F(x) == y(x)/x

entonces (6) se transforma en

(8) y'" + ~ y' + (27 - ~)y = 0 •
x x

Sabemos que una ecuacion diferencial del tipo (8) admite
so1uciones asintoticas de la siguiente forma

}
cuando x ~ +00 ([1], [2] , [3J) ~ Para encontrar los valores
de 106 coeficientes Al,A2, A3' ••• ,primero derivamos

13



(9) con respecto a x:

+ ••• }

s' ,
A3 -(6A2/~)+(6A1/«2)

3x

+ •••• }

Reemp1azando (9) y (10) en la ecuacion (S), se tiene:
3 <Xx 5 Al A2 - (3A1/<\,) A3 - (6A2/ot) + (6A1/d..2) J

d.. e II + - + 2 + --.;;;.----="'=:3,.------:;.......- + •••
x x x

olx 5 1 Al A2 - (A1/o{) L
+ de 12" + 3" + 4 + ••• J

x x x

o

Comparando los coeficientes de 1, l/x, 1/x2, 1/x3, ..•,
se obtiene:

(i i ) d = -3, -3w, _3((;2

3A3 = 14/(Sl~ ),•••

Por 10 tanto, tenemos tres soluciones.asintoticas de 1a
ecuacion (S), como sigue:

-3x f 1 2~e 11--+--2-
9x SIx

3,..\ 1 2 14 t
~ e - wx 11 - - + -3 + •••• J

9wx 81~2x 21S7x

} ~ 0 (x~co)
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2

lY3- e-3w x {l - ++ __2_ + 14 3 + ••• ~
9W x 81Wx 2l87x

donde hemos uSado ~ue 004 =lV. Entonces de (7) Y
(13 )

F(x)
se obtiene un desarrollo asintotico de la funcion
como combinacion lineal de

3k
F(x) =}";oo (_l)k -:x:::........"..

k""o (k 1)3
e-3i.llx t "1

-B 1_--+_.=2_-
x 9woc 81W2x2

2
+ C e -.3<.0 x \ 1 1_ + 2

x t 2 29W x 8lwx

14 }3 + •••
2l87x
_ 14 1

3 + " •• )
2l87x

donde Bye son constantes adecuadas.

§4 DETERMINACION DE LAS CONSTANTES EN (14)
A partir de la ecuacion diferencial es imposible de-

terminar los valores de las constantes B y C en (14).
En este paragrafo emplearemos otro metodo para encontrar
una aproximacion de la funcion F(x) cuando x ~ +00.

(~, bk ~ 0) dos series convergentes para todo x > 0;
si bk = ak(l + 0(1)), entonces

lim g(x)/f(x) = 1
x-s- co

es decir, g(x) - f(x) cuando x ~ +OJ •

Demostracion: Sea

entonces
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== 1 +

Como ok = 0(1), entonoes dado E > 0, existe N ente-

ro positivo tal que

(16) k > N implioa lOki < E/2

Para eate N se tiene evidentemente que

luego existe x tal que
·0

x > x implioao

(15), (16) y (17)
OJ k

1:0 I"\°klx

1:~ '\:xk

tenemos:Por 10 tanto, de

E. I

.(i) Utilizando La f6rmula de Stirling, tenemos:

(3k)/ ~ if (2n) (3k) 3k+l/2. e-3k (k .... +00)

(kf)3 ~ (1r(2n)kk+l/2. e-k)3 2nl[ (2n)k3k+3/2e -3k,

luego
2n k(3k)!(18) (k () 3 ~ ( k .... +00 ) ;n 33k

del lema 1 tenemosl

(19) 1:00 x3k
2,;00 ,n Ox)3k (x~oo )_.- '"'--k=o

(kl )3 k=o 2n k Ok)!
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Por otra parte, si w= cos(2n/3) + isen(2n/3)=(-1+iV3)/2
se tienel

w + w2 + w3 = 0, (J)2 + (cc2)2 + (w2 ) 3= 0;
entonces tenemos:

(20) L:eo
k=o

1 f X wX= '3 a + e
O}X}+ e •

Integrando la idantidad (20) de 0

L: <D X
3k

1 { X
k=o (3k+l)(3k)! = 3 e

a x, sa obtiene: *

entonces del lema 1 tenemos:
X3k 1 Q) 3X3k+1

1: eo --.-;;~- ~ - 1: -....:;.;;:.:.-_-
k=o k(3k)! Xk=0(3k+1) (3k)1.

1 {X 1 wX 1 w2 X }= - e + - a + - eX w w2 •

Entonces de (19) y (21) tenemos:

OJ x3k 'f3 1 {3x e
3wx e3dx }L: ~~- e +--+-=---

k=o (kj)3 2n 3x cD (D2.'

(ii) Utilizando 1a formula de Stirling tenemos:

(k ~ +eo )

entonces:

Sea
't= 00s(2n/6) + isen(2n/6) = (1+ii(3)/2= 2

-W ,

entonces por un procedimiento ana1ogo a (i), se tiene
La siguiente formula asi.ntS'ti ca, cuando x ~ +00 :
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(221) 1;00 (x3)2k _ 1l..1.. [e3x + e/tx-+ e3~x +
k=o ((2k)I)3 2.2n3x 't "t2

. 3't3x 3-,4x 3't5x Je e ~e__
+ '1:3 + '[4 +- 'C 5

(iii) Teniendo en cuenta La r-eLac i cn ,,2 = W se
ne de (22) y (22') 1a siguiente formu1a6sintotica:

3k
x

•
tie-

.3Goxe+ ---
-U>

-3x 1
e J.

ComparCl.ndo (14) con (23) tenemos:

B = 2n{3 ~w = (1+iI{3)/4nI{3

C = 2n~[3 \ = (1-i,r3)/4n1r3.-or
Reemp1azando (24) en (14), obtenemos fina1mente:

F(x)

_ -Lcos(~ x + 3n
9x 2

2 31f3 )+ ----2 cos(~ + n
SIx

__ ~1~4~cos(3123x+ 1n) + •••• J
2IS7x3

OBSERVAcrON. La formula (22) sirve solamente para x
x -+ +00 , perc si se pudiera utilizar la misma formula

(22) para x -+ -00, se tendria:
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_ V3. 1 {-3x 1 -3wx 1 -3v'?x 1
2n (-3x) e + ~ e + tt2 e J

Asi se tendria inmediatamente el resultado (23), perc es
muy poco probable justificar este procedimiento, PU8sto
que el punto infinito es un punto singular esencial de
la funcion entera F(z), es decir, no puede haber una
formula asintotica que sirva para todo Arg z.

APENDICE. Podemos encontrar formulas de recurrencia
entre las funciones de La familia (1), como sigue:

(i) Sea C un contorno cerrado alrededor del origen
en el plano complejo- z; entonces tenemos

f lex).n+

<X)

L k=o
kx

00 CX)

r f 1(xt )e- tdt = J L k
OO

d n+ 0 =0

L:k=o
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