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DESARROLLO ASINTOTICO DE LA FUNCION 1°(-1)%-—X— i
k=0 (x!)
por
Yu TAKEUCHI

§1 INTRODUCCION. La funcién de Bessel Jo(2Vx), la
funcibén exponencial g y otras, pertenecen a la fami-

lia de las siguientes funciones enteras:

X

(x )™

k
(1) f (x) = zk o(-1) ) g Rw Ly By smv
En este articulo se halla un desarrollo asintdético de la
funcidn f3(x) cuando X - 3 el procedimiento podra
servir para encontrar férmulas asintbéticas de fn(x) pa-
ra cualquier n natural.

§2 UNA ECUACION DIFERENCIAL PARA fn(x). Sea
nkt

( b ( & F (ent - (e 0] (_. k. e
2) n t) n ) Zk=o 1) (k!)n

.o

entonces hn(t) es una funcidbn entera. Derivando (2)

con respecto a t, n veces, se tiene

dnhn(t) ) ( 1)k ()% nkt

at” (k™

55 I nnenkt
=310 (-1)%

k=1 ((k=D1)™
nkt

_ _nnent Za: (_l)k‘e

k=0 (k!)n
o bien
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n

a"h_ ()
(3) __n "~ > nn enth (t) -0
dtn n

Sea x = e’ 3 entonces d/dt =(dx/dt)(d/dx)=etd/dx =

xd/dx; por lo tanto, de (3), tenemos la siguiente e-

cuacibén diferencial para fn(x):
d \n n n
(4) (x )7 £,(x7) + (n )xnfn(xn) =

83 SOLUCION ASINTOTICA DE LA ECUACION (4) PARA EL

CASO n = 3
Sea
3k
(5) F(x) = f3(x3) = Z o (-1 = e S
(k1)
entonces de (4), se tiene:
(x %—)BF(X) + 27x3F(x) =0,
X
Oy
(6) 932_’_;3___1?._‘___1_@_ +27F=
dx3 X ax 2 x2 dx
Para eliminar la segunda derivada, sea
(7) F(x) = y(x)/x
entonces (6) se transforma en
(8) ya»;+_]_-_2_y‘+(27__l3-)y=o.
X X

Sabemos que una ecuacidén diferencial del tipo (8) admite

soluciones asintbéticas de la siguiente forma

A A A A
. X 1.2, 3 24 }
(9) y {1+ +5 +3 4 4+...
X X X X

cuando x — +00 ([1],[2],[3]). Para encontrar los valores

de los coeficientes AI’AZ’ A3, eee 9 primero derivamos

13



(9) con respecto a x:

A, A, - (A /) A, - (24,/a)
. ax 1 2 1 3 2
I%% {1*::—* 5 + 3 v
X ( / ) X
A, A - (2a /4
.. 2 ax e B~ 1
()‘}y~oke {1+x+ 2 +
10 Ay - (4A2/0l) + (2Al/o{2) }
+ 3 + LI Y
X
A, A, = (3a,/0) Ay -(6A.Jx)+(6A. /d®)
oo Q34 {1 p oL, R, 3 2! 1
X X

| v}

Reemplazando (9) y (10) en la ecuacidén (8), se tiene:
A Ay - (BAj/) Ay - (6A/) + (6Al/o(2)

3 olx 1
o"e {1+—+ > + 3 + e
X X X
A, A, = (A/a)
+de°‘x{—l§+—%-+ 2 = + . zj
b'd b4 x4
A A A
+(27-‘%){eax§{l+—l—+—%+ —-§-+. } =0
X

Comparando los coeficientes de 1, l/x, l/xz, 1/x3, ey

se obtiene:

(11) . o= =3, =30, -3¢ (0= (-1+iV3)/2)

(12) A = 1/(3a), A, = 2/(90{2), Ay = 14/(810\3),...

Por lo tanto, tenemos tres soluciones.asintdticas de la

ecuacibén (8), como sigues

y1~e_3x{l—-9};+812){2- }’*O (x>+0 )
1 2 14 }

13 o~ - 3iwx = + - + 5e5%
( ) Ya © {1 9kx 81w2x 2187x3
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ty3~e3ux{l— §+ 2+ 143+...§
%" x 8lwx  2137x
donde hemos usado que w4 =W ., Entonces de (7) Yy

(13) se obtiene un desarrollo asintdtico de la funcidn

F(x) como combinacidn lineal de Vs V3

© k 3k
(14) P(x) =z, (-1) X
=0 3
-3uwx (k!
- _ 1 2 14 }
B {l + > T e

Jwx  8le"x 2187x

+ C 9:;——fi{1 — + R + ---E
9w2x 81wx® 2187x3

donde B y C son constantes adecuadas.

84 DETERMINACION DE LAS CONSTANTES EN (14)

A partir de la ecuacidn diferencial es imposible de=-
terminar los valores de las constantes B y C en (14).
En este pardgrafo emplearemos otro método para encontrar

una aproximacién de la funcidn F(x) cuando X = +00.

~ o~~~ o~

.00 k _ .00 k
f(x) = L o 3% g(x) = L o DX

(ak, bk > O) dos series convergentes para todo x > O3

si b = ak(l + o(1)), entonces

1im g(x)/f(x) = 1
X0

es decir, g(x) ~ f(x) cuando x = +m.
Demostracidn: Sea
b, = ak(l + ck);
entonces
(15) g(X)/f(X) =(1%a xk + 2¥a o xk)/(Za)a xk)
o k o kk o k
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200 c xk
0o a'k k

oo k
o

=1+

L ax

k

Como o, = o(1), entonces dado € > O, existe N ente-

ro positivo tal que
(16) k> N implioa lo | < €/2

Para este N se tiene evidentemente que

. N k oo k
1im (leakgkl x )/(20 a, X ) = O3
X400
luego existe X, tal que
(17) x > x_ implica (Y la ¢ |xk)/(2a)a xk)<e/2
o 1 %%k o %k :

Por lo tanto, de (15), (16) y (17) tenemos:

: Ig Imed **
ol -] s =2

Zo akx
N k
2o oo lx Iy laelx
) ZG) xk L a xk
o ak k
zoo xk
e e “N+1 % e €
< <=4+=—==c. 1
o0 k —2 2
2 2 Eo akx

(i) Utilizando la férmula de Stirling, tenemos:
Gl - T(2n) G026 (5 w)
(k[)3 ~ (V(Zn)kk+l/2-e-k)3 = 2nV(2n)k3k+3/2e_3k,

luego :
18) (kD)3 ~ %kglﬁ)

( k » +0 )3

del lema 1 tenemoss

(19) 1@ XK e U3 G0 (rse0 )
y % (k)3 k=0 27 k(3k)!



Por otra parte, si w= cos(2n/3) + isen(2n/3)=(-1+iV3)/2

se tiene:

w+ @ +-w3 = 0, w® + (w2)2 + (w2)3= 0
entonces tenemos:
3k 2
(20) Z;io ( T)S = % {ex + e('JX + e e }.
k!
Integrando la identidad (20) de 0 a X, se obtiene:*
L@ ok Lf X lwX  _1 &°X
k=0—_——-=§ e +(;)-e +—2—e
(3k+1) (3k)! @

entonces del lema 1 tenemos:

X3k 1 ® 3X3k+l

z__—_—_——_———
=g k(Bk)’ Xk=o(3k+1)(3k)!
LEK, 1k, 1 wx
X w w2 ’

(21) &

Entonces de (19) y (21) tenemos:

3k Jwx 3ufx
o0 x Y3 1 f{3x e e }
(22) 2:k=0 (k')3 21 3x {e = « N w? ..

(ii) Utilizando la férmula de Stirling tenemos:

(18%) ((2:)1)> ~ %ﬂ-ik (6)] (k> +)

entonces:

32k bk
) = 73 (3x)
(19°) Zk—o ??;;%T;j Z;io 2.2n k%6k5!

Sea
T= cos(2n/6) + isen(2m/6) = (1+iV3)/2 = —a?,

entonces por un procedimiento anidlogo a (i), se tiene

la siguiente férmula asintética, cuando x = +w3

* 1+ () + (/%) = 0
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3tx e3 'C2x

(22) £ ——L(x3 LB [-eBX + = + +

k=0 ((ZK)!)B ~2.2H3X T t2
3T Jcdx 3%k ]
+ po + ) 3 =5 [ |

(iii) Teniendo en cuenta la relaciédn 'C2 =& se tie-
ne de (22) y (22°) la siguiente férmulaasintdéticas
o K x3k o (x3)2k 0o x3k
(23) = (-1) 28

= —_— o T ————
k=0 (k!)3 k=0 £(2k)!)3 : k=0 (k,)3

Y3 { e31;x e3‘!: X e3t'\x } '

21 3x M 3¢ 5
2 .
g _l_{e-3wx+83a’x _3x’}
T 2V3n x - —e .

Comparando (14) con (23) tenemos:

B e 21‘\}3 Tl-foz (1+iV3) /an(3
(24) 3

C = m:—lw—z— = (1-iV3)/4m/3.

Reemplazando (24) en (14), obtenemos finalmentes

(25) F(x) = 22 ( )kx3k
3x/?2 '
3V3

~ S~~~ N~~~

X - +® , pero si se pudiera utilizar la misma férmula

(22) para x - -, se tendria:
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k 3k . 2
5 (-1)"x N E ! {e—3x L1 =dwx 4 e-3w x}

©
k=0 ~ (K1) 2n  (=3x) w ° T @l

Asi se tendria inmediatamente el resultado (23), pero es
muy poco probable justificar este procedimiento, puesto
que el punto infinito es un punto singular esencial de
la funcién entera F(z), es decir, no puede haber una

férmula asintética que sirva para todo Arg z.
APENDICE. Podemos encontrar férmulas de recurrencia
entre las funciones de la familia (1), como sigue:

(i) Sea C un contorno cerrado alrededor del origen

en el plano comple jo— 2zj; entonces tenemos

(26) —l—_ﬁ(f (x/z)e%/z)dz = P (l)kxk e eé*dz
2ni G " “k=o0 (k!)n 2ni 7 S
- ):OO (_1)k Xk ‘_ = i = k_x}__
(D K Teee D R
= fn+l<x)'

(11) o Kk
-t (-1) k. k -t
1) J e = [ B, i e

k @
(=1)" v S t¥e %at

z
k=0 (k!)n+l

© (DX ka0 _(DF x
k=0 (kj)n+1x (k) = Zk=o (k1)n x
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