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UN METODO DE SUMACION
por

A. y C. Takahashi

1. Introduccidn.

Es bien conocido el método de sumacidén de series de
- . .
bido a Cesaro: Dada una serie L X, 5 8ea 8 = Xg + ...
n
+ X (n = 1,2,...) la sucesidn de sus sumas parciales,

y sea

1
an=?1'(sl+on. +Sn) ’ (n=1,2,-oo) .

Se dice que I x_ es (C,1)-sumable (o sumable en el sen
tido de Cesaro) si la sucesidn (GIQ es convergentes su
limite a es entonces la (C,1)-suma de la serie, y se
escribe a = (C,1)-I X .

Este método de sumacidn es regular, es decir, si u-—
na serie es sumable (convergente) en el sentido ordina-
rio entonces es (C,l)-sumable y su (C,l)—suma coincide
con su suma ordinaria. Por otra parte, este método de su
macidén es més poderoso que el ordinario, es decir, exis-
ten series (C,l)~sumables que no son sumables en el sen-
tido usual.

Naturalmente, los conceptos anteriores se aplican a
sucesiones cualesquiera: Una sucesidn (an) converge en

el sentido de Cesaro (o es (C,l)—convergente) hacia a

si la sucesidn de medias aritméticas

anz_:;'(aai'f'ont +an) b (n=l’2’...>

converge (en el sentido usual) hacia a; en este caso

se escribe a = (C,1)-lim a . La regularidad indica en-
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tonces que si 1lim a, existe, entonces también existe
(C,l)—lim an , ¥ estos nGmeros son iguales.

Aplicando reiteradamente el método de Cesaro se ob-
tiene una infinidad de métodos progresivamente més pode-~
rosos que son los llamados métodos de Holder ((C,p), p =
1s2955s) =

Debido a que la introduccidén de un concepto genera-
lizado de 1limite de una sucesidn es la base de diversos
métodos de sumacidn de series, es conveniente mencionar
la 'definicidén siguiente:

Sea S un subespacio del espacio lineal de todas las su-

cesiones de nGmeros reales. Un limite generalizado es un

funcional lineal positivo L : (a ) — L{a ] ((a)e
S:) gque cumple las condiciones siguientes:

(1) si a =1 (n = 1,24+..) , entonces Lla] =1 .
(L2) si b =a  , entonces L[bn] = L[an] .

Diremos ademlds que L es regular si para toda suce
sidn convergente (a.n) se tiene que (an) €S y L[a.n]
= 1lim a .

En este articulo definiremos dos limites generaliza
dos considerando también el método de sumacidén asociado
a uno de ellos. Las definiciones se basan en las observa
ciones siguientes:

1. Dada una sucesidn real (an) , el término

1 1 1
« == (ag + oos + an) = Ay b e +oas =

representa 1 valor medio de la variable aleatoria cuyos
valores son a; , ..o a, suponiendo que cada uno de
estos puntos tiene probabilidad % . Dentro de este or-

den de ideas, el namero

vn(a) = %[ (a, - a)z +eee + (2 - af]
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representa el segundo momento (momento de inercia) con
respecto al punto a , el cual es minimo cuando se trata
de la varianza, es decir, cuando a es el valor medio
O[n . La condicidn vn(a) —> 0 indicaréd que los pun-
tos a se *concentran” en las proximidades de a, (véa
se Definicidn 2).

2. Pijando de nuevo una sucesidn (an> sy sea V una ve
cindad del punto a y para cada n sea )(n(V) el nG-
mero de fndices k (1 <k <n) talesque a €V . En-
tonces )(n‘V) / n es la probabilidad de que a € V
(1 <k <n), luego P(V) = 1lim (){n(V) / n) (si este
limite existe) puede interpretarse como la probabilidad
de que a, €V (k = 1,24+..). Ahora bien, si P(V) =1
para toda vecindad V de a , la sucesidn (an) tien—-
de, en cierto sentido, hacia a . Observamos por altimo

que la condicidén anterior es equivalente a la impuesta

en la Definicién 1 del parégrafo siguiente.

2. La p-convergencia y 1la v—-convergencia.

Sea (an) una sucesidén reul.

Definicidén_l. Diremos que (an) es p-convergente
(y que su p-limite es a) si para todo € > O y to-
do A (0 <A<1), existe n ~ tal gue, si n> ng

entonces Iak - a| < € para, por lo menos, [An] va-

lores de k (1 <k < n) .
({an] es la parte entera de An , es decir, el mayor en-

tero menor o igual que An. )

Proposicién 1. (Unicidad del p-1imite). Una suce—

cesién no puede tener mids de un p-limite.

Demostracién. Dados a y &' (a ¥ a') y suponiendo
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qgue a y a' son p-limites de (an) basta tomar, por
ejemplo, € = %-l a-a’'| y A=23/4 obteniéndose una
contradiccidn.

Para indicar que a es el p-limite de (an) se es
cribira

a = p~lim a .

Proposicidén 2. Si a = p-lim a, entonces a es un

N N

punto de aglomeracidn de (an) , es decir, existe u-

na subsucesidn (an ) s n, <n, < ..., gue conver-

. k
ge hacia a .

Demostracién. Dado £ > O y m (un nimero natural),

existe n> 2m tal que |a - al < & para[;% n] ( (m]
= m) valores de k (1 <k §_n). Luego existe por lo me-
nos un k > m tal que | a - a | < € .

Antes de enunciar la segunda definicibén introduci-
remos algunas notaciones:

Como en la introduccidn,

amt(ay tera) , (=12, (1)

es la sucesibén de las medias aritméticas. Ademlds, para

cada namero a se defines
1 2 2
vn(a) = ;-[(a‘ - 8] % swe + (an - a) ] (2)

pa.I‘a n = 1’2,0-0 .
. 2 ;
En lugar de vn(O) escribiremos (xn , s decir:

&-n = ?11' (a.-z1 + eee + a;) [} (n = 1'72,"') (3)

que es precisamente la sucesidén de las medias aritméti-—
cas de los valores de la sucesidn (aﬁ) .

Se observa que, para todo a :
2

n
Definicidn_ 2. Diremos que (an) es _v-convergente
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(y que su v-limite es a) si

vn(a) —> 0.
En este caso se escribe
a = v=1lim a .
n
Nota: Como se verd luego, el v-limite es Gnico.

Proposicién 3 . Si (an) es v-convergente entonces

o s o 5 s S o o o

es p-convergente y

lim a = v-lim a .
= n n

a y sean
(1 - ) €?

se tiene & > O y como vn(a) —> O entonces exis-

Demostracién: Supongamos que v-lim a
n

£€> 0y 0 < A< 1 arbitrarios. Definiendo &

te n tal que, para todo n > ng

(a, - a.)z $ wes + (an - a)z < n g, (%)

Si en la suma de la izquierda hubiesen mls de n -

{xn] sumandos mayores o iguales que g? , se tendria

(a, - a.)z F oeee + (an - a)z > (n-[an]) &>
_>_(n-)\n)51=n(l—)\)52=n5°s

lo cual contradice a (5). Luego el nimero de sumandos ma

2 o5 menor o iguul que n - [An],

yores o iguales que €
es decir, hay (por lo menos) n - (n - [an]) = (an] su
mandos menores que &2%. En otros términos, debe cumplir-
se que

2
(ak -a) < €?

para (por lo menos) [xn] valores de Kk (1 <k<n ).
Es decir, a = p-lim a -

Corolario. (Unicidad del v-limite). Una sucesidn
L8 o

~ o~~~ o~~~

no puede tener mds de un p-limite.
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Proposicién 4. (Regularidad de la v-convergencia)

R RN RN~

Si (an) es convergente entonces es v-convergente y

v—=lim a = lim a .
n n

Demostracibén. Supongamos que a, —_—  a (en el
sentido usual)j entonces a; — al
Recordando las definiciones de S SR &n (ecuaciones
(1) y (3) respectivamente), y teniendo en cuenta que la

(C,1)-convergencia es regular, se tiene:
2
X —3 a y x —> a .
n n
Luego, usando (4) :

vn(a) —_ 0 .

Corolario. (Regularidad de la p—convergencia). Si

PPNPNPNE PPN PN

(an) es convergente, entonces es p-convergente y

p-lim a_ = lim a .
n n

o o T 0 D o et o i

Proposicidén 5. Si (an) es p~convergente y ademés

es acotada, entonces es v-~convergente.

Demostracidn. Supongamos que p-1lim a, = a Yy que
|ak| <M (k=1,2y.2. ) « Dado € > O arbitrario sea
0 <a<1l tal que (1 - A) M < §- .

Por hipétesis, existe n_ tal que, si n> n = en-
tonces |a - al < (E)2 para [an] vulores de k (1 <
k 3 -

k.f_n) . Tomundo ahora n > max {no ’ %y } se tiene:

(a, - a)® + v + (a, - a)? < [an] % + (n=[xm]) M<
<n %-+ (n = An + 1) M= n-% +n (1 - A) M+ M
< n-%-+ n-%-+ n-%- = n & .

Proposicidn 6. Sean (an) v (bn) sucesiones p-con-

vergentes. Entonces (an * bn) y (anbn) son p-con-
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vergentes y se tiene:

(i) p-lim (an + bn) = (p-lim an) + (p-1lim bn) .
(ii) p~lim (anbn) = (p-lim an)-(p—lim—bn).

Demostracidn. Supongamos que p-lim a = a Yy
n
p-lim bn = b. Dados € >0 y O0<)\<1 arbitra—-
. _ 1
rios, sea Ay = (A+1) y &= % € (resp. & =

min § €/(1+]al+[v]) , 1 }.)
Por hipbétesis existe n, tal que, si n> n, entonces

la, - a] < & para [An] valores de k (L <k<mn),

k
y existe n, tal que, si n > n, entonces |bk - b| <

g, para [Mn)] valores de k (1 <k < n) .

Luego, si n> n = max {n, , n,} entonces
la, = al < ¢ y Ib =] < &

para (por lo menos) n - 2(n - [A,n)) < [An] valores de

k (1 <k <n). En consecuencia si n> n = se tiene:
(i) Ja g +1p, - (a+ b)| < |an -a|l + b -Db] < ¢
(resp. (ii) Ianbn -ab| < Ja, - a| ]bn - b| +

€ .)

A

jal b, = 1] + [b] la_ - al < &(1 + [a| + [b])

para (por lo menos) [An] valores de k (1 <k < n) .

Corolario. Si (an) es p—-convergente Yy A €es un

ntmero real , entonces (A an) es p-convergente y

p-lim (Aan) = ) (p-lim an) .

Demostracidén. Sea b = A (n = 1,2,...) : entonces
lim bn = )\ 4 luego (bn) es p-convergente y p-lim bn =
A . Entonces (A an) = (bn an) es p-convergente Y
p~lim (xan) = (p-lim bn)-(p~11m an) =\ (p-lim an) .

Proposicidn 7. El conjunto S% de todas las sucesio—

NN~~~

nes p-convergentes es un espacio lineal y la aplica—

cidn Lp : (an) —> p-lim a es un limite genera-
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lizado definido sobre Sp que goza de la propiedad a

dicional
Lp[anbn = Lp[an] . Lp[bn] .
Demostracidén. La Prop. 6 y su Corolario muestran
que SI)es un subespacio del espacio de todas las suce-
siones reales, que Lp es un funcional lineal sobre Sp
¥y que Lp satisface la propiedad adicional mencionada.
Si a, >0 (n=1,2y... ) entonces, como Lp[an] =
p-lim a_ es un punto de aglomeracidn de (an) , se tie-
na Lp[an] > 0 . Luego Lp es positivo.
Por Gltimo: (L1). Si a =1 (n = 1,2,... ) enton

n
ces lim a = 1 1luego p-lim a 1.

(L2). Sea a = p-lim a ¥ b =&, (K = 1529000 ) &

Dados € >0 y O<Aax<l1l arbitrarios, fijemos A,
— Al

— < n,.
tal que, si n> n, entonces

tal que A < A, <1 Yy luego n, tal que,
Por hipbétesis existe n,
|ak - a| < & para [A,(n+l)] wvalores de k (1 <k <
n+l), de donde Iak - a| < & para [Al(n+l)} - 1 valo-
res de k (2 < k < n+l) , es decir, |b - a| < ¢ para
[Al(n+l)] -1 valores de k (1 <k <mn).
Cuando n > max {n, , n,} se tiene ademis que [An] <
[x,(n+l)] - 1 . Luego lbk - a| <& para (por lo menos)
[xn] valores de k (1 <k < n) .

Para demostrar, con respecto a la v-convergencia u-
na afirmacidén similar a la primera de la Prop. 6 necesi-
tamos el sijulente

Lema. Si (sn) y (tn) son _sucesiones reales ta-

les que
1 2 2 1 2 2
= (s3 + ... + sn) — 0y = (47 + o0 + tn) —> 0

entonces
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1
o (8,6, + eo0 + sntn) st 1

Demostracién. Usando la desigualdad |x y| < x*+ y?

se tiene:

A

|sy t, + o0 + Sntnl Isyt, | + «uv + |sntn|

A

2 2 2 2
(sf + .00 + sn) + (8] + oo+ tn).

Multiplicando por % y tomando limites se obtiene el re
sultado deseado.
Progosicién 3. Sean (an) ¥y (bn) sucesiones v-con—

s TRs S P Pt o st

vergentes y A un namero real. [Intonces (an+bn) Y

(kan) son v-convergentes y se tiene:

i) v-lim (an + b ) = (v-lim an) + (v=1lim bn) :
ii) v-1lim (Aan) = x(v-lim an) ‘

Demostracién. Sean a = v-lim a b = v-1lim bn y

ademis
vg(é) =-% [(a1 0BT B opwe (an - a)z] ;
W) = = [(b, = b)* +.e. v (b - 0)" ],

Por hipbétesis vg(a) —_ 0 y vg(b) —_ 0
i) Sea
v_(a+b) = l-[(a +by = (a+b))? 4.+ (a_+b_ - (a+b) )2]
n n 17 v n n ’
o .. i P 2) (-
entonces: vn(a +b) = vn(a) % v;(b) +

2 i[(ay-a)(b, =) + .o+ (g —a) (B =0)] .

Aplicando el lema anterior con 8, = ay = a y t =05=

- b se concluye que vn(a +b) —> 0 .

Luego (an + bn) es v-convergente ¥y
v-lim (a_ + b ) =a +b .
n n
ii) Sea ahora
2 2
vn(xa) = %’P(Aat - X8) + ses F (xan - Aa) } ;
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entonces vn(xa) = R vn(a) —> 0 . Luego (xan) es
v-convergente y

v-1im (xan) = Aa .

o R s e

nes v-convergentes es un espacio lineal y la aplica-

cidn Lv 3 (an) — v=1lim a  es un limite genera-—

lizado definido sobre Sv .

Demostracidén. La Prop. 3 muestra que Sv es un sub
espacio de todas las sucesiones reales y que Lv es un
funcional lineal sobre §3v .

Si a >0 (n=1,2y0.. ) y a-= Lv[an] entonces
a = Lp[an] (Prop. 3) , luego a > O (pues Lp es posi=-
tivo). Es decir, Lv es positivo .

La propiedad (L1) se demuestra como en la Prop. 9.
Supongamos por Ultimo que a = Lv[an] = v=lim a ¥ que

b =a (k = 1,250+ ) « Entonces, si

vn(a) =-% [(b1 - BT W goh® (bn - a)z]

- a>2]

+1
1 2 21 n+l
n+1[(a1 -a) 4.+ (an+l - a)‘x —= —0

; 1 2
se tiene: vn(a) ” [(a2 - a) + ees + (an

IA

Luego a = v-lim bn = Lv[bn] , es decir, se cumple (1.2)

3. Observaciones y Ejemplos.
2

(a) si «, —>a y & —> a entonces a

]

v=lim a_ .

n
Este hecho se usd en la demostracibén de la Prop. 43 es u
na consecuencia inmediata de la ecuacién (4) .
(b) La v-convergencia es mfis poderosa que la convergen—
cia ordinaria (cfr. con Prop. 4 ) .

Ejemplo
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a =

1l si n es un cuadrado .
n

O en los otros casos .
Obviamente (an) no es convergente en el sentido ordi-
nario. Por otra parte, como a; = B, (n = 1,2,...) sy €n

2
tonces (Xn = QXI (n=1,2,... ) . Ahora bien, cuando

m? < n < (m+1)? , se tiene x = % y luego 0 < & =

m.-]-'-i m-_l_ = l 2

2

=

(Xn — 0 (y entonces también &n —> 0), conclu
yéndose, segin (a), que (an) es v-convergente y que su
v-limite es O .

(c) La p-convergencia es méds poderosa que la v-conver-
gencia (cfr. con Prop. 3) .

Ejemplo:

a =

{n 81 n es de la forma 2m .
n

O en los otros casos .

Veamos que (an) es p-convergente: Dados € > O y O
<A<l , sea n, tal que ( p/2P) < 1 - si >
n,, ysea n, = Zn‘. Si n>n entonces existe p >

2p+1 teniéndose en este caso

n, tal que 2p < n <
Iak -0l =0 < & para n=-p valores de k (1 <kx<

n ) « Pero

n(1l- E ) >n (1- —g; ) > ny) > [nA] .

Luego O = p-lim a - Por otra parte:

n-p

1
Vzn(O) = -;'ﬁ (22+ 24+ooo+ 22n) =, %— (2n+2—' 211-_——2) ——p +w’

y entonces (an) no es v-convergente.
(d) La v-convergencia no implica acotacién (cfr. con
Prop. 5) . La sucesidn
'm si n=n’
a =
n

O en los otros casos .
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no es acotada pero es v-convergente (hacia 0) s
Este mismo ejemplo muestra que el producto de dos
sucesiones v-convergentes no es necesariamente v-conver—
2

gente. En efecto, la sucesidn a = &.& no es v-con-

vergente.

Sin embargo, como el funcional Lp es una exten=-
8idén del funcional Lv (véase Prop. 3), se cumple el si
guiente resultado parcial (efr. con Prop. 6, ii ) ¢ si
(an) ’ (bn) y (anbn) son todas v-convergentes, enton-
ces v-lim a_b = (v=-lim a ) (v=1lim b ) . Cabe anotar

n n n n
que la (C,l)-convergencia no goza de una propiedad ané-
loga a esta.
(e) Dada una sucesidn (an) y un nimero a se tiene
(véanse ecuaciones (2) y (3) ) :
2
v(a) =a =2a& + &x > 0.
n n n -
(a ) & a2 0
") . 2 s - - >
En particular v qn 5 5.2 ’

2
luego (xzn = & (= Vn(o) )

es decir ]qIJ < Vv (o).

Entonces vn(O) —> 0 implica Gﬁl—~—>' O, es de
cir, si 0 = v-lim &  entonces O = (Cy1)~1im a . Apli-
cando este resultado a la sucesidn (bn) = (an - a) (te-
niendo en cuenta que a = v-=lim an sii O = v-=lim bn y
que a = (C,1)-lim a sii 0= (Cy1)~1im bn)’ puede a-
firmarse gues:s Si (an) es v-convergente y a = v-lim an,
entonces (an) es (C,1)-convergente y a = (C,1)-lim a .

La reciproca de la afirmacidén anterior es, en gene-
ral, falsa. Asi, por ejemplo, la sucesién a = (~1) 0
(n =1,2,... ) es (C,l)-convergente pero no es v=-con-
vergente .

(f) Sea (an) una sucesidn v-convergente hacia a , es
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decir 3

v(a) =a® =2a + & —> O
n n n ¢

De acuerdo con (e) se tiene a;n —~—> a Yy entonces se
concluye que (&:n) es convergente (y su limite es az).
La v-convergencia es aqui una hipétesis imprescindi-
ble; en otras palabras, la convergencia de («YJ (es
decir, la (C,l)-convergencia de (an)) no implica necesa-~

2
riamente la convergencia de (QWQ . En efecto si

n+l 1 1
a-n= (_l) (1 +§-+¢uo +H) ) (n=l,2,ooo ) ’

2

entonces an —> 0 mientras que (Xn —_—> +00 ,
Observemos por Gltimo, que como vn(a) es minimo
cuando a = le entonces la v-convergencia de (an) im

plica que vn(drg —> 0.,

Aplicando las dos nociones de convergencia introdu-
cidas en el pardgrafo 2 a la sucesidn de las sumas par-
ciales de una serie se obtienen sendas definiciones de
sumabilidad :

Definicién 3. Diremos que una serie L X, es p-su-

NN RN NN

mable si la sucesidn (Sn) de sus sumas parciales

es p-convergente .

El p~-limite de (Sn) se llama entonces la p-suma de la
serie.

En forma enteramente anidloga se define la v-sumabi-
lidad. Naturalmente, todos los resultados antes obteni-
dos se aplican en este caso .

Pasamos ahora a enunciar y demostrar un teorema de
tipo tauberiano para la p-sumabilidad, es decir, una pro

posicidn que a partir de la p-sumabilidad y una condi-
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cibén adicional (condicién tauberiana ) permite concluir
la sumabilidad usual .

Proposicidén 10. Sea L X, una serie real tal que:s

~ A~ i

(i) £ x, es p-sumable, y Su p—suma €S a .
k

(ii) Existen M> 0 y k € N tales que [x. | < Wk

para todo k > k .

Entonces L X, es convergente en el sentido usual ¥y

Su suma es a .

Demostracién. Razonaremos por reduccidn al absurdo.
Supongamos que se cumplen (i) y (ii) pero que (Sn no
converge hacia a . Entonces :

(a) Existe un nmero € > 0 y una sucesidn creciente de

enteros 1l <ky <k, <.eee. —= +oo tales que

s, ~@a] > 28 ; 1i= 12y «os

Ky

(b) Como 0 < 1/ ( fﬁ +1) <1 entonces puede ele-

girse ) tal que
max { 1/ ( fﬁ +1 ) 4 12 } A0 I

Segin esto, 1/ ( fﬁ +1) < A (lo cual equivale a
1-A < i3 ) 1
A 2

La hipdtesis (i) , es decir, la p-convergencia de

M y 5 < A (es decir -% < 2 ).

(Sﬁ) permite asegurar que @

(c) Existe n €N tal que, si n> n  entonces

para, por lo menos, (xn] valores de h (1 <h < n) .

(d) Como ki —> + 9 , puede elegirse kio tal que
(Ak; ] > max {n, k,4M/g} ;

Obsérvese que, como ) < 1 entonces ki > [Aki] .
° °

(Nota: Se concluye, en particular, que ki > 4M/5 s €8
o
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< .
ki° 2
Vemos ahora que k; > ng (puesto que {in;\i

n_ ) y entonces, segin (c) , debe tenerse |Sh -a|l <¢

decir, 2 Y & . )

para, por lo menos, [in ] valores de h (1 < h < ki )
o - - °
pudiendo entonces asegurarse que

(e) Existe h & N tal que [xkio] Shysk oy

Isho = aI < 80 .
Pero, segin (a) ,
lskh - a| > 2 & .
Concluyéndose que
[ski - sh°| > &
o

Se observa que ki # ho (pues en caso contrario se ten
(-]

dria & < 0 ) 3 como ademds h_ < k. entonces h < k.

o — i, o i

- ho « Recordando que ho > [Akio] >

o

Sea ahora p = ki

X y la hipétesis (ii) , tenemos :
&< |ski.- sh°| = lSh.,+p - shol = |xh;n % wws +xh°+p| ¥
< | | + + | | <M ( SO -
S Mhe+q vt o+p! = ho+l ho+Dp
i -
< M Bo+1 °
Pero como p = ki° - ho y [xkiO] < ho , entonces:
Pk - [Mky ] <k o+ 1=k s (1 =) ky +1.

Y por otra parte : ho + 1 Z-[Akio] + 1 > Aki , es de

cirs
1 1
hotl = Ak,
1o
Se tiene entonces ¢
(L= A) ky,_+1 _ 1-_ 1 _M
E< M v ° = M A + Y k;
lo [

Teniendo en cuenta la eleccidén de A (véase (b)) y de

ki, (véase (d), Nota) , se concluye que
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lo cual es absurdo .

Como la v-sumabilidad implica la p-sumabilidad, la
proposicidn anterior vale, en particular, si se sustitu-
ye la hipbtesis de p-sumabilidad por la de v-sumabili-
dad.

Debido a que la v-sumabilidad implica también la
(C,l)—sumabilidad, este caso particular de la Prop. 10
puede igualmente derivarse de un teorema tauberiano de
mostrado por G. H. Hardy en el cual , a partir de la
(Cy1)-sumabilidad y de la condicidén (ii) se concluye la
convergencia usual. Debemos esta observacidn al Profesor

Y. Takeuchi.
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