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SOBRE UNA CLASE DE OPERADORES DE CONVOLUC10N, I
-,~'.t()!.por

Jaime LESMES

1NTRODUCC10N. Se sabe ([llJ, oap.111,Teo.35) que to-
da distribuoion sobre fln ooncentrada en un punto es u- (
na combinaoion lineal de derivadas de la medida de Dirao
correspondiente a dioho punto. Se deduoe inmediatarnente
que una distribuoion S sobre fln cuyo soporte oonsta
de un numero finito de puntos ho' hl, •••, hm E fln es
una oombinaoion lineal de derivadas de las medidas de
Dirac oonoentradas en los hk ( 1 ~ k ~ m). Es decir, S
es de la forma:

(0.1)

en donde los Pk(.), 1 ~ k ~ m, son polinomios oomple-
jos en n variables, y se ha puesto:

(
. a

D = -~ - , ••• ,
aX1

-i a )
aXil

(ver [7],cap.1; en general, usaremos las notaciones de es-
te libro, as! como las de [11])

Como SEt, para toda distribuc i Sn u E e' e sta
definida la convo Luoi Sn S'ltu, y se tiene:

Vu E JJi •

Enesta formula t
hI<;.

cion correspondiente a
V

~ E rff,

representa e1 operador de tras1a-
~ (0 < k ~ m): Vu E ~i,
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<'th ...u,~> = <U(X-hk)'~(x» <u(x),~(x+hk»

(vel' [ll),Tomo I,pag.SS).
En [9] hemos hecho el estudio de los operadores de

convo Iuci Sn de la forma (0'.2), es decir, de los opera-
dores diferenciales parciales lineales can diferencias
y coeficientes constantes. En este trabajo presentamos
los principales resultados de dicho articulo; para la
exposici6n detallada y las demostraciones, remitimos a

[9] .
(31 PRELIMINAFmS

1. 12~_Qf;§BA-J2QB q:>. De ahora en adelante, usaremos
la notacion:

en donde u varia en un espacio de distribuciones, 0

de funciones, conveniente (no necesariamente en ~/(Rn)).
Supondremos tambien que siempre se tiene o.ho

Ante todo, vamos a precisar el significado de la
formula (1.1), para 10 cual damos las siguientes defi-
"niciones (vel' [6],cap.n,§1; [9],§1,2):

~~E!~!Q!Q~_1~1Un espacio fundamental ~ de fun-
ciones es un espacio vectorial topologico localmente
convexo, cuyos elementos son funoiones definidas en un

b . t d Rn o· en;su oonJun 0 e la topologia de lp debe
ser mas fina qtl.ela topologia de la convergenoia simple.
Los elementos del espaoio dual ~I se llaman funoiones
generalizadas D tambien distribuciones.

P~E!~tQ!Q~_1~fSea p el maximo de los grados de
los polinomios Pk (.) en (1.1). Sean ~ ,4J espaoios
fundamentales de funciones sobre suboonjuntos de Rn,
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tales que

\f ~ E ep, Dq L_h ~ E qr , para 0 ~ k ~ m, Iq I .s p.
I<

;t.' , T1T'Sean ~ y los espacios de distribuciones correspon-
:&..' ; Tlrldientes, f E ~ se dice que u E ~ es una soluci~n

de La ecuact Snr e

(1.2) 'Pu = f ')

."

si se tiene, 'V~ E ~

NOTA.
-cu , ~f>
cuentran

<u, 9>"<p> = <u(x),E~=o Pk(-D)~(X+hk)P = <f,<p> •

Como ~ E ~ , se tiene: ~~ E'P , Y por tanto
esta bien definido. En [91, loc.cit., se en-
algunos ejemplos para ilustrar estas definicio-

nes.

2. A~Q~Q§_~BQ~1~~§_~1AQIQ~APQ§_QQ~_~~_Qr~~QQB~.
Se pueden plantea~ entre otros, los siguientes:

I) Existencia de una solucion fundamental, ssto es,
de una so Luca Sn E de la ecuaci.Sn g:> E = 6 (6 es La

medida de Dirac). Ver [1),[4J,[5],[10J • En [9], §2,pre-
sentamos una demostraci6n constructiva de la existencia
de una solucion fundamental en JJ'(Rn); esta es una mo-
dificacion y ampliaci6n del metodo de AGRANOVIC [lJ.

II) Solucion de la ecuacion (1.2) en los espacios
J7~, en donde K es un compacta de Rn• Sabre este pro-
blema trata el §) de [9].
III) Solucion de la ecuacion (1.2) en los espacios

e'U:L), C'CU), cCO), "e;(n), en dondell es un a-
b· tn, rS'1er 0 de R. Este problema esta tratado en L'J; en
[9], ~3, nos.4-5, nos limitamos a algunas consideracio-
nes elementales del caso en !L es acotado, utilizando la
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solucion fundamental.
IV) Regularidad de las soluciones de la ecuacion (1.2).

Ver [5]. En [9], §4, definimos las nociones de hipoe-
lepticidad e hipoelipticidad par~ial sobre un abierto
{l eRn, para operadores de la forma (1.1).

Mayor informacion_y bibliografla se encuentran en la
Lntr-oducci Sn de [9].

3. ~Q§_tB§§_QA§Q§. Para los operadores de la forma
(1.1) conviene distinguir tres casos:

I) m > 0, y al menos uno de los polinomios Pk no
es constante.

II) m > 0, y Pk (X)=: ck' ck constante (0 ~ k < m) •

En este caso se tiene un operador de diferencias.
III) m = O. En este caso se tiene un operador dife-

rencial parcial lineal con coeficientes constantes; es-
tos operadores han side ampliamente estudiados ([7], [12]).

En [9J nos limitamos al estudio de los dos primeros
casos; para ell0 es particularmente util la siguiente
p.ropo s-ioi Sn ([lJ; [9], teo.I.l):

~BQ~Q§~Q~~~_1~1 Siempre se puede encontrar una
ntransformacion de coordenadas en R que 11eva la ex-

presion (1.1) para if.) a una forma con las propiedades
siguientes:

a) Todo polinomio Pk(X) es de la forma
PkckXl + sumandos cuyo gr~do en Xl

para 0 < k ~ m,-
= ~l , si
1 < k < m.-

I O.

hk=(hk1,···,
k I j.

es menor; ck
b) Si ponemos
Rn ,

es una constante

c)
se tiene: hjl

hkl » 0 para
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4. LA~~~§EQBMAQIQ~~~~_EQ~EI~E.En e1 estudio de los
operadores que nos ocupan, es esencial el empleo de la
transformacion de Fourier. Si u es una distribucion
temperada (resp., si ~ E Ll(R)), designamos por ~
(resp., por ~) la transformada de Fourier de u (resp.,
de ~). Como se sabe,

»: E );', ~~ E -J, dl'f> "...

<u,~>

tambien usaremos, cuando sea mas comoda, la notacion
"l[u.l(z-esp,,1'f~]) en lugar de \.i (resp., de ~).

Como en [91, pondremos Q(.) = ~31rgJ6]; se demues-
.", .

tra facilmente (ver opv oi t , , §J.,4), '5= (Sl'···' <)n) E

tn:

en donde , n
<hk, S > = 2: j= 1 hk .•) o'

J J

E ~/:Se tiene ademas, Vu

(1. 5) '}" [~u]('s )

(1. 6) ji'[9t.l(S )

Q('<; )·~(S );

Q(-S)·~( 5) = Q(S )G(S)·

Esencial en este trabajo es el teorema de PALEY-WIE-
NER ([7], teo. 1.7.7): Una funcion holomorfa entera de
n variables complejas, F(~), es la transformada de
FOURIER de una funcion f E COO (Rn) con soporte conte-o
nido en la bola Ixl < B, si y solo si para todo entero
positivo N, existe una constanta CN = CNU') > 0 tal
que

Muy util para los problemas que trataremos es la siguien-
te propiedad, demostrada en [9J,§1,S:
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Las constantes CN(f) pueden e1egirse de tal manera
que, fijado N, CN(f) ~ 0 si f ~ 0 en un espacio '~K'
K t d Rn.compac 0 e

12 EXISTENCIA DE UNA SOLUCION FUNDAMENTAL

De ahora en ade1ante, se supondra que 108 po1inomioe
Pk y los argumentos de desp1azamiento hk ( 0 ~ k ~ m)
cump1en las condiciones de 1a proposicion 1.1.

Con 1) = ("S l'••• ,) n)
derna a si He'>-. ~ . Im'~ .

-- ~J ~J' -- >J
S = (·Sl'···' ~n) E R

n
, ~ =

~ + i1 .

designamos puntos de en; a-
= l' . (1 < j < m}, pondremos

J - -
(71' ... ' 1n) ERn, ':,=

I.

1. LA ESCALERA DE HORMANDER. Ante todo, vamos a es-
tudiar la funcion Q; se tiene 1a siguiente proposicion
([9], teo. 2.1):

Si a1 menos uno de los po1ino-
mio£ Pk no es constanta, exista una variedad H (Es-
calera de Hgrmander) en en, con las propiedades si-
guientas:

a) VSE H,

b) Si ~ =

vIQ( S ) I > 1.

se tiene:

-M.log(lsl+ e) >

?j
en donde M, N

?1 > -M.log( I~I + e) - N;
o (2 ~ j ~ n);

son constantes positivas convenien-
tes, independientes de ').•
c) tI ~ E C: (Rn), ~ es integrable sobre H, s.ss:
tiene:
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Para la demostracion de esta proposicion se utilizan
los lemas siguientes:

J:.;§~_f.t! Sea P (S) un polinomio en en con coe-
ficientes complejos, de la forma: a·Sf + miembros de
grado menor en ")1' en donde c I 0; sean ademas b , ~

numeros reales posi tivos. Entonces existe un nu.mero real
M*"> 0, tal que para )= (Sl + i11' J2'''.'~n)' en
donde 5:i E R (1..::.j..::. n), 11 E u, ;L 1?11 ?- M'-log(e+
lsi), se tiene:

!p())1 + b < /~.I~11

Aplicando e1 lema 1.1 a cada uno de los polinomios

: Pk(-~)' con b = l/Ioml, !J.= hm1 -hk1 (0 ~ k .s
m

m-l), se obtiene el

~;§MA_f.tf Supongamos que hml es e1 maximo de los
hkl (1 ~ k ~ m ; ver proposicion 1.1). Entonces existe
M> 0, tal que si ~ = ( ~l + i ?l' S2'···' 5n)' oon
71 < -M.10gCls\ + e), se tiene:

(2.2) Icml.exp(-hml 71) - Il:~:~Pk(-») exp«hk,i~ >

- ~l 11) I ?- 1 •

En esta formula,
de c.m

c
m

esta dado por P ,m Z M depende

Finalmente tenemos:
~~N!_f.t~ Sean M, ~ numeros positivos dados; ~-

tonces existe N > 0 (dependiente de M, 0( ), tal que pa-
ra ~ >- ).. ~

')2'··" ..,- - n
fijo, 1a distancia de las curvas

71 = -M.10g(lfl + e) y 11 = -M.log(ls! + e) - N

en el plano de las 's 1 es mayor gue do.
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Esquema de la demostraci6n de la proposici6n 2.1. a),b)

c I o.m

Pongamos ~2 = \2' •••, ~n = fn, reales fijos: Enton-
ces, el polinomio en ~'l correspondiente tiene Pm ce-
ros en el plano de las ~l' sean estos ~~: •••, ~f'-lSe
obtiene el desarrollo:

Tomando la constante M del lema 2.2, por el lema 2.3,
podemos encontrar una constante N > 0, tal que en el
plano de las ~ la distancia entre las curvas

;)i. '

~l = -M.log(l\\ + e) y ~l = -Mlogq\\+e)- N

sea mayor que (2p + 2). Entonces podemos encontrar unam
constante 0 < T < N tal que la distancia de cada uno
de 103 ceros ")(j) (1 < j < p ) a la eurva1 - - m

~l - M.log(l~1 + e) - T,

sea mayor que 1.

Se deduce que sobre esta eurva Ip (- ~) I > Ie I, y~ m m
usand0 (2•2): I Q ( ~ ) I > 1.

Procediendo entonces como en 16],eap.rr,§3.3 (para
el caso de operadores difereneiales), se concluye que po-
demos construir un recubrimiento loealmente fini to (A"),,tll 1111

n-ldel espacio R , formado por paralelotopoB disyuntos
(no necesariamente abiertos, perc de interior no vacio),
tal que a cada LJ corresponde un mlmero real T)I'
o < T y < N, con la siguiente propiedad: si definimos H
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par las formulas:

~l -M~og(I~1 + e)

~j 0, 2 ~ j ~n;

se tiene I~( S) I > 1, para S E H.

Para ver ~ue H es la variedad buscada, ~ueda par
demastrar la parte c).

c) Primero, hay ~ue demastrar ~ue para toda ill E emTo',..
J I~ ( ~ ) I • I dw I < +co
H

y se comprueba facilmente Que

M+-e
de ~ui se deduce

(2.4) J l~(~)l.ldw, .s (1 +;) J 1~(~(~))1.d~.
H Rn

en dande l;(~) = (~1+ i~\, ~2"'" Sn) E H.

Sea B > 0, tal ~ue el soporte de ~ esta contenida
en la bola {:x: ERn; [xI ~ B l; entonces, cua.Lqui.er-aQue
sea el entera Q ~ 0, se tiene para ~= ~ (S), par el
teorema de Paley-Wiener:

I~( ~ ) I ~ c~ (~) . (1 + I~I )-Q • eBI~tl;

y como '111 ~ M.1og(I~1 + e) + N, nos Queda:
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si se toma q > BM + n, esta ultima expresion es inte-
grable sobre Rn, y usando (2.4) se obtiene finalmen-
te:

( 2. 5) J I~ () ) I • I dw I .s K (B; q) •Cq (?) ~
H

en donde K(B;q) depende tambien de M,N, perc no de
~. Queda pOI'demostrar 1a igualdad (2.1). Fijados ~1'
••• , ~, sea T~ e1 numero real correspondiente, enn
las formulas (2.3), Ilamaremos r la curva de ecuacion
PI = -M.log( I~I + e) - T~ en el 'plano l) 1. Se demues-
tra entonces, usando el teorema de Cauchy, la igualdad

de la cual se deduce (2.1).
Para las ecuaciones con diferencias, se tiene un re-

sultado mas simple ([91, teorema 2.2):

~BQ~Q~!Q!Q~_g~gSi en (1.4), Pk(~)a ck' ck
constante I ° (0 ~ k ~ m), entonces existe una oonstan-
te T > 0, tal que la variedad H en (;n definida POI'
las formulas:

{

-00 < ~j

~1= -T

2j 0,

< +00 , 1 < j ~ n

posee las propiedades a) Z c) de la proposicion 2.1.
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La demostracion &s como la anterior, perc en este
caso, mas simple. En particular, si B > 0, para toda
f'unci Sn ~ E C~ con soporte contenido en

Lx E lin; Ix I .s B 1 ,

se obtiene una formula del mismo tipo de la (2.5).
I2.LA SOLUCION :F'UNDAMENTAL.Una di etri buci.on E E ~-----------------------

se llama solucion fundamental de la ecuacion (1.2), si
~E 6, en donde 6 es la medida de Dirac en el pun-
to 0 (efr.IllJ,cap.VI,SlO).

T~Q~M!~g~1Toda ecuacion diferencial parcial li-
neal con diferencias y coeficientes constantes tiene u-

cal.na solucion fundamental en ~
Deraostr-aci.Sns Llamando, como antes, Q =~[~6], y

H la ~scalera de HSrmander para Q, definimos la forma
lineal sobre COO :o

dw,

Usando las propiedades de H, se oomprueba facilmente
que E esta definida para toda ~ E COO•

0

Si L AS un compaota fijo de Etn oontenido en la,
bola cerrada de radio B, y si (~ .,) es una sucesion de
funciones de 1JL , sa tiene, puesto que I Q( ) ) I > 1,
para todo ~E H, utilizanda (2·5) ( o su analoga para
ecuacianes con diferencias):

cualquiera que sea el valor del indice Y •
Finalmente se comprueba sin dificultad que E es

solucion fundamental:
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�(o).

(Hemos utilizado (2.1)).

rBQrQ§!Q!Q~_g~~Si·gJ es un operador lineal de di-
ferencias con coeficientes constantes, la soluci6n fun-
damental E construida en el teorema 2.1 tiene la pro-
piedad:

Para la demostraci6n de esta proposicion, que es una
adaptacion de la dada en [12] para el caso de operadores
diferenciales, remitimos a [9],§2,3.

'§3 SOLUCIONES EN CONJUNTOS ACOTADOS

En este paragrafo se dan algunas aplicaciones de la
soluci6n fundamental construida en el 12, a la solucion
de ecuaciones del tipo (1.2), con f E !1~, K com-
pacto, como tambien f E fj' (n), y f E COOCn), a:
abierto relativamente compacta en Rn• En gran parte,
se trata de generalizaciones de resultados de Agranovi~
para ecuaciones diferenciales parciales lineales (21 .

toda forma lineal oontinua v sobre lYK tiene un or-
den fini to p ([11], oap,III, teorema 20). Baaandoae en
esto, se deduce que v puede ser dada por una formula
del tipo:
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en donde
y medibles Batre
esto, as! como de
siguientes).

m = p + n, y las f son funciones acotadasr
K (para la demostracion detallada de
10 que sigue, remitimos a f91,PP.28 y

Para abreviar, vamos a poner: f (x)dx = du (x)r r-r
(Irl ~ m). Usando las propiedades de la transformacion
de Fourier, la compaoidad de K y la forma de las medi-
das ~r' se llega a la formula

<v, <jl>

en donde

0.3) n
) E C •

v (~) es una f'unoi Sn holomorfa entera sobre en;

DEFINICI6N 3.1--------.------
1 t K C ene oompao 0

Sea ~ una medida oonoentrada sobre
llamaremos a la funcion

J e-i<x,.> d~(x)
K

transformada de Fourier de fe

DEFINICION 3.2 Una suma finita de productos de mo--""" N _

nomios y transformadas de Fourier de medidas conoentra-
das sobre K, definidas por funciones de densidad aco-
tadas y Lebesgue-medibles (as deoir, una funcion del
tipo (3.3») se. llama una funoion K-admisible.

PROPOSICION 3.1 Sea V la funoion K-admisible da~---------------
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da por (3.3); entoncas, existen dos constantes positivas
C, a, tales que

Sa deduce que V as la transformada de Fourier da una
distribucion con soporte compacto.

La ultima observacion es consecuencia del teorama de
Paley-Wiener-Schwartz ([7], teorema 1.7.7), paro es fa-

- ~Ioil varIa tambien direotamente: se define VE '" por la
formula

<~, ljJ > 1: J Dr ~ (x ) •f (x)dx,
' ... 1$11\ \4 r
ooincida oon v, y adema,s

'¢'\IE COO

V = ~[¥ 1.Sobre v

la funcion K-admisible dada
00 '"

~ E Co ' V~ es la
transformada de Fourier de una f'unc i Sn de Coo. Conora-...;;.;;;.;;;;..::~;;...;;;..;~==-~......;;...::;..:~~~=.....:;=:.....;;;c.=.;;..:;.:~:.;;.-.~ 0

COROLAHIO. Sea V-~-------por (3.3); entonces, para toda

tamente:

En sintesis, tenemos el siguiente
IT~Q~MA_2~1 Todo elemento v E lrK

tarse en la forma (3.2), en donde V
puede represan-

es una funci6n
K-admisible. Reciprocamente, toda funcion K-admisible
V define una distribuoion v conoentrada sobre K, la
oual sobre .e esta dada por la formula:

Finalmente, tenemos la
p~E~~~g~Q~_2~2Una funcion W analitioa ertera en

en se llama K-anulante si:
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a) existe Kl, compacta en fln con Kl ::::> K, tal,
que W es una funcion Kl-admisible;
b) para toda ~ E bK ,

2. ~A-_:§Ql!AQIQ!! gvu = f, fl!A!!)2Q f E J:} ~. Sea Kl
un compacto de ~n que contenga U~=o (K - hk); vamos
a hallar las soluciones
cuando f E J!f K •

de La ecuaoion Pu=f,

Sea K2 un compacta de fin que contenga
m
U (K1 + ~);
k=o

como h = 0, se tiene: K2 =' K1 ::> K.
0

Por el teorema 3.1, a f 1e corresponde una fun-
cion K-admisib1e F; y si u E ~~ es una solucion,

'1
1e corresponde una funcien K1-admisible U. Entonces,
teniendo en cuenta (1.6), vemos que 1a ecuacion

@"1tCll:><u, v T =

se transforma en:

J U( ~ ) Q ( ~ ) ~ ( 5 ) d~ = J F ( ~ )~ ( S) d ~ •
fln Rn
Se comprueba faci1mente ([9], lema 3.1) que W =

'VUQ - F es una funcion K2-admisible y
obtiene entonces el siguiente

k'-anulante.Se

TEOREMA 3.2 Una distribucion"-i _

lucien de la ecuacien ~u = f,

I

U E bK '
1 I

.2.£!l f E eb K

as una 60-

, si y 60-

65



10 si es de la forma:

'"en donde H es la escalera de Hormander para Q, F es
l·afuncion K-admisi ble correspondiente a f, if.. W es
una funcion K2-admisible y K-anulante.

NOTA. Una formula de la forma (3.4) define siempre
un elemento de .Lf~ : es la r-e et r-i.coi Sn a hK de

1 ~

E -* (f + ;), en donde f y w son las distri buciones
de C' definidas por F, W (teorema 3.1) y E es la
solucion fundamental dada en el teorema 2.1.

" ,3. §Q1~QIQ~~§~P~~1!~~Q~~QIQ~~BQ~Q9~~~~_~~K. Si W
es una funcion K2-admisible y K-anulante, la distribu-
cion w que ella define (teorema 3.1) esta conoentrada

o
en D = K2 - K •

En el caso en que 6 sea una union finita de conjun-
tos regulares ([11], tomo I,pag.98), podemos enunciar
la proposicion siguiente ([91, teorema 3.4), que se ba-
sa en el teorema 34 del cap.III de [11].

o
;EBQrQ§IQIQ~~2~g Si 6 = K2 - K es la union de un

numero finito de oonjuntos regulares disyuntos, toda so-
lucion u E ~~ de la ecuaoion homogenea ~u = a en

-1
K, es de la forma:

<u,~> = 1: J <DqE(x-y) ,~(x»df'1 (y)I~',~o 6-

en donde E es una solucion fundamental, y las 1..1. son'1-
medidas conoentradas sobre ~ • Reciprooamente, toda
distribucion de esta forma es una soluoion de la ecua-
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oi6n homogenea en K.

4. LA ECUACrON ~u = r ,
nun abierto aootado de R;

,
CUANDO f E r8 en ). Q sea

en general, no se puede apli-
oar el prooedimiento de los numeros 1. y 2., pues, por
ejemplo, f puede no ser de orden finito. Tenemos la si-
guiente

fBQfQ§IQIQ~~2~2' Sean ~,rtl abiertos aootados
de Rn, tales que ,.n..l .-;:)U~=o (.0 - hk). Sea ademas
f E J/ (n); entonoes, oualquiera que sea 81 oompacto,
K c .Q, existe uk E Jj' ('11), tal que

5. 1A-~1!1QQAQIQ~Pu = f, QlIM1:;QQ f E cO) (n). Ante
todo, queremos anotar que para Q =~[\p61 se puede

" "oonstruir una esoalera de Hormander H, de la misma ma-
y

H para Q (proposiciones 2.1 ynera que se Qonstruyo
v2.2): basta tomar H = -H. Tenemos entonoes:

fBQfQ§IQI§:~L2~4 Sean n ,fil, .Q. 2' abiertos aoo-
tados de fin y tales que

m
-0.1 :> U (a - ~)

k=o

m
n2 J U (.(21 + hk);

k=o

u(x)

un oompaoto cualquiera de !l. Entonoes, una
u E COO (ill) es soluoion de la eouaoi6n:

tJVu(x) = f(x), 'tJx E K,

f E COO en), si y solo si en una vecindad de

uf (K.-h) tiene la forma:k=o k

(-2n......~n-/Ug(1j J + '1(5 J]/Q,(S }i<X'~>d<V

sea K

funcion

en donde

de K =1



En la segunda parte de este articulo trataremos el
problema de la regularidad de las soluciones.
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