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ESTRUCTURAS FOLIADAS
por

Gérard Joubert

INTRODUCCION.

2
Consideremos en el plano (ﬁl una ecuacién diferencial or—
dinaria

y'= f(x,y)

En general, pasa por un punto dado (x,,y,) una curva inte-
gral (o trayectoria) Gnica; esta curva puede ser homeom6r—
fica o a la recta numérica (R _o al cfrculo unidad 8j.

Los puntos que no verifican esta propiedad se llaman pun-
tos singulares.

Si se quitan del plano los puntos singulares se obtiene una
variedad \V de dimensibn 2 y las trayectorias constituyen
entonces una particién de Upor subvariedades de dimensién 1L

La teorfa de las estructuras foliadas es la generalizacién
de esta situacibn. Las bases de la teoria se encuentran en
la tesis que Reeb terminé en 1.952 con EHRESMANN.

Después hubo numerosos artfculos sobre la cuestibén (ver re-
ferencias).

En este articulo vamos a dar algunas generalidades sobre
las estructuras foliadas.
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(1) Definicidn de una estructura foliada.

a) Preliminares.

Consideremos, en primer lugar, el espacio numérico real

Wln como el producto\ﬁlp W{ P gonde p verifica:
<p <n.

Designemos por x = (xi, ..,,’xp) las p primeras coorde-
nadas de EL ypory = (y1s «ovs yn~p) 1as (n—p) Gltimas.

El ejemplo mds sencillo de una estructura follaoa es
aquella cuyos folios son los (n-p) planos paralelos al
subespacio lineal definido por x = 0.

Un homeomorfismo local h de clase r de esta estruc-
tura foliada 3:6 es un homeomorfismo local de\ﬁin que

.preserva localmente los folios, es decir: en todo punto
(x,y) donde h estd definido, existe una vecindad

U(x,y) de (x,y) tal que la restriccién de este homeo -
morfismo a esta vecindad se exprese por ecuaciones de la

forma

—

(x' = hy(x)
(1) 3’ si (x',y') = h(x,y)

Ly" = ho(x,y)

hay que notar que hy es localmente un homeomorfismo de
clase r de Wl\pc

b) Definici6n de una variedad foliada.

Sobre una var1edad‘l}’de dimengién n y de cla°9 T,se
defire una estructura foliada (o foliatura) f’de elas=
ge n y de codimensién p por medio de un atlas maximal

de cartas (h;); & 1 (donde h; es un homeomorfismo de

clase r de un abierto [J; de ﬂZ\n sobre un abierto
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*&f} de 1f4) que verifican la condicién siguiente:

. -1 )
Los cambios de cartas hj hi son homeomorfismos loca—-

les de mln de clase xr que son localmente de la forma

(1).

Se dice que la foliatura ‘;:es topol6gica, diferencia -
ble o analftica segfin que

r=0; 0< r £CO r=w

Restringiendo la forma de los cambios de cartas se pue-
de definir estructuras mas precisas: Por egemplo, se
dice que la foliatura ‘F estd orientada si los cambios
de cartas son de la forma (1) con la condici6n suple -
mentaria que h; conserve la orientacion del?{p

Otro ejemplo es el siguiente: Se dice que ?;Ies trans—
versalmente analftica si h; es analftico.

¢) Los folios.

Sea T, la topologfa de " =12 P )dﬂin—P que es el
producto de la topologfa discreta delR\ por la topolo—
gia natural de {R_""P.

. n )
Las componentes’ conexas de segin T, son precisa-

mente los planos x = ¢ .

Los homeomorfismos locales h de‘jf son los homeomor—
fismos por la topologfa T,, segln (1)

Resulta que existe una topologfa finica T sobre U tal
que cada carta h; sea un homeomorfismo de U ; sobreVj

para las dos topologias inducidas por T, y T respec-
tivamente.

(2) Ejemplos.-

2
a) Consideremos como variedad lj\el plano(ﬁz privado

de un punto O,
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Se puede considerar sobre U 1las foliaturas siguientes:

/

en los tres casos hay un folio, que es un circulo C,:

En el caso (1) todos los folios son cfrculos; en el ca-
so (2) al interior de C, y en el caso (3) afuera de Co
todos los folios son espirales.
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b) Ejemplo fundamental de Reeb. (Véase dibujo al f-nal
vo la hoja).
Consideremos el eilindro s6lido D“ x\ﬁl producto del
disco unidad D2 (es decir, el subconjunto de‘El‘ de
los puntos x tales que \x\ < 1) por la recta nimé-

rica R_ .

Se puede construir sobre este cilindro una foliatur:
de codimensi6n uno de la manera siguiente :

Un folio es el cilindro ordinario Sl><ﬂ2\ los otros
folios son las superficies F¢ formadas por los puntos

(x, o (Ix )+t) donde xe D2 y t €R y o :[0,1[—>\K

es una funcién diferenciable tal que
Lin¥( () =
=y

(Por ejemplo: A (W) =

W
1 -Ww

|




(3)
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el toro lleno T = D2 X S1 es el cociente de D2 por
la relacidn de equivalencia que identifica (x,y) a
(x,y + n); né&'/,. Puesto que la foliatura anterior es
invariante por esta relaci6én, se puede definir, por pa-
so al cociente, una foliatura = sobre '\ cuyo borde
2T (el toro ordinario) es un folio compacto.

Tomando dos toros llenos que tienen cada uno una folia-
tura de este tipo e identificando sus bordes por un ho-
meomorfismo que aplica los paralelos de uno sobre los
meridianos del otro, se obtiene una foliatura de la es-
fera S3. En esta foliatura hay un Gnico folio compacto
a saber, el borde comfin de los dos toros llenos.

Todas las foliaturas anteriores estén orientadas.

c) Sobre una variedad cualquiera-Lr.de dimensidén n, to-
do campo de vectores que no se anula, define una folia-
tura de dimensifn 1. Mas generalmente, una distribucidn
involutiva de dimensién (n-p)o, lo que es equivalente,
una forma exterior de grado p completamente integra -
ble define sobre%/~ una foliatura de codimensitn p.

Ahora deberfiamos introducir la nocién fundamental que
estd en la base de toda la teorfa. Pero, para ver inme-
diatamente la representacibn geométrica de la nocibn,
es preferible estudiar Gnicamente el caso particular en
el cual la codimensibn es 1.

Teoremas particulares en el caso de codimensitn 1,

En primer lugar, podemos considerar (siU es para—com-
pacta) que estd provista de una métrica riemaniana.

Si se supone ademds (lo que no es de hecho una restric—
cién) que N es orientable, existe sobre U un campo de
vectores normal a los folios que es en todas partes di-
ferente de O.

Las curvas integrables de este campo que se llaman nor-
males a la foliatura constituyen sobre I otra foliatu-
ra (de dimensién 1) transversal a la anterior,
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Tenemos entonces el lema fundamental siguiente:

Lema : Sea C : I—>F un camino en un folio determni-
nado F(I ={0,1)). Entonces, existe una familia de a-
plicaciones

G :I-—3U ue )1, + 10
que tienen las propiedades siguientes:
1) Cob =C
2) Fijado u , C,(I) estd contenido en un folio Fy

3) Fijado t , la aplicaci6én u—5C,(t) es una curva
normal aZh .

Se dice que el camino C, se obtiene a partir de C por
levantamiento segin las normales.

Consideremos en particular un camino cerrado, es decir,
un ciclo:

C:I—>F con C(C(0)= C(1)=(ao)

Resulta del lema que C,(0) y C (1) pertenecen a la mis~
ma curva normal, la que pasa por a,; podemos parametri-
zar esta curva por

0 == Cu(O)

Para u bastante pequefio, tenemos entonces
¢, (1) = ¢, (0) .

Poniendo h (u) = wW! se obtiene una aplicacién defini-
da sobre una vecindad abierta de 0 en ([2_ tal que

ho(0) = o,

Es fdcil ver que h, es un homeomorfismo local. Ademds,

se demuestra que si ¢ y c¢' son dos lasos homotépicos



- 11T =

en el mismo folio F tal que
c(0) = ¢(1) = ¢'(0) = ¢"(1) = a,

tenemos:
’ IN Ay
h JO e!

{ donde jé‘hc es el jet de hc en 0 en el sentido de
EHRESMANN).

En t)ﬂces, asociando a la clase de homotopia [gl de c el
zﬁt_ 30 he, definimos una aplicaci6n:

§ao = My(F, 3,) =6

donde G es el grupo de las a(ﬁg en 0 de los homeomor—
fismos locales de \[Z. que preservan 0. Se muestra que

qgao es un homeomorfismo que se llama homeomorfismo de
holonomia de F en a,. Ademds, el subgrupo §ao h(]?,ao)]

no depende de a_ salvo un automorfismo interior de G;
se 1llama entonces el grupo de holonomfa de F.

Estas nociones son muy importantes. Permiten caracteri-
zar la funcién de un folio relativamente a los folios
vecinos. En particular, tenemos el teorema siguiente que
es verdadero en codimensidn cualquiera:

Teorema de estabilidad: (Reeb).

Todo folio compacto cuyo grupo de holonomfa es finito,
tiene un sistema fundamental de vecindades que son reu-
nién de folios compactos.

Hay que notar que si ‘“;(F) es finito, entonces el gru-
po de holonomfia de F es siempre finito.

Examinemos ahora los ejemplos dados anteriormente.



a) Ejemplos (1), (2), (3).

Solamente el folio C
nulo; es igual a '/, .

o tiene un grupo de homotopfz no

Resulta que el grupo de holonomfa de C, es un subgripo

ciclico de G. Es fédcil ver que no puede ser sino: U, de
orden 2, isomdérfico a'j,.

En el caso (1) es claro que este grupo es igual a 0; en
los casos (2) y (3) es isom6rfico a 7, -

Hay que notar que h es en el caso (2) un homeomorfis—-
mo local creciente tal que su restricecibén a una de las
semirrectas J-, 0], {O +oo\ es la identidad. Resul-
ta que hg no puede ser analftico. De eso se puede en=-
tonces deducir que 9% no puede ser transversalmente ana-
1itico.

Antes de considerar el ejemplo de REEB hay que notar que
en el caso en el cual la foliatura estd orientada, se
puede precisar un poco la situaci6n:

Consideremos los homeomorfismos locales crecientes Zfde
'Eune conservan 0,

La restriccion ¥ © (resp.D") de Ja fg, +OO[_(resp.___l—00,
07]) es una aplicaci6n en [0, +00( (resp. J-00, 0 ]).

Por eso los puntos BKTO a‘f\.‘ﬁ* (resp. 3;7\.75->

constituyen un grupo G, (resp. G-).

En el caso en el cual la foliatura estd orientada, para
cada camino ¢ el homeomorfismo hc’es creciente.

Teniendo en cuenta lo que precede, es fdcil ver que‘¥

~a
0
da nacimiento a dos homeomorfismos.

ERGERE I



- 114 -

b W, a) > o

Ta,
Volvamos al ejemplo de Reeb.

Sea F_ el toro ordinario. E1 grupo de homotopia es igual
a "Zx /s las clases de homotopfa del paralelo C, y del
meridiano C; que pasan por a, son respectivamente los
dos generadores (1,0) y (0,1) de T(F,, a) = ZxV .

Es facil ver que:

.
(fe,h = o

a

4o
donde b engendra un subgrupo de G, isomorfo a Zi.
‘ +
Estas consideraciones determinan completamente qz y
a
0

entonces tenemos:

D § Tme, -2

Por lo tanto, el grupo de holonomia de F_ es igual a
o

Z . ;

2) Ker@ = Z

a
0

Se puede notar que Cp tiene las propiedades siguien—
tes:

1) {cp} 40
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2) %é ([bél) = 0 ; por lo tanto los levantami~n-
a
0

tos de CD seglin las normales (positivas) son cici-s,

3) Estos ciclos son homot6picos a 0 sobre su folio.

Un ciclo C que tiene estas propiedades se llama ciclo
evanescente (positivo). Este tipo de ciclo va a Jugar

un papel muy importante en la demostraci6n del teorema
de Novikov. Se puede notar inmediatamente que este ci-
clo se sitGia sobre un folio compacto.
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