
Revista Colombiana de Matematicas
Volumen II, 1.968. Pag inas 105-116.

ESTRUCTURAS FOLIADAS

por

G~rard Joubert

INTRODUCCION.

Consideremos en el plano
dinaria

una ecuaci6n diferencial or-

yl = f( x,y)

En general, pasa por un punto dado (xo'Yo) una curva inte-
gral (0 trayectoria) unica; esta curva puede ser homeom6r-
fica 0 a la recta num~rica ~ 0 al cfrculo unidad Sl'

Los puntos que no verifican esta propiedad se llaman pun-
tos singulares.

Si se quitan del plano los puntos singulares se obtieneuna
variedad lY de dimensi6n 2 y las trayectorias consti tuyen
entonces una partici6n de 1Jpor subvariedades de dimensi6n L

La teorfa de las estructuras foliadas es la generalizaci6n
de esta situaci6n. Las bases de la teorla se encuentran en
la tesis que Reeb termin6 en 1.952 con EHRESMANN.

Despues hubo numerosos artfculos sobre la cuesti6n (ver re-
ferencias) .

En este articulo vamos a dar algunas generalidades sobre
las estructuras foliadas.
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(1) pefinici6n de una estructura foliada.

Consideremos, en ,primer lugar, -eL espacio nume r.i co real
lIZn como e1 prod~eto \~ p x.\Rn-p donde p veri fica :
1 ~ P < n.
Designemos por x = (xl' •.•• ,xp) las p primeras coo rde -

nadas de ~n y por y = (Yl' •.. , Yn-p) las (~-p), u~tima&

£1 ejemplo m~s seneillo de una estructura foliada es
aquel1a cuyos fo1i9s son los (n-p) planosparalelos al
~ube8p~cio lineal definido por X = o.
Un homeomorfismo 16cal h de clase r de esta estruc-
tura foliada g;o es un homeomorfismo local de \f~n que
.preserva localmente los folios, es decir: en todo punto
(x,y} donde· h' est~ d~finido, ~xiste una '~ecindad
U(i,y) de (x,y) tal que la restricci6n de este homeo -
morfismo a esta vecindad se exprese por ecuaciones de la
forma' .

(1)
f x' ~ h1(x)
l y I = 112( x , Y )

si (Xl ,yY) = h(x,y)

hay que notar que hI es Loea Irnerrt e un homeomorfismo de
clase r de nz p •
b) Definici6n de una variedad fo Li ada ,

Sabre una variedad 1.1" de dimensi6n "n y de cLase I", se
def:i.ne una estructura fo Li ada (0 foliatura) cF de cla-
se n yde codirnensi6n p por medio de un atlas max.mal.
de car-cas (hi) i e I (dor.de hi es un horneomorf'Lsmo de
clase r de un abierto D-i de R n sobre un abierto
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'\1i de ~) que verifican la condici6n siguiente:

Los cambios de cartas
les de (Q n de clase .r
(1) •

Se dice .que la foliatura ~ es topo16gica, diferencia-
ble 0 analftica segan que

-1hj hi son homeomorfismos loca-
que son localmente de la forma

r = 0; 0< r ~CO r = CU

Restringiendo la forma de los cambios de cartas se pue-
de definir estructuras m~s precisas: Por ejemplo, se
dice que la foliatura Si esta orientada si los camb i os
de cartas son de la forma (1) con la condici6n suple-
mentaria que hI conserve la orientaci6n de IR p.

Otro ejemplo es el siguiente: Se dice que ~ es trans-
versalmente analftica si hI es analftico.

c) Los folios.
{}n n P In n-pSea To la topologfa de \,<.. = 11<-. x I~ que es el

producto de la topologfa discreta de If<... p por la topolo-
gfa natural de R n-p.

Las componentes' conexas det\(n segtin To son precisa-
mente los pIanos x = c •

Los homeomorfismos locales h de ~o son los homeomor-
fismos por la topologfa To, segan (1).

Resulta que existe una topologfa 6nica
que cada carta hi sea un homeomorfismo
para las dos topologfas inducidas por
tivamente.

T sobre U tal
de Vi sobreVi
To Y T respec-

(2) Ejemplos.-

a) Consideremos como variedad V-el plano I/Z 2
privadg.

de un punto O.
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Se puede considerar sobre ~las foliaturas siguientes:

, .....
," , -

; .:~ .: .

"'1"

, ~.. ?

en los tres casos hay un folio, que es un ~1;rculo Co:

En el caso (1) todos los folios son cfrculos; en el ca-
so (2) al interior de Co y en el caso (3) afuera de Co
todos los folios son espirales.
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b) Ejemplo fundamental de Reeb. (Vease dibujo al f:'.na
de la hoja).

Consideremosel cilindro s6lido D2 x \R producto del
disco unidad D2 (es decir, el subconjunto de[~ 2 de
los puntos x tales que \x \..:::; 1) par la recta nrme-
rica 1R .
Se puede construir sabre este cilindro una foliatura
de codimensi6n uno de 1a manera siguiente

Un folio es el cilindro ordinario Slx(IZ , los otros
folios son las superficies Ft formadas par los puntos2 .
(x,o<. (\x \ ) + t) donde x E. D2 Y t E\I"< y 0< :[O,l[-.\\«
es una funci6n diferenciable tal que .

(Par ejemplo:

lim 0( ( ll) = + CD
LL~l

o. (\.t) = -~ )I-LV



212e1 toro 11eno T = D x S es e1 cociente de D por
1a re1acidrt de equiva1encia que identifica (x,y) a
(x,y + n); n E:- '£. Puesto que La foliatura anterior es
invariante por esta re1aci6n, se~uede definir, por pa~
so a1 cociente, una foliatura ~-'-t sobre l' cuyo borde
() 17 (e1 toro ordinario) es un folio compacto,

Tomando dos toros 11enos que tienen cada uno una folia-
tura de este tipo e identificando sus bordes por un ho-
meomorfismo que ap1ica los parale10s de uno sabre los
meridianos del otro, se obtiene una fo1iatura de la es-
fera S3. En esta foliatura hay un iirrico folio compacto
a saber, el borde comlln de los dos toros llenose

Todas las foliaturas anteriores estan orientadas.

c) Sobre una variedad cualquiera lj- de dimensi6n n, to-
do campo de vectores que nose anula, define una folia-
tura de dimensi6n I. M~s generalmente, una distribuci6n
involutiva de dimensi6n ~-~o, 10 ~ue es equivalente,
una forma exterior de grado P completamente integra""
ble define sobre~~una foliatura de codimensi6n p.

Ahora deberfamos introducir' la noci6n fundamental que
est~ en la base de toda la teorfa. Pero, para ver inme-
diatamente la representaci6n geom~trica de la noci6n,
es preferible estudiar unicamente el caso particular en
el cual 1a codimensi6n eS 1.

(3) J~oremas ~articulares en el caso de codimensi6n 1.

En primer lugar, podemos considerar (siU-es para-com-
pacta) que est~ provista de una met:dca riemaniana.

Sf se supone adem~s (10 que no es de hecho una restric-
ci6n) que O}i es orientable, existe sobre U-un campo de
vectores normal a los folios que es en todas partes di-
ferente de O.

Las curvas integrables de este campo que se llaman nor-
males a la foliatura constituyen sabre '"\j"'"" otra foliatu-
ra (de dimensi6n 1) transversal a la anterior.
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Tenemos entonces el lema f~ndamental siguiente:

Lema: Sea C: I ----=;;7>Fun camino en un folio detelini-
nado F(r = [0,1)). Entonces, existe una familia de a-
plicaciones

que tienen las propiedades siguientes:

1) Co = C

2)

3)

Fijado u , Cu(I) esta contenido en un folio Fu
Fijado t , la aplicaci6n
normal a dji .

u -7 Cu(t) es una curva

Se dice que el camino Cu se obtiene a partir de C por
levantamiento segUn las normales.

Consideremo's en particular un camino cerrado, es dec:i.r,
un ciclo:

C:I~7F con C(O) = C(l)=(a )o
Resulta del lema que Cu(O) y Cu(l) pertenecen a la ~-
ma curva normal, la que pasa por ao; podemos parametti-
zar esta curva por

Para u bastante pequeno, tenemos entonces

Poniendo hc(u) = M! se obtiene una aplicaci6n defini-
da sobre una vecindad abierta de 0 en l12.. tal que
hc(O) = O.

Es facil ver que hc es un homeomorfismo local. Ademas,
se demuestra oue si c y cl son dos lasos homot6picos
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en el mismo folio F tal que

c(O) = c(l) = Cl(O) = c'(l) = ao
tenemos:

(donde j~ hc
EHRESMANN) •

es el jet de h
c

en 0 en el sentido de

Entonces, asociando a 1a clase de homotopfa [cl de c el
?J~ J; hc' definimos una aplicaci6n:

~ao : ~(F, aof7G

donde G es ei grupode las ~ en 0 de los homeomo r-:
fismos locales de \Q. que prese rvan- O. Se mues t rarque -.
CPa es un homeomorfismo que se llama homeomorfismo·de

o~lonomla de F en ao• Adem~s, el subgrupo
no depende de. a_ 0
se llama entonces

Cf ao [-r\( F, BoD
salvo un automorfismo: interior de G;
el .,grupode holonomfa de I.

Estas nociones son muy importantes. Permiten caracteri-
zar la funci6n de un folio relativamentealos folios
vecinos. En particular, tenemos el teorema siguiente que
es verdadero en codimensi6n cualquiera:

leorema de estqrilidad: (Reeb).

Todo folio compacta cuyo grupo de holonomfa es finito,
tiene un sistema-fundamental de vecindades que son reu~
oi6n de folios cornpactos ,

Hay que notar que si l1~(F) es finito, entonces el gnl-
po de holonomfa de F es siempre finito.

Examinemos ahora los ejemplos dados anteriormente.
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a) E~emplos (1), (2), (3).

~olamente el folio Co tiene un grupo de hornotopf s no
nulo; es igual a ~ .

Resul ta que el grupo de hoLonornfa de Co es un subg r.ipo
cfclico de G. Es f'ac iL ver que no puede ser sino: 0, de
orden 2, isom6rfico a \~ .

En el caso (1) es claro que este grupo es igual a 0; en
los casos (2) Y (3) es isom6rfico a rz;.
Hay que notar que hc es en el caso (2) un homeomorBB-
mo local creciente tal que su restricci6n a una de las
semirrectas J-O), OJ, lO, +\X:>L es la identidad. Resul-
ta que he no puede ser analftico. De eso se puede en-
tonces deducir que U); no puede ser transversalmente ana-
Lf ti co ,

Antes de considerar el ejemplo de REEBhay que notar que
en el caso en el cual la foliatura estc1 orientada, se
puede precisar un poco la situaci6n:

Conside:remos los homeomorfismos locales crecientes 0 de
\1< que conservan O•.

La restricci6n () + (resp.15-) de () a ~, +CX::{( resp.J- 00,
OJ) es una aplicaci6n en [0, +CO[(resp.]- 00, OJ).

A oTr. ,".Jr f '7-, -1-"Por eso los puntos r.J .~.0 \..resp. J- . U )

consti tuyen un grupo G+ (resp. G_ ) .

En el caso en el cual la foliatura est~ orientada, para
cada camino c el homeomorfismo \Ie es creciente.

Teniendo en cuenta 10 que precede, es fdcil ver que~
-ao

da nacimiento ados homeomorfismos.
+q; :\\1.( F, ao) ---7 G+
-ao
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~ a : J11 (F, ao) 7' G_
o

Volvamos al ejemplo de Reeb.

Sea Fo el toro ordinario. El grupo de homotopia es igual
a ~~~; las clases de homotopfa del paralelo Cp y del
meridiano Cm que pasan por ao son respectivamente los
dos generadores (1,0) y (0,1) de T\.1(Fo' 'b) = Zy L .
Es f~cil ver que:

~+ ([cJ) -
a
0

~+
( [CmT)12 -

ao

a

b

donde b. engendra un subgrupo de G+ isomorfo a L.
Estas consideraciones determinan completamente ~ + Y

ao'
entonces tenemos:

1)

tanto, el grupo de holonomfa de es igual aPor 10
"£.
2)

Se puede notar que Cp tiene las propiedades siguien-
tes:
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2) ~ a ([Cpj) = 0 ; por 10 tanto los levantamien--
o

tos de segrin las normales (positivas) son cLcLos,

3) Estos ciclos son homot6picos a 0 sobre su folio.

Un ciclo C que tiene estas propiedades se llama cic1.'2.
evanescente (positivo). Este tipo de ciclo va a jugar
un papel muy importante en la demostraci6n del teorema
de Novikov. Se puede notar inmediatamente que este ci-
clo se situa sobre un folio compacto.

,.

h
~
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i
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C. Chresmann Structures reuillet~es Topologiques
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