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EL TEOREMA DE NOVIKOV

por

G. Joubert y G. Moussu

Enuncie~os inmediatamente este teorema.

TEOREMA: Sea M una variedad diferenciable compacta de di-
mensi6n 3 cuyo primer grupo de homotopfa II..,(M) es fini to.

Entonces para toda foliatura 6J1 de M de codimensi6n 1,
existe un folio compacto.

Demos en primer lugar, la definici6n siguiente:

DEFINICION: Se denomina curva transversal cerrada a toda a-
plicaci6n de clase en

f S. ---7U
1

tal que, para cada n ~ Si' la tangente en f(n) a f no
este contenida en el plano tangente al folio que pasa par
f'( x).

Entonces la demostraci6n del teorema de Novikov se funda sa-
bre la proposici6n siguiente cuya demostraci6n no es diff-
cil.
PROPOSICION: Sea ~ una foliatura orientada de codimensi6n
1 sobre una variedad compacta de dimensi6n n.
Si un folio no es compacto, existe siempre una transversal
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errada que 1a co ta,

Entonces toda 1 a demostraci6n del teorema de Nov:i.kovconsis-:
tira. en vel' que existe sobre H un folio Fo que no corta
ninguna transversal cerrada.

Para hacer eso se demuestran finalmente dos teoremas:

TEOREMA L·~ Sf el primer grupo de homotopfa de M es f'i ru-'
to y si es compacto~ existe un folio Fo que contiene un
cicIo evanescenteo

TEORE~, 2.- Sf M es compacta de dimensi6n 3 todo folio
que contiene un cicIo evanescente es compacto.

Para demostrar el teorema 1 se utiliza una t£'?cnicadesarro
Ll.ada pOl" Haefliger con ot.ro obj eto ,

Demos una idea de estat~cnica. Naturalmente, se considera
que hay sobre ~ folios no compactos.

Resulta de esta hip6tesis que existe pOl" 10 menos una trans~
versal cerrada en 7.Y

Como esta curva representa necesariamente un elemento de 01'=

den finito p de 771(1'1) (que es finito), recor rLendo Le p
veces, se obtiene otra que se nota todavfa ~ y que es homo=
t6pica a una aplicaci6n constante.

Se puede entonces definir una aplicaci6n
2r: D.

tal que

Despues , utilizando un t.eorerna de Morse podemos considerar
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que cp es en "pos.icicn generaP, es decir, que ep (D2) no
contiene ningun abierto de ningun folio.

En fin, es posible decir que las im~genes reciprocas per
~ son reuniones de las trayectorias de un campo de vecto -
res sabre D2•

Los puntos singulares son del tipo centro 0 punto de silla
unicamente.

Adem~s, hay a 10 sumo, cuatro trayectorias que llegan a un
punto de silla y no hay trayectoria que va de un punto de
silla a otro.

En fin, 81 es un circulo transversal a las trayectorias.

Llamemos entonces cicIo una trayectoria cerrada 0 la uni6n
de un punto de silla con una trayectoria que parte de este
punto y que vuelve al rnismo.

Llamernos foliado la reuni6n de dos ciclos del segundo tipo
que corresponden al misrno punto de silla.

elelo

El Teorema de Poincare muestra entonces que existe un cicIo
C en D2 t.aI que ep (C) sea un ci.cLo no homot6pico a 0 so-
bre el folio que 10 contiene y tal que en 1a region -D..- de



D2 que el
ciclos.

.. 1'20 -

ciclos 0 poli-

Un tal ciclo da ~acimiento a un elemento de holonomfa no nu-
10 que es el jet de un homeomorfismo local de \~ que es la
identidad sobre [0, coC 0 1- co, 0].

A partir de eso Haefliger demostr6, que no habia sobre una
variedad ana.LftLca cuyo primer grupo de homo top La es f'Lrrito ,
una foliatura de codimensi6n 1 transversalmente analftica,
Novikov continu6 La demostraci6n y muestra que en SL habf a
un ciclo evanescente •

.Estudiemos ahora la demostraci6n del teorema 2:

Supongamos
vanescente
los ciclos
no rmal.es,

que existe un folio
C : I '7 FOG

que se obtienen por

Fo que cont~ene un cicIo e-
Sean Cn: I ~Fu(u ~JO,l[)
Levarrtami.errtode C segflnlas

Se puede construir entonces una inmersi6n

H D
2

X JO,l [----.-:;;/ U



tal que:
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(1) H\Sl X ~u~ = Cu

(2) Si H \D2X ~u \ = fu fuCD2) est~ contenido er.Fu'

(;3) Si H \ tu t x ]0 , 1 ( ="Cu (u E. D2) ,g;h

es una normal a 1a fo1iatura,

( 4) Existe por 10 menos un punto 2
Uo E D tal que no

exista lim c: (u)
u70

Para entender 10 que pasa basta considerar la foliatura de
Reeb:

~
\\ ¢..

\ \,\
/ )
/ .

~/.-_.=~-~/..
--------En est0 caso, l~s funciones fu se definen inmediatamente

y son homeomorflsmos.

---

Es claro que el punto xo E; D2 tal que la normal asociada
Z~sea el meridiano central del toro lIeno , verifica la

condici6n (4), De hecho C:,:: (u) recorre indefinidamente es-
te meridiano cuando u tiende hacia 1.



.- 122 "'

Para construir H en el caso general hay que utilizar el he-
cho que los ciclos ellson homot6picos a una aplicaci6n cons-
tante para definir las aplicaciones fu y luego levantar
estos discos segun las normales para definir H.
Despues tenemQs· el lema siguiente:

Para cada eX) 0, existe u f, u'", tales que

y una inmersi6n inyectiva

que conserva la orientaci6n y tal que

f I' = f . 0 hu ' u'

En la.foliatura de Reeb es f~cil ver que basta elegir uf
,

UTT tales que los puntos x ~ D2 que verifican \u \ - u ' Y
\x I =: u" pertenezcan al mismo folio; y entonces

h = f 11
U

En fln, se puede mostrar que toda transversal que corta el
folio Fo entra para un 0( bien elegido en e1 subespacio

e1 cua L no puede sa.li r par razones de orientaci6n y, por
10 tanto, ella no puede cerrarse. Resu1ta entonces de la
primera proposici6n que necesariamente Fo es compacta.
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