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ESTABILIDAD DE ORBITAS RELATIVISTAS

por

Luciano Mora O.

JNTRODUCCION. - Las ecuaciones de la Relatividad General pa"
ra el campo gravitacional son no-lineales. De esta caract .-
rfstica esehc i.a'l,resulta que las "So.Luc iones Esc r.itas" que
de elIas se conocen (Schwarzschild, Weyl, Levi, Cinta, etc),
conducen a ecuaciones orbitales tambi~n no-lineales.

Para el caso de una masa puntual en reposa, se obtienen las
Tfsoluciones est~ticas de simetrfa esf~rica1T de donde resulta
la ecuaci6n diferencial de la 6!bita~

d
2

Ll- + LL, = 12+ 3LC
d qJ 2 II

donde ~ es proporcional a 1 y r y ~ son coordenadas po-
r

(E) (Einstein, 1.916)

lares.

Esta ecuaci6n contrasta con la ecuaci6n newtoniana para el
mismo caso.

2d IJ.,

d<p 2

Por la presencia del t~rmino no-lineal

(N)

2
310

Observamos:
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1) (N) conduce a las 6rbitas de Kepler.

2) (E) e1 fen6meno de la pre6esi6n del perihelia de mercu-
rio (43tf en un siglo, Einstein-EdG Lng ton , L919).

3) Puesto que las discrepancias cuantitativas entre (E) y
(N) son d~biles, por 10 menos a escala planetaria, y,
de hecho, otraS teorfas lineales conducen a prediccio-
nes similares, un an~lisis cualitativo de (E) podrfa,
eventualmente, revelar contrastes Lrrt rfnsecos can (N),
de indudable utili dad en las verificaciones ulteriores
de la teoria General de la Relatividad.

ED. ps"ta nota, de puss de mostrar que la funci6n eHptica de
[,v'e;erstrasses soluci6n de (E) > escribimos 18 forma can6nica
de 12 misma, determinamos la integral de las trayectorias
en e1 espacio de fase, las singularidades, incluida su natu-
raleza y 1a configuraci6n local y global de las trayectorias.
Finalmente demostramos 1a existencia de una familia de solu-
ciones peri6dicas, de un cicIo limite, de los cuales se es-
t.udLan la Loca'Li.zacIdn y la ,estabilidad.

I - LA SOLUCION ELIPTlCA

1)
,

En 10 sucesivo identificamos <p con t(tiempo). La ecua-
ci6n

)if = ~it7... _ U + ~ - ~ O..{ _ l \2.+ .L _.-1
-\.F· - ~ 42. rz

Con la transformaci6n

2X= u- '10
puede escribirse

.. 2
x = 6x - 12 g2

2) La integral elfptica

t = )CD-iL.
x VB

, dande s
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define a x como funci6n
eliptica de Weierstrass

de t~ x = ~(t) que es la funci6n
de invariantes g2 y g3.

X•2= 4x
3

- d d dg2x - g3~ .e on e3) VB = * por tanto

(1. 3) 2
x = 6x - ~ g2

o sea x = ~(t) es soluci6n de (E).

Poniendo

x = ~(t)
•

Y = 'C( t) = x
tenemos las ecuaciones param~tricas de las trayectorias en
el espacio de fase x~· x.
o en forma integral

2 3Y = 4x - g x - g2 3
Una idea de su configuraci6n podemos tener dibujando la
curva

luego G(x) - g3' despu~s, los arcos sim~tricos

y = ZV G(x) - g3'= dxdt

II - LA FORMA CANONICA

1) La ecuaci6n (1.3) equivale al sistema

e
X ::::: y
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Por medio de las transformaciones afines:

T1 : x == X - !- g2 2
Y .- 3Y

T2 : X = -15 y=-~V(
A

donde
K

2A == - 2~, := 6 Vii; z:;::: Kt

Obtenemos

(11.1) r:: - y

que llamamos la "fo rma candm ca" del sistema autdnomo,

2) En esta forma

x = - y
, 2Y = x - ~ g2 x = g( x)

fx 2: 1 311amamos G(x) = g(x) = !.o= - ~ x (energ!a potencial)
2 6 g2

VoLviendo a 1a ecu~ci6n de segundo orden e integrando~ 00-
tenemos 1a "ecuaci6n de la energra" que es tambi~n de las
trayectorias:

Dibujamos suces i.vamerrte g( x) j G(x) ~ y las trayector-tas,
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------- .......~=--tr=~~--~2---+----'5J;\~
-~2"" 2g-z \

3) Observamos que g(x) se anu),a no s610 en (0,0) sino ade-
mas en (~g'2' 0); tampoco ti.ene el signo de x y no es im-
par; por 10 tanto no podemos utilizar los resultados de
Lienard, Levinson, Smith~ Littlewood-Cartwright, Van der
Poll, etc.

tiempo cAl) - tiempo (Ejt)
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para el perfodo tenemos

,."

en contraste con el caso lineal.'

5) La ecuacf.dn derLas :t:rayectorias, vd sta como funci6n im-
plfGit~ de2 variabl~s: .

f( x~y)

" ..~..
1 2' x2' "-1' 3

= "2 y~ ..+ - - - x" 2 6g2
3- g

'.' ... -, ....

t i ene des puntos ext remos r un mfnimo.en P (0,0) '} un punto
si2ila en PZ(2g2,O). Esto mU~8tra, por un 1ado, quegl es un

punto de equilibria' estable ~~ el sentfdo de L~grange y por
otro que la fu..nci6n' .

2 213
V(x~y) =:. y + x: - - X,,'"~ \ 3g2 ~

es definida positiva ytiende a~er;: ~~n"''';-x2+y{ (f-unci6n de
Id apouroo), Adernas, los purrtos-P 1y Pz ,vistos como singula-
ridades de las trayectorias, son: p' un "punto aislado" y
P2 un node 0 punto doble. I

III - LINEARIZACION

Con el objeto de; ,utiliza'r Los resultados de la Teorra':'Cuali-
t.at iva de Las Ecuaciones Dlferenciales 0, procedemos al pro-,
ceso de "Li near iaacd dn alrededor de las singu~aI;:idad~:SIL~"
(Liapounov).

1) Los finicos puntos de equilibrio de (11.1) son Pl(O,O) y

P2(2g2'0). Lineariza~d~:,alrededo'r de Pito,'O) , tenemos:

x = - y

y = X



de matriz A = [~ -~]y ecuaci6n caracterfstica

-~ -1 2

° = =A +1, de autoval.o res puramente ima-
1 ->-.

ginarios:A = ~ i • Las soluciones son x = cost
un cfrcul0 alrededor de (0,0). PI es un "centro" 0
tice" y las tra~:ctori~~~:~ ~igUra,

,/ I -"" '\./
I

J

"/
!.,;.
i

linearizando alrededor de ~2

x = - y
v -- - X
"

Con La matriz A _ [0 -1) Y
-. -1 0 . ~(A) =

= + 1

1a soluci6n es x = t =C1 e y
y = C1 C2/xy con

v ,

y = sent,
un "ve r-:

->-. --I
= A2 -'1=0

-1 -i', ..1



como en la fig~raP2 es un punto,lT~illaT!y las

2) Estabilidad en el caso lineal.

La estabilidad de un punto de equilibrio la entendemos en el
senti do de Liapounov:Siuna trayectorfil se acerca a un pun-
to, permanece siempre cerca de ~l:

Sea C: ~ x(t), y (t)J la trayectoria y (x 'Yo) la singula-
ridad. En~onces si para cierto to' existe SO , tal que

~(x(to) - x~)2 + (y(t ) .~.y )2'< d entonces para todo t, exis-
o. 0 •

tira la trayectoria y ~(x(t) - xo)2 + (y(tol ~ yo)2' < cS ...
Por 10 tanto, claramente, en el caso lineal Po es estable y
Pl t

Q
L t ~o(. inestable.

3) Estabilidad en el caso general.

Para el caso general nos apoyamos en la Teorfa de Liapounov
y recordamos 10 siguiente

x = P(x,y) y = Q(x,y)

Al linearizarlo alrededor de (0,0) obtenemos
x = ax + by + tl(x,y)
y = cx + dy +~2(x,y)
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La singularidad (0,0) es simple si

i)
c d

a b

t- °

ii) = 0
Y-7>O

En estas condiciones se demuestra:

1) Una singularidad simple es aislada

2) Si el sistema lineal tiene soluciones tales que

I x(t, to) I ~ B e- c:\ ( t - to)

l ( )l / B e- ct (t - to)Y t, to '::-

donde B Y ~ son constantes posi tivas independientes de t
entonces todas las soluciones del sistema general son es-
tables.

En otras palabras: La singularidad del sistema general tie-
ne 1a misma naturaleza que en el sistema linearizado, ex-
cepto en eL "caso excepc.ionaL" que corresponde a rafces pu-
ramente imaginarias del polinomio caracterfstico. (Liapou-
nov) .

En nuestro caso las condiciones i) y Ii) se cumplen obv La-
mente y ademas el punto Pl(O,O) corresponde al caso excep-
cionall1" Por 10 tanto P2(2g2, 0) es un Tfpunto-sillaTT de
equilibrio inestable y P,(O,O) requiere un tratamiento es-
pecial. L

Por 10 demas, sabemos por (11.5) que (0,0) es estable en el
sentido de Lagrange que Cuincide con el de Liapounov, pues-
to que para 1a runci6n L:
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V(x,y) __ 2 2 1 3
Y + x --x

3g2.
y 1a derivada V a 10 largo de la trayectoria:

o V Q OV· ()() ( ,~~ x + --~ y := 2g x -y + 2g g X) = 0, entonces
Ox Oy

(O~O) e<1J uniformemente estable (m~todo directo de Liap:rnov)

4) £1 punta (O~O) en el caso general. Confirmaci6n de 10
anterior.

Para investigar La natura Leza de las trayec torfas en e1 con-r
torno de P (0,0) uti.lizamos1a Teoda. de Frommer sabre l.as
!ldireccion s crfticasTt, son las direcciones \fl( ; a 10 largo
de las cuales las trayectorias t'enden. al origen.

Si ~ es e1 ~ngu10 entre elradio vecto~ y el campo vecto~
rial F( r 9 'P ) 9 est~n dete rmi.nadas por La condici6n

lim. tg ';/J = 0
r'~O .

'fJ -.7lfJC
I.

Para' nuestrd sd stema canonf co
.x = = y

1 2
y := x - x2g2

Obtenemos en coordenadas polares

(1.4) .2.r= --1- 2 2r sen tp cos <pdt 2g2
M= _-1:- 3
dt 1 2g2 cos CfJ
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tg'f = r ~ =
dr

Puesto que las unicas direcciones crfticas posibles:
11L anulan tambi~n el denominador y sinembargo
2

limtg'/J t 0
r-) 0

VJ ....:yT1f2

y anaLogament e para 3 IT
2

'I

No existen direccion~s crfticas. Ademas nuestro sistema no
cambia a1 sust ttui.rt por -t y por -y, entonces pOY e1 cri >

terio de Poincar~ (0,0) es todavfa un centro para e1 sistema
general y el Teorema de Frommer asegura que E;nun centro sin
direcciones crfticas las trayectorias se comportan, esenc ial-
mente, como en el sistema lipeal, 0 sea las trayectorias en
la vecindad de (0,0) son cerradas y 10 rodean.

IV - SOLUCIONES PERIODICAS

1) Que las trayec'tor-i as cerradas alrededor de (0,0) estable-
cidas en el paragrafo anterior se asocian a soluciones
peri6dicas puede verificarse con la ayuda de otro resul-
tado notable de Liapounov.

Observamos que el'sistema (11.1) puede escribirse:
x=_.£Ji

Oy

6H--y-~x(IV.I)

2 2
dondeH(x,y) =:L + ~2 2

1- -6g
2

3
x

(la integral del sistema)
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Con las propiedades -..

i) (0 H) (6H) = 0=
2) x 0 OY 0

ii) H es holomorfa en la vecindad de O.

Puesto que 1a matriz del sistema lineal tiene como ra1ces
caracterfsticas .±. i, podemos aplicar el Teorema de Liapounov
Y concluir que el sistema can6nico (IV.l) admite una familia. .

de un parametro real de soluciones peri6dicas.

C/. (t + T, C) = ~\(t, C)
1

T = f( C)
La estabilidad orbital de la familia sigue de la dependencia
continua del parametro C.

v - EXAMEN'DE OTRAS SOLUCIONES PERIODlCAS

En la busqueda de otras trayectorias cerradas: 1) cic10s If-
mites, 0 sea soluciones peri6dicas ais1adas, asint6ticamente
estables; 2) soluciones peri6dicas inestables, con trayecto-
rias en forma de silla, etc. Conviene utilizar 1a Teorfa de
Liapounov de los TTexponentes caracterfsticosTT poderosa aunque
diffcil.

1) Las ecuaciones de variaci6n.

Sea x = C{J(t) Y y = Y; (t) una soluci6n peri6dica de

x = Fl(x,y)
(V.O) . F2(x,y)y =
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Pongamos

x(t) = rCt) + ~(t); yet) =: >V(t) + y( (t)

Las funciones '9 Ct), '1 (t) [generalmente de valor absoluto
pequefioJ son las variaciones de x( t) y de y( t), respectiva-
mente.

{r = x - ~ = F I C 97 + J' P + '1 ) - F I.crt ' P)
Y( = Y - l/J = F2( r; + -; , tp + Y( ) ~ F 2( {p , (jI)

~ _£' ( OFI) ( OF]) ?::
J - J .2) x Cf ,If + ~ 0 y f' ~+ r( ] ,1)
~;,~t ~:2 ) ~ d~ + ~ ( ~ ~

2
) r '!P + s( f, ~)

donde r y s son series de potencias en s y 1( de grado ma-
yor 0 igual que dos. La parte lineal de este sistema son
las "ecuaciones de variaci6n".

2) En nuestro caso:

o -1
. de matrf.z

s( t) =
)OCt)I - 0
g2

(V.I)

• set)x -- x.-,....., "-

(forma vectorial) 0
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Este sistema se llama "r'educfb.Le" si existe una matriz K( t)
que junto con el determinante 1K-l(t) \ son acotados en
to ~ t ~ OC, tal que la transformaci6n lineal

x = K( t) z .
I"V ~

transforma (V.l) en
o
Z = B z
'V "J

B constante

(V.l) es reducible si A(t) es peri6dica y entonces K(t) tam-
bi~n es peri6dica (Liapounov). Podemos ademas suponer a B
en forma de Jordan. Las rarces caracterrsticas de B son los
"exponentes caracter!sticos" de (V.l).

Tenemos ademas los resultados siguientes:

1) Si las partes reales de los exponentes caracterrsticos
tienen el mismo signo entonces la soluci6n peri6dica es
un cicIo lrmite. (Nemytsky-Stepanov- Q.T of D.E. page
259).

2) Si el sistema (v.a) es aut6nomo y pet) no es un estado
de equilibrio, (V.l) tiene un exponente caracterrstico
igual a L,

3) Si li = 2, el otro

A. = exp [ (T \( 0 F J \ . +
. . J al Ox / f, l/

(Pontryagin a.D.E.pag.27~

4) De esto se deduce que puesto que en nuestro caso

A= 1, Cf(t), pet) corresponde a un cf.cLo Lfmi te ,

Sobre su localizaci6n podemos predecir, teniendo en cuenta
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la configuraci6n de las trayectorias en .el espacio de fase,
que corresponde a la regi6n de inestabilidad alrededor de
Pz y que su trayectoria serC1 vecina a las curvas de forma
estrofoidal, alrededor de P2•

RESUMEN:

1) La presencia de dos estados de equilibria, La natura Le-
za de la funci6n g(x) revela una configuraci6n del es-
pacio de fase que muestra que alrededor de Pl(O,O) las
diferencias cualitativas entre 1a ecuaci6n lineal (N),
y la no-lineal (E), si se exceptfia la variaci6n del
perfodo can el parametro, no son esenciales por otro,
alrededor de P2(2g~, 0), la existencia de un ciclo-lf-
mite es fundamenta.l.y requiere investigaci6n adicional
sobre localizaci6n, ecuaci6n, perfodo, etc<
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