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ALGUNOS GRUPOS ARITMETICOS NO MAXIMALES

por .

Nello Allan

Es un hecho bien conocido que todas las superficies de Rie-
mann que no son simplemente conexas y que tienen género ma-
yor que uno, pueden ser obtenidas como cociente del semipla—
no complejo, H, por un grupo r que actia descontfnuamente
en H; este r puede ser considerado como subgrupo discreto
del grupo de automorfismos analftico de H que es el grupo
lineal especial real, S19(R). Entre esos r hay unos que
son fdciles de construir, a saber: el grupo r = 812(Z),que
consiste de las matrices enteras en S1,(R). Si se cambia la
representacién de S1,(R) y se considera el subgrupo de las
matrices enteras, r', entonces r # r'; en general, pero es-
tos dos grupos son conmensurables en el sentido de que

r (N r' tiene fndice finito en ambos: r y r'. Este hecho nos
lleva a considerar la clase de conmensurabilidad de S1g9(Z);
todos los grupos de esta clase se llaman aritméticos. De una
manera un poco mis general podemos considerar el grupo Sl%/n
donde A es el anillo de nimeros enteros de un campo k; t6-
talmente real y de grado r sobre los racionales Q. En es-
te caso S1,(/) puede ser considerado como subgrupo discre-
to de (SlZER»r, actuando en Hx ... xH, r veces. El proble-
ma en el que estamos interesados es el de la determinacifn
de la clase de conmensurabilidad de Sly( £), en el sentido
de determinar una familia S, contable, que consista de gru=
pos aritméticos maximales en esa clase y tales que dos sub~
grupos distintos cualesquiera de esa familia no sean conju=
gados en S1,(R). Este problema fue resuelto por Helling [5],

en 1,965,
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La nocibn de grupo aritmético para dimensiores mayores que
uno es la siguiente: Sea G un grupc lineal algebraico semi-
simple definido sobre un campo de nmeros algebraicos ik y
sea G el subgrupo consistente de todas las matrices ente-
ras de G, Diremos que un subgrupo r de G es aritmético si

r fuera conmensurable a Go . En L1, (6] se muestra la
existencia de grupos aritméticos maximales en su clase-de
conmensurabilidadsy én situaciones que contienen todos los
casos interesantes.

En mi trabajo[3Juna relacién precisa entre maximalidad lo-
cal y maximalidad global es obtenida, usando el teorema de
la aproximacién fuerte de Kneser; como consecuencia el cdlor
lo de la familia S es hecho en el caso de G = Slg(R), y en
ciertos casos para el grupo simpléctico, G = Sp,(R).

En el easo del grupo especial ortogonal G = SO(H), el teo—
rema de la aproximacidn fuerte no sigue siendo verdadero,de
modo que es muy diffeil la construccién de la familia S.Le
mismo en el caso local diddico la discusi6n de este proble-
ma es mds diffecil; la maximalidad de Gpo in Gy parece depen-
der de los campos residuos de los primos que dividen dos, y
de la estructura del grupo de unidades de 2 , en el caso sim-

' 0 0 E
ple en que H es la matriz H={ 0 j 0 |, siendo E la iden-
E 0 O .

tidad de rpor r y J = (1
tfculo[2)probamos que G, es maximal y en artfculo [4)exhibimos
varios campos de nfmeros para los cuales Gp no es maximal.Pa-
ra la discusi6n de la maximalidad o no maximalidad de Gp en
Gy hay una técnica muy Gtil: considérese el p-m6dulo L gene~
rado por Gp en Mp(k), n = 2r + 2, y obsérvese que L es un
orden en este dlgebra de matrices; este orden estd contenido
solamente en un ndmero finito de 6rdenes maximales.

Ly, --., Ly, entonces (f;/C L; /)G = rj, Para probar que Gp
es wmaximal en Gy es suficiente prebar que r; = Gp pare to=
dos los fndices i, y para probar que Go no es maximal es su-
ficiente probar que existe un fndice 1 tal que r; contiene
G propiamente. Si asumimos gue 2 es primo en £ ; entonces
ne es diffcil probar que todas las matrices de Gp tiecen ics

o

elementos no diagonales de la 1fnea r + 2 divisible por 2

). Siendo mAs preciso, en el ar-
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Entonces G o estd contenido en la orden maximal L donde to-
das las matrices de L tienen elementos enteros, con excep=-
cién de los elementos no diagonales de la columna r + 2,
pero dos veces esos elementos son enteros, y todos los ele-
mentos no diagonales de la lfnea r + 2 son divisibles por 2.
En [4] construfmos matrices en G [\ L que no son enteras, y
entonces G (\ L es un grupo aritmético que contiene G, opro-

piamente.
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