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ESTABILIDAD DE LA FUNCION S ,“n___xx”
520( (n!)

por

YU TAKEUCHI

1. INTRODUCCION . Er.l el trabajo anterior [ (3),pag. 12-20 ] se ha encontrado
una férmula asintgtica de la siguiente funcién

z"" (-1)" 2l

el (n!
en el cual se hautilizado un procedimiento no justificado que reempiaza »! por
la formula de Stirling. En este trabajo no sélo se justifica el resultado anterior
sino que se encuentra la formula aproximada de las funciones mas generales :

* -1)" o ( A=real >0) (1)
0

Hhx) =X

con el objeto de aclarar sus comportamientos cuando x - . , obteniendo el si-

guiente resultado :

o (1" " 2 exp.d (cos n/\) A x1/A } 1/A
fA(x) = 2_ ~ . 7 U .sen {(senf—)/\ x +2—)\7U
n=0 (nl) (272,172 D/
cuando )\ »2,
h® = o(1/#) cuando 0<A<2, \# 1,

donde <1 si 0<A<I, w<I/ASi I1<A<2 Yy

/)\(x) T cuando )\ =1.
Asj, tenemos inmediatamente que
/A(xz) € Lz( 0 , o) si A2,

fA(xz) diverge cuando x> + o si A > 2.
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El procedimiento utilizado es el siguiente :
i) Primero , comparamos las funciones en (1) con las funciones :
(rx)”

3 7
2 o Vo XTT AEmr 12 (2)

teniendo en cuenta la conocida fégrmula de Stirling :

D s "(2n+1)/2 e (3)

nl~

ii) Luego , comparamos las funciones en (2) con las funciones del tipo :

A2

oo AMx)
S (-1)" i (4)

n=o T'wn+y)

de las cuales sus desarrollos asintgticos se hallan utilizando las férmulas asin
téticas de las funciones hipergeométricas confluentes .

iiiy Para realizar lds comparaciones mencionadas en i)y ii), la formula asin
tética (3) nos sirve como una guia pero no es (til parauna demostracion rigu-
rosa por no set una relacign analitica. El principal argumento para este trabajo

es la formula de Binet [1](pag. 253) :

logT'(z) = (z - Jz—) log z - z + log 27 + J(2) (5)
donde
1 c c c
1 2 k
Z) = == .o o> c} 6
I 2 { z+1+ 2(z+1)(z+2)+ * k(z+1)...(z+k)+ 52

es una serie convergente en R(z) > 0.

2. MAYORANTE
Dada una funcign f(x) definidaen [0, ), una funcign positiva g(x) se lla-
ma una mayorante de f(x) si existe una constante C tal que
l/(x)l < C g(x) paratodo x¢[0, o ). (7)
Si otra funcién continua f;(x) cumple la condicign

f1(x) = f(x) + o(g(x)) (X5 +00) (8)

entonces es claro fue g es también una mayorante de f; Y que f; es una apro-
ximacign asintética de f con respecto a g. Por ejemplo :
Si

f(x) = e?X sen x + e* cos ¥
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f1(%) = e?* sen x , g(x) = €% »

entonces g esunamayorantede /y f;,y f; esunaaproximacién asintéticade

f con respecto a g. Pero

_/(_x)_= 1+ €% cotx

fl(x)
no tiende a un limite cuando x -, es decir, f; no es asintéticamente igual a
f.
3. MAYORANTE DECRECIENTE 1/%¥

Sea f(x) una funcién definida por serie de potencias convergente para todo x:

fy= 37 a, «, (9)
n=o
Si 1/x¥(0<pyg1) esuna mayorante de f, entonces existe una constante C
tal que
o0 C
xn — 8
nz=o n IS g

Reemplazando x por x% (a > 0) y muitiplicando por xS se tiene :

oo
p) a, xan+s| < C xs'aV. (10)
n=o0

Integrando |a desigualdad anterior k veces de 0 a x obtenemos:

an+s+k » xS'awk
C .

~

a
n=o " (qu+s+l) ... (arH-Si-k)l (seauv+1) eee (Sequ+k)

o0

Dividiendo por 5%y reemplazando x* por x se tiene:

57 a i 1 C . ap

| g (S'av+1) D (s‘aWk) ' Pz

oy (an+s+1) « « + (an+S+kR)

Teniendo en cuenta la convergenciade la serie J(an+s) definida en () tenemos :

) 00 00 C
> a s)x®|l =12 a 3 k %
n=o n](ants) | n=o " k=1 2k(gn+s+l)... (an+s+k)
oo c 0o a . x”
- k 2 n

l k=1 2k n=0 (mts+l) ... (an+s+k) |

> _k I c
k=1 2k (sav+l) ... (sravtk) s

gz
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=J(s-av) v °* (12)

Esto es, 1/xV es una mayorante de
(13)

s a, J(an+s) "

si
S>ay .
Aplicando ladesigualdad (12) sucesivamente tenemos :

M s ¥ »

o2 A (an+s) _ o0
ano Gy €T AT = Enzo “n T,
e !
El=o 77 anoﬂ,,{](amrs)f P
~ Iaf c C
< 21:0—;'7 {(sav) }l—; = cexpd |A] J(seav) 3 (14)

es decir, 1/xV es una mayorante de

o A (an+s)
s a”e]“ P (ESmas (15)
n=o0

Ahora, sea b4(z) una funcign analiticade z en |z|> r, ;entonces sabemos

[1] (page. 142-144) Que b(z) es desarrol lable absolutamente en R(z) > 7, como si-

gue : .
b
k ol (16)

b(z) = b, + S BUITE & s
z+ 1 (z+1)ees (2+k)

De (11) tenemos :
- by
«”

5% a b M=3S T a 1b 9 .
o " (an+s) n=o " Lo+ }é:I (an+s+1) .+ (an+s+k)

o

n

00 ) o0 a X
< |b S a xn‘ +13 b, 3 7
< | °| n=o " k=1 *® 9-0 (an+s+1) « « « (an+s+k)
C
o 00 b
|24 (17)

= oV { |bol + a—l }

(S*au+1) =« v o (S=qu+k)

estoes, 1/x¥Y es unamayorante dela funcign
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3 a, bgn+s) ¥, (18)
o

donde
S >av+7, .

4. MAYORANTE CRECIENTE
Sea g(x) unamayorante creciente de la funcign f definida en (9), que satisfa-
ce las siguientes condiciones :

i) g escreciente en [0 , )
ii) g(x)/g‘(x) es acotada, es decir existeunaconstante M tal que

&(x)
ex) SM paratodo x¢[0, ). (19)

Como g esuna mayorante de f, existe una constante C tal que

1" e, | < ¢ e, (20)

En la desigualdad (20) , reemplazando x por x*( « > 1)y multiplicando por x

S

(s >0) tenemos
00 n+S
|§, a, x léCg(xa) xS,
n=o

Integrando ladesigualdad anterior k veces de 0 a x tenemos :

~ an+s+k . . a
x < Céé xS g(x ) dx e« dx, (21)
n=0 (qn+s+1) . . (an+s+k) | >
k veces
Como g es creciente, se tiene que
X X x

[ oo [ xSga®)dx+++ dx < (xa) x... xS dxe o o0 dx
o . g(x) <& 5 fo

k-1 veces k-1 veces

s+k-1 a
x

g(x)
(s+1) .« o« (S+k-1)

Luego ,

Stk-1 g(xa) dx

x
fox...fox xsg(xa)dx... dx f
0 (s+1)... (s+k-1)

(22)
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Ahora, vamos a demostrar que para cualquierreal v , 0 <y <1 existe una
constante M tal que

X
k-1 @ Stheltv 0,2 ara todo k =1,2,3.. (23
fo St 1g(x)dx§ M, L__kT’_g(A) b odo (23)

En realidad, teniendo en cuenta que ambos miembros de la desigualdad (23)to-
man valor nulo cuando x = 0, basta comparar ladesigualdad de las derivadas de

los ambos miembros de (23). Si x <k tenemos
xs+k'1+V a)’ _ (st+k-I1+p) a
{——V——g(x)} ——V__ xS+k+V2‘g(x)+...'.
k k
(k+v-1) . -1 vk 1
= oL o) 2 T kel gt
v 1=y . v .
= '_2‘ (k/x) xs+k 1 g(xa) > 7 xs+k 1 g(xa/
Obsérvese que
k+y-l>ky/2 paratodo k=123 cc00 ’ 0<V§1-
Si x> k entonces
s+k-I1+p / St+keI+v a-1
{_kxl;__ : g(xa) } = GonE + ka g‘(xa) ax

-1 1
> L) (o) a s D

puesto que
v a-1
(x/k) >1, ax > a» 1.

Por lo tanto si

M, o= Mdximo { M, 2/v }

entonces paratodo k& = 1,2,3,. .. Y x¢[0, ) tenemos la siguiente desigualdad:

Sl g%y < M, | xSRI eyl A (24)
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la cual demuestra la desigualdad (23) .

De (21), (22) y (23) tenemos

n+s+k
3 *a xa S CM xs+k‘1+", g(xa)
n=0 " (qn+s+l). . (an+s+k) X o s+ Dons 51k D i N

Dividiendo por xSt y luego reemplazando x“ por x se obtiene la siguiente des-

igualdad :

00 n "
s a, X & CM, &(x) (25)
n=o (an+5+1)s o o (an+S+k) | Y

* aneer I VS by o (oeket) R

O0<vgl, s30, ax1 )

El resultado (25) y la convergencia uniforme de la serie J(rna +s) (7 =0, 1, ...)
dada en (6) nos conducen ala siguiente desigualdad :

o0 00 00 C
S a s =127 a i3 5 »
n=o0 " L l ! n=0 " k=1 2k(nats+l). .. (ng+s+k) * '

$"

%) (an+s+l) . . (ng+S+k) l

00 C o0
- |2 —& 5
k=1 2k n=o

M, C

C.
< (F)/a 4

%=12k (s+1) « o (s+k-1) k

v &(%)  (26)

donde la (ltima serie converge si v+s> 1 puesto que ésta es comparable con :

0o C
Jts-1) = 3 x ’
k=1 2k (b+S)(w+s+1) « o« « (+St+k-1)

teniendo en aienta

(s+1)(5+2) « « o (S+ke1) - K ‘ Tk+ s) T(stv ) &
mm = im
k—boo(S+V)(S+l/+1). oo (Stp+k=1) k> oo F(S-f-l) F(S+1/+k)

- k+s-U/2)eke
, D(s+v) V27 (k+s) (Firks 'Y [(s+v)
W Ersd/2) kesa- "
koo Dysin) AZm (ks 0D RSV LG

(27)
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Tomando
o0 Ck
A=M
° E=1 2k(s+1) . . . (s+k=1) kY

tenemos el siguiente teorema :

TEOREMA 1
IZN a, J(ng+s) x" I < A-C-g(x%
o

1-v)/a
(28)))))

donde
0<V<11 a}l‘ S)O, V+s>1.

Né6tese que la constante A depende de v .
COROL ARIO Para @ > 1, s> 0 tenemos
(29) 1111

00

S a,Jng+s)x" = o(g(x)

Demastracién. Si s> 0 entonces siempre se hallaun real » (0 <v <1) tal

que p+ s> 1, ademas
1

xlimm J:(1'11)/a £
TEOREMA 2
2oo an eM(”a-fS) xn _ 2 00 an ,/1 ¥ o(g(x)) (30)
n=o0 n=o0
donde a> 1, s>0, A escualquier real .
Demo stracign. A &
oo A o0 < A (J(na+s))
3 a, MO 8 a, {1+3 AU (o
n=o n=o0 =1 k!

=% a !+ % (1)
n=o k

Aplicando la desigualdad (28) k-1veces para v =1Se obtiene :

A\ k
— 3 a,{J(na+s)} %"

I
~ 38
2~
B
I
Q

37 a,l J(rars) Lo g A¥lcem, 1]

n=0
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luego nuevamente aplicando la desigualdad (28) :

00 k
3 4, s | 4 AR C gAY (32)

n=0

De (31) y (32):

i e)\](”a+5)xn -3 00

o
n=o " n=o0 “n I
o 3k A4k v AA
A Aoy - A LD g - _
< oy TiT TToma O = gy G800 = o)

TEOREMA 3 . Sea b(z) una funcion analiticade z en |z|>r, tal que

lim b(z) =1
Z > oo
entonces
7 a, bants) ¥ = s~ a, <" + of(g(x)) (33)
= n=o
donde

S>ro nﬂ.;l-

Demostracién « Lafuncién b(z) es desarrollable en la serie (16) que es con-

vergente en R(z) >r donde

o’

b = i b(z) = 1.
L Zimoo ()

Entonces
by

Em a, b(an+s) x"

57 a {1+3
n=o " k=1 (an+s+1) .- . (an+s+k)

n=o0
00 o0 00 an xn
= aﬂ e 3 bk p3 *
n=o k=1 n=o(gn+s+1). « + (an+S+k)
De (25):
n
E 00 2 o0 bk an X
k=1 n=o (an+st+1) « oo (an+s+k)
C'M_.g(x) b
0 00 k
< (1) =1 - (34)
X (s+1) (s+k-1) -k
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donde la ltima serie converge para s+v-1>r, puesto que podemos comparar és-
ta con b(s+y-1) teniendo en cuentael limite (27) . Si s> r, entonces pode-
mos encontrar un valor real de v tal que 0<y- 1, s+wv-1>r,, porconsigui-

ente el gltimo miembro de (34) es o(g(x)) .

COROL ARIO «

v a, " + o(g(x)) (35)

donde
s>B>0, A>0.

Demostracion. La funcion

B

z lo Lt
ES g ( +Az)

es analjticaen |z|> B/A , luego la funcign

l
bz) = exﬁ eﬁ:)\z 0g(1+B/A2) { 1+%}¥5 efF,B{ i 7‘/37 }:t)\z*s

es también analiticaen [z|> g/\ , ademas

lim b(z) = eq:B eiB =

Z-5 o0

I,
Aplicando el teorema anterior , tenemos :

S
a,b(n+ ) %"+ o(g(x)

oo T A
=Z % eB{1+x;,+—BS—}in * + o(g(x)

n
puesto que
s/A > B/A.
Rl ) a0
5. FORMULA ASINTOTICA DE LA FUNCION > 2/ =
=0 D(An+y)

En este paragrafo se halla la férmula asintgtica de la funcign :
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. (-1)" mn

nz=o C(M+p) (A>0) (36)

y en los siguientes paragrafos relacionaremos la funcign (36) con la funcign definida
en (1) utilizando el procedimiento establecido en los paragrafos anteriores .

Primero , suponemos que A es unngmero racional :

A=q/p
donde p, ¢ sonnaturales, ademas para mayor facilidad suponemos que p es par.
Entonces
n=mp+k (k:0p1;2:oc' ;p'l)
luego

o (1" £ Pl o (-1)"PrR bk
n=0o [(\+p) k=o m=o T(\Nmp+k)+py)

-] oo {tp}m
= Ep ('I)k * S e §
k=0 m=0 TD'(gm+pu+M\k) (37)

Por otraparte, si w es la rajz g-ésima fundamental de uno :

w = exp.{2mi/q} = cos 20 L jsen 2m (38)

q
entonces

-1
bzq @ =1+ @2+ o +@)Tl=0 (0= L,2se o 00 q1)}
=0

por lo tanto
o (x)7 g1 _w (WP x)

1
m=o0 ['(gm+c) - _q %zo n=o I'(n+c)

q-1 o0 (wbx)n
E. b
=0 n=o0 I'(c) c(ctl) ... (c+n-1)

1}
e

= q-1 b
T g Pl o

donde F(1, c, wbx) es la funcién hipergeométrica confluente , y su férmula asintoti
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tica es [3, Vol 1]

5 b
F(1, ¢, wPx) = ! bc { 1+0(1/x) }+-——————F(C) exp.lwx] {1+0(1/%) } (40)
w? x (wbx)c-l
donde
‘Arg wb| < me
De (37), (39) y (40) tenemos
7
s ("
n=o0 Tz +p)
o I e s L explwfWP/ B (eneD 1) et
o F=o 4\ hpiaEl e wb?
s 7! 1 explu? AN g et
= o loms W F/WFCE YR
bh=0 9 (wb tl )\)# k=0 (whb)k
_d -1 1 ;-1 (1% 1% erye1) . (42)
qt §=0 wb =0 F(u+/\k)
Primero, se ve que
q-1 1 1 q-1 b
—E L e =0
})2=O wb wq §=O N

Segundo , si (-w')\b) #1 tenemos

et I AN T A
k=0 (w/\b)]e 1+ w'xb 1+w
yaque (-0 =1, wi=1.3
Wb - (43)
tenemos :
S s < aigsiaBibingic wbin
k=0 (w)\ ) E=o
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Por lo tanto

00 -1 14 exp.{wb- tl/)\ *
s (1) ~ hz" < —= T 44
n=o0 4 C(An+p) =0 1 {wb.tl " 44
@M -.1)
Pero, si wM = .1 tenemos entonces que
i) para b < g/2
whb - exp.{g.%i% b} = expf2nib/p} = exp.ini+2Nni} (N=0, L. . )
luego
b =(p/2)+ pN (N=0,1,2,.. ) (45)
para b> gq/2
R 19 N 2nh,. 9 _ ; h - ; ;
b = W) = expf2y - £2)i L = exp-{Znt(i-—)i = exp.mi+ 2Nni} ,
v 77 pp

! esdecir,
h=gq-(p/2)-2Np.

Notese que hay que tomar |[Arg wkl < para aplicar la formula (40).

Entre las funciones exponenciales exp. fwh (A xl/)\n , lamas grande es la que corres-

ponde al maximo valot de R(wb) , que es

b=p/2, 0 hb=q-(/2);
es decir,

g = [exp.oni/q}]p/z = expinip/q } = exp.{mi/ A}
wh = exp, {.2_:.171(q -p/2)} = expd -mip/q V= exp. { -mi/A Y.

Entonces, si #/A<#n/2 0 A>2 tenemos :

3% eyt "
e D+ )

exp.i /A ( cos (m/\) +i sen (m/N} exp.(1/1) (cos (m/N) - i sen (/M1 4

- +
~ 5t (1 Nexp. (mi/ ) W] T ’

-1
expa(-mi/ N
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2
T G-D/A expat (cos(m/A) $1/N . cos [ (sen a/N) £/2 nlu - /XY (46)

A(2)

Si A <2, entonces R(e£T/A) es negativa, esto es, las funciones en (44) son
exponencialmente decrecientes cuando x - , luego el segundo término de la for-
mula asintética (40) no contribuye al comportamiento de la funcién cuando x es
suficientemente grande . En tal caso, desarrollamos asintéticamente el primer tér-

mino de la fgrmula (40) :

F(1, e wPx)= 155 (1, 1-’*(6'2) +—L<C'2'>+
w-x

w” x 1 (wbx)z 2
(g-1)! [c-2
D NCIRCIE Tt i N TR T Toligre o e e 47
(w”x)q'l(qd) =
Pero como
q-1 1
3 — = 0 1€j<q-1
o (wb)f (1€j<¢qg )
entonces

(q-l)!<c-2 (2q-1)!(c-2>+ |
—— ceesl,

1
2 F-lp ’ b &= 1- { e oy
) B e e i L2 90 Sag q-1 x29 \2q-1

=0

Por lo tanto, tenemos la siguiente aproximacign ;

p-1 k (/\k+u,-1) (g-1) ! (A'k+ﬂ'3
Laalt o(1/1%¢
° v [ C(\e+w) {(t)P/q;q g-1 )t (1/14P) ]

37 et~ 3
n=o0 I'(An+p) k=

’17-1 1
= = - k tk ——— tzp)
1 0(1
k=0 il [()\]e+u-1)'tp bl ]

Como t* = of #°1) (k <p-1), entoncestomando k = p -1 setiene :

Ew (.1)71 tn 1

1
———— 2wt 2y o
n=o0 Lo+ ) t D)) + 0(1/%) (48)

6. APROXIMACION ASINTOTICA DE f\(x) PARA A>2.

En la férmula (45) ,tomando , = (A + 1)/2 se tiene
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57 (-1)" 7 exp.i(cosm/\) tl/’\fﬂsen[(se ").tl/)‘+ Lo [
720 Thnsw1)/2) A t(" g AR

(49)
Como cos n/\ >0, entonces la funcign
1/
g = exp.{ (cos 7/\) ¢t (56
t()\-l)/Z)\
es una mayorante , que cumple la condicign (19), de la funcign
=" 1" L . (51)
e C(A+ \+1)/2)
Entonces, por el teorema 2 setiene:
5 (-1)" exp.{an + 212 )‘ +2] 7
n=0 N2n
[ e )\;1 ]A(2n+1)/2
=3 -1)" expd Jn+ (A\+1)/2)} 7 _ Z‘w(_l)n [ + olg(t) »
#=0 Tw + A+ 1)/2) "=0 " Tom+w1)/2)
(52)
Por el corolario del teorema 3 tenemos :
5 (-1)”  expian+ (A+1)/2} (A-1)/2 -A(2n+1)/2 e(A-l)/z 7
=0 127 A2n+1)/2 0T
n=o [Ans Ot /2] (2n+ A+ (\+1)/2
- s> (1" expirn+(\+1)/2}
T a0 BT e gy 2N D/z T o)
=37 (1" N t
n=o T+ ownrz) &+ 2B
es decir,
An+1
3= LI« o 7 Wk 7
m+1)/2 AN2n+1)/2 "% G ————————— + o(g(?)),
s eralid NERDE | g T +(M1)/2) '
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0 sea

An+1) A )2

o (D" e PR V4 S PN . . AR 7Y, L)
> =\ X (-1) ’
neo V27 (n+ 1))\(2n+1)/2 =0 TOn+(+1)/2)

(53)
donde  £=Mx.
De (5) y el teorema 2 tenemos :
5o ED)T o A(n+1) e-)\](n+1)

s M = -1)" e 7

t s 2

n=o (n!) n=o (217))‘/2 (n+1))\( n+1)/2

1 o A(n+1)
= a2z s D" £ > o
(27m) n=o 7 it 1 A2n+1)/2
)\/2 ) ()‘Ax)n
=A g7 I (DR o(g\Mx)
(2n) (R WOV RS, ")
2 exp. { (cos a/\) Ax1/A} ’
= - w
(277)(’\ n/z A1/2 x()\'l)/l’/\ sen{ (sen m/AA-x I }

+ o(g\Mx)) 4 (54)

Para )= 2 setiene que

oo = 57— g s/?)
X) = = X
2 n=o (ﬂ.’)2 O(
Teniendo en cuenta la formula asintética de la funcign de Bessel ]o(z.xl/z) , se
observa que (54) es también validapara A = 2.
7. ESTABILIDAD DE ’A(") PARA )\ < 2.
Sea p tal que
1 1
0<p<1l, 0<y<I/A, 0<py< 2 + i
de (48) tenemos
- M (-1)"_L____ = o/f) (55)

=g C(n+(\+1)/2)
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De (15 :

n A1 n AE_I)
5 LU _explani g ) 3T et T T )
=0 A+ LA(2n+1)/2 izo T(n+O+1)/2) .
[An+=5=]
ya que
A+ 1 2 1 1
> W (& v <+ 3x)°
Pero :
200 1) e/\(n+l) tn
o 427 (n+1))\(2n+1)/2
A+l A-1
_ ‘(-1)” exp.ian +—_,—+/\—22—} TR (A-1)/2 (M2 n
n=o W+ (w1)/2) (2n+1)/2 An+(A\+1)/2
= 0(1/t") 4
ya que
A 1 A' 1 s »
vt e (8 v <
o sea
s (-1)” e(rz+1) RS, 2
—— . O(1
n=o V27 » 1)n+(1/2) i (1/%"}s
donde £=Mx.
De (5) y(15), si » < 1 tenemos
00 n
2 (_1)71 X
n=o0 (ﬂ.’)
(n+1)
56 e A=A J(n+1) v
=3 (-1)"{ " = 0(1/x )e (56)
n=o( ) T (s 11/ 2 S

De las desigualdades simultaneas :

0<V<,\

1 1
i 0 < g o
v 2 Y2

, 0 < p <1



se tiene que » es cualquier real positivo tal que

v <1 si 0 <A1

v < I/A Si 1 <A< 2.

Entonces, podemos escoger un » mayor que 1/2 paratodo A < 2, por lo tanto se
tiene

2n

X

W2 = 3 (D" —Eg e Ly(we, ), (57)

n=o0 (n!)
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