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ESTABILIDAD DE LA FUNCION
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1. INTRODUCCION. En el trabajo anterior [(3),pag. 12-20] se ha eneontrado•
una formula asintotica de la siguiente funcirin

~oo (_I)n xn

n=o (n! l'
en el cual se ha utilizado un proeedimiento no justifieado que reempiaza n! por

la formula de Stirling. En este trabajo no solo se justifiea el resultado anterior

sino que se eneuentra Ia formul a aproximada de I as fun ei one 5 mas general e5 :

00 n
It/x) = ~ (_l)n ._x_ ( A = real> 0 ) (1)

n=o (n!/'''

eon el objeto de aclarar sus eomportamientos cuando x -> 00 ,obteniendo el si-

quiente resultado :

00 i-t)" xn I I/A I
IA(x) = ~ A """ 2 expo (cos 17/A) A x «sen I(sen 17)A x1/A+~!

n=o (n!) (217/A-1)/2 A1/2 (x/A-l)/2A A 2A

cu an do A') 2.

l)o...(x) = O(I/xV) cuando 0<)0...<2. A::j: I,

donde IJ <1 si 0<1..<1, IJ <1/A si 1 <A <2 y

II.. (x) = e
Ox

AS!, tenemos inmediatamente que

cuando A = 1 •

si A.( 2 •

diverge cuan do x -> + 00 si A > 2.
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EI procedimiento utilizado es el siguiente:

i) Primero, comparamos las funciones en (1) con las funciones:

(ell. x)n
L (.l)n

(2TT)A!2 nA(2n+l)/2n=o (2)

teniendo en cuenta la conocida f6rmula de Stirling:

n !",.[i;. n(2n+J)/2 eon (3)

ii) Luego, comparamos las funciones en (2) can las funciones del tipo:

(All. x )n
L (_l)n (4)
n=o rO.n+ll)

de las cuales sus desarrollos asint6ticos se hallan utilizando las f6rmul as asin

totic as de las funciones hiperqeomstri cas confluentes •

iii} Para realizar las comparaciones mencionadas en i) y ii), la f6rmula asi!}

t6tica (3) nos sirve como una gufa perc no es util para una demostraci6n rigu-

rosa por no ser una rei aclen anal itica. EI principal argumento para este traba]o

es la f6rmula de Binet [l](pag. 253) :

log r (z) = (z. +) log z » z + log ,;2; + fez) (5)

donde

1
J(z) =, 2" !

Cl c2 ck
__ + ---=--- +.',+ --~---- + ..• \ (6)

z v L 2(z+1)(z+2) k(z+l) ••• (z+k)

es un a se ri e convergente en R(z) > O.

2. MAYORANTE

Dada una funci6n /(x) definida en [0, 00) , una funci6n po sitiva g(x) se lla-

ma una mayorante de I(x) si existe una constante C tal que

l/(x) \ ~ c g(x) para todo x e [0 , 00 ). (7)

Si otra funci6n continua 11(x) cumple la condiclon

Il(x) = I(x) + «u>» ( x ... +00 ) (8)

entonces es claro flue g es tambisn una mayorante de Ii y que 11 es una apro-

ximaci6n asint6tica de I con respecto a g. Por ejemplo:

Si
I(x) = e2x sen x + eX cos x
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/ z«l(x) = e sen x I g(x) = e2x
I

entonces g esunamayorantede / y /l'Y /1 esunaaproximaci6n asint6ticade

/ con respecto a g. Pero

no tiende a un limite cuando x -e 00 I es decir I /1 no es asint6ticamente igual a

/ .
3. MAYORANTE DECRECIENTE 71xV

Sea lex) una funci6n definida per serie de potencias convergente para todo x·

/(x) = ::£ an xn•
n=o

(9)

Si l/xY (0 < v ~ 1) es una mayorante de /, entonces existe una constante C

tal que

I~:
Reemplazando x per

a ~I~..E-·n ~ xV

xa (a > 0) Y multiplicando por XS se tiene :

1::£ 00 an ,p.n+s I .:;;:C xS-av•
n=o

( 10)

Integrando l a desigualdad anterior k veces de 0 a x obtenemos:

an+s+k k

1
::£ 00 a' x 1<: C __ .:x:...s_oa_v+ _

n=o n (all+s+1) ••• (an+s+k) - (soav+1) ... (soav+k)

Dividiendo por xs?k y reemplazando xa por x se tiene :

I::£n~o an ~ I ~ 1 • _C_ • (11)
- (an+s+1) ••• (an+s+k) (s-av+1) ••• (soav+k) xV

Teniendo en cuenta la convergenciade la serieJ(an+s) definida en (6) tenemos:

an J(an+s) xn I = 1::£ 00 a ::£00
nv o n k=l 2k(all+s+1) ••• (an+s+k) ~I

_ I ::£ 00

k=l

a . xn

(all+S+l) •• ~ (an+s+k) I
C

(soav+ 1) ••• (soav+k)
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= [Ls r av )
c-"
xV (12)

Esto es ,I/xv es una mayorante de

00

(13)~
n=o

si
S> av.

Aplicando ladesigualdad (12) sucesivamente tenemos:

I ~ 00 V(an+s).. a e •
n=o n

= ~ 00 IA( ~ 00 a !!(an+s) II 0
1=0 I! n=o n

00 IAr lee~~ II I](s-av) I .- = -:;;-. exp·!IAI J(s-av) I (14)
1=0 . xV X"

es decir, l/xv es una mayorante de

00

(s>av)' (15)
n=o

Ahara, sea b(z) una funci6n analltlca de z en Izl> TO .entonce s sabemos

[1] (pdg.142-144) que b(z) es desarrollable absolutamente en R(z) > TO como si-

gue:

bt z) = bo+
b 1 bk-- + • . •• + --_.......:..:_--

z-v I (x s L) ••• (z+k)
+ •.• (16)

De (11) tenemos :

~ an b(an+s) xn =
n=o

-----·xn
(a1Hs+l) •• (an+s+k) c

d

c
~ 7! Ibol+ ~~1

(s-av+ 1) - ••• (s-av+k)

(17)

esto es, l/xv es una mayorante de la fi.mci6n
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n=o
(18)

donde
s > all + TO •

4. MAYORANTE CRECIENTE

Sea g(x) una mayorante creciente de la funci6n / definida en (9), que satisfa-

ce las siguientes condiciones:

i) g es creciente en [0 , "")

ii) g(x)/g'(x) es acotada, es decir existeunaconstante M tal que

g(x)
g'(x) ~ M para todo x ( [ o. cc ] • (19)

Como g es una mayorante de l , existe una con stante C tal que

1
2 cc an xn

I' ~ c g(x).
n=o --.:::

(20)

En la desigualdad (20), re emptaz aido x por xa( a") 1) Y multipltc aido por X
S

( S :;:. 0) tenemo s

I oo an+s I a s2 a x ~ c' g( x ) x •
n=o n

Integrando ladesigualdad anterior k veces de 0 a x tenemos :

x x s a
C .£ .... £ x g( x ) dx • • • dx •

k veces

(21)

Como g es creciente, se tiene que

x x
( . .. (o 0

a
xS g(x ) dx ••• dx

a x x
:;;: g( x ) 1 . .. f XS dx- • •• dx

o 0

k-L vecesk·1 veces

s+k·1 ax g(x ) - .
(s+ 1) ••• (s+k-1)

Luego,

Ix f x s a x xs+k-1 g(:l;a) dx
o • •• 0 x g(x) dx • •• dX:;;:, J

o (s s- L) ••• (s+k-I)

(22)
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Ahora, vamos a demostrar que para cualquier real 1/ , 0 <1/ ~ 1 existe una

con stante M a tal que

para to do k = 1,2, 3 .. (23)

En realidad, teniendo en cuenta que ambos miembros de la desigualdad (23)10-

man valor nulo euando x = 0, basta comparar ladesigualdad de las derivadas de

los ambos miembros de (23). Si x~k tenemos

t xs+k-1+1/ g(xa)Jl' = (s+k-1+v)
1/ xs+k+I/-2. g(Xa) + ••• i •

k kV

:> (k+v-i) s+k-1 v-L a <, ~ v-L s+k-1 a/' v x . x • g(x ) -? v x x g(x )
k 2k

v 1-v k a(k/x) xs+ -1 g(x)
2

Observe se que

k+v-1>kl//2 para to do k = 1, 2, 3, ••.•

Si x>k entonces

{

X s+k-1+v. a r'
g(x )

kl/
+

s+k-1+vx a a-1
g'(x ) a x

k 1 a v a-1 "'> 1 k a?J xs+ -. g'(x ) . (x/k) 'a x ~ M xs+ -1, g(x )

puesto Que

v a-1
(x/k) > 1, a x > a )- 1.

Por 10tanto si ,-
"...

M = Maximo 1M, z/» I
a

entonces paratodo k = 1,2,3,. •• Y x dO, 00) tenemos la siguiente desigualdad:

(24)
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la cual demuestra la desigualdad (23) •

De (21) J (22) y (23) tenemos:

an+s+k a

\

00 I xs+k-1+v. g( )
~=o an (an+s:1) •• (a~+s+k) (C Mo ' x v.

(s + 1) • • •• (s + k - 1) k

Dividiendo per xs+k y luego reemplaz aido xa por x se obtiene la siguiente des-

igualdad :

I ~oo an x
n

., C Mo g(x) (25)
n=o (an+s+1) ••• (an+s+k) ~ (l-v)/a. v

x (s+l) •• (s+k·1) k

(0 < v ( 1. s > O. aj- 1 )

EI resultado (25) y la convergencia uniforme de la serie !(na+ s) (n = O. 1.... )

dada en (6) nos conducen ala siguiente desigualdad:

I~n=oooan !(na+s) xn I = I~ 00 a I ~oo ck l xn I
I n=o n k=l 2k(na+s+1) ••• (na+s+k)

I 00 .:»: 00

I ~
k=l 2 k n=o

Mo C 00 ck
(l·v)/a ~ v g(x) (26)

x k=12k (s+l) ••• (s+k-1) k

donde la ultima serie converge si v+s> 1 puesto que esta es comparable con:

) '" ckJ(v+s-1 = .:., ,
k=1 2k (v+s)(v+s+1) ••• (v+s+k-1)

teniendo en menta

v
(s+1)(s+2) ••• (s+k-1). k

lim
k -> 00 (s+v)( s+v+1) ••• (s+v+k-1)

lim
k->oo

v
nk+ s) ns+v ) .k

ns+1)ns+v+k)

= lim
k->oo

k+s-U/2l-k_s v
(Ms) e k ns+v)

k+s+v-a/2) -k-s-v =-- •
(k+s+v) • e nS+l)

(27)
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Tomando

A = Mo 2""
f=1 2k(5+l) ••• (5+k-1) kV

tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 1

(28) ) ) ) )

donde
0<v~1, a)-I, 5>0, v+5>1.

N6tese que I a con stante A depende de v •

COROLARIO Para a > 1, 5 > ° tenemo 5

n=o
an j(na + 5) xn = o(g(x)) (29) I I I I

DemClstracion. Si 5> ° entonces siempre se halla un real v (0 <v < 1) tal

que v + S > 1, ademas

1

'" 00 a e?l.!(na+5) ..n __ '" ec
k n x... an xn + o(g(x))
n=o n=o

(30)

lim
x-> oc

(lov)/a
x ° .

TEOREMA 2

donde a ~ 1 , S> 0, ,\ es cualquier real.

Demostracion.

:£""
n=o

'\J(na+S) n
an e x

","" ec ,\k(J(n.a+5))k I xn
k a! 1 +2

n=o n k=l k!

=2
n=o

:£
k=1

(31)

Aplicando la desigualdad (28) k-l veces para v = 1 se obtiene :
~~~~,
IIII

I
· co k-1 I Ako1 C ()
n~o an! J(na+s)! . 0 ~ ..g x ,
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luego nuevamente aplicando fa desigualdad (28):

I~:an 1/(1la+s) lk ,Il\ ~ A' Ak·1 C g(x//l-v)/a •

De (31) y (32):

(32)

A/(na+S) n 00

e x - ~
n=o

A'·Ak-j
(l-vJ/a c.g(x)

x

A' (eAA.1) . Ctgtx)
(1'",)/ax

o(g(x)) •
A

TEORfMA 3. Sea bt z) una funci6n anafitica de z en Izl> TO tal que

lim bt z] = 1
z->oo

entonces

(33)

donde

S > To ' a ~ 1 •

DemostTacion • La funci6n bt z] es desarrollable en la serie (16) quees con-

vergente en R(z) >TO' donde

b0 = lim bt z} 1•
z->oo

Entonce 5

00

~
k=1

De (25) :

(an+s+ 1) • •• (alZ+s+k)

c· Mo' g(x)

~ (1-1,')/0
x

(34)
(s-L) • •. (s+k·l)· k'"
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donde la ultima serie converge para s+vol > TO puesto que podemos comparar es-

ta con b( s + v 01) terri endo en cuenta el I imi te (27). Si s > TO enton ces pede-

mcs encontrar un valor real de v tal que 0 < v <,1. s + v r L'> TO' por consigui-

ente el ultimo miembro de (4) es o(g(x)).

COROLARIO.

= L 00 an xn + o(g(x))
n=l

(35)

donde
s>{3>O. A>O.

Demostracion. La funci6n

.± z log ( 1 + ..l... )
Az

es analitica en Iz I> (3IA I luego la funci6n

T-{3 ±Az loge l+{3IAz) (3 'fS
bt z] = e e { 1 + -xz \ T-{3{ JL \±AZfS

e 1 + A z

es tambien analjtic a en Izl> {3IA I edemas

T-{3 ±(3
lim b(z) = e e =

z -e 00

Aplicando el teorema anterior, tenemos:

S n
an' b( n + A ). x + o(g(x))

00 r- {3 {3 ,±An
= L an e {I + An+ S I xn + o(g(x))
n=l

puesto que

s/A> {3IA.

5. FORMULA ASINTOTICA DE LA FUN CION L 00 (onn f'I

n=o r(An+/l)

En este p araqr afo se halla la f6rmula asintotica de la funci6n :
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('\>0) (36)

yen los siguientes p araqrafos relacionaremos la funci6n Ob) con la funci6n definida

en (1) utilizando el procedimiento establecido en los paraqrafos anteriore s ,

Primero, suponemos que A es un nrimero racional:

,\ = q/p

donde p. q son naturales, ademas para mayor facilidad suponemos Q,Je p es par.

Entonces
n=mp+k (k=0.J,2, ... ,p-J)

luego
Hrp+k tmp+k

1( ,\(mp+k) + u )

•
(37)

Por otra parte, si w es la raiz q-ssima fundamental de uno:

w ,= exp.1277i/ ql = cos .E!.. + i sen 277
q q

(38)

entonces

"i,q-J (wni = 1 + (uP) + (wn)2 + , ••• + (ufl)q-J = 0 (n= 1,2,. ~. , q-L ) j
h=o

por 10 tanto

(xq)m"£,.00 _.:..- __
m=o r(q17l+ c)

q-J

q ~=o
"i,
n=o

J
q

1 (Wh x)n"i,q- "i, 00 _

b=o n=o 1(c) c(c+l) ••• {cs-n-L}

J=--
q1(c)

q-I h1,=0 F( J , c. w x) , (39)

donde F(J, c, whx) es la funci6n hiperqeometrica confluente I y su f6rmula asintoj]
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ti ca es [3, Vol 1]

h 1 - c
F( 1, c, w x) = - h

w x
1 + O(l/x) !+nc) exp.{whx! {1+0(1/X) I,

(whx)c-1
(40)

donde
IArg wh I < 17.

De (37) I (39) y (40) tenemo s

00

~
n=o

fl
(_1)n----

nAn+/.d

"V 1-1 (o1)k ek q-1 [--..£ ex{.I wh(t)p/ ql (Ak+wl) 1
~ - (41)

k=o h=o q
!wh(t)p/ qIAk+W1 Qnl1+!I.k) Wh(t/lq

h l/A (o1)k
q-L 1 exp.{w t I pol

=~ q (wh tUA)W1 ~ Ahk
h=o k=o (w )

1 q-1 1 1:01 (_l)k ,k (Ak+l101 )
-

q tllX t=o
(42)

wh =0 nl1+,\k)

Primero I se ve que

q-1 1 1 q-I
wh

~ --h
wq 1=0

= O.
h=o w

oAh tenemo sSegundo I si (ow ) 11

101 (ol)k
oAh P 1 0 woqh1 0 ( oW )

(wAhl -Ah -Xh 0
k=o 1 + W 1 +w

ya que (ol)P 1 , wq = 1. Si

wAh = o 1 (43)

tenemos

p-1 (ol)k pol
~ '6 k r=o 1 p.
k=o (WA

)
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Por 10 tanto

rv ..fl-1 J!...t=o q

(wA.h =-1)

Pero, si wA.h = -1 tenemos entonces que

i) para h < q/2

(44)

wA.h = exp.! 217i .!L h I
q p exp.! 217ih/ pI = ex p.lrri+ 2N 17iI (N=O. 1.•• )

luego
h=(p/2)+!'N (N=O.l,2 ••• (45)

para b » q/2

wAh = (Wh)A. exp.1217 - 217h); .!l. P 12 '( q h) I• = ex. 17l _ - -
q p p p

esdecir,
h = q - (p/2) - 2Np •

Notese que hay que tomar jArg wkl < 17 para aplicar la formula (40).

Entre las funciones expooenciales exp.!wh (A. xl/A.)l I la mas grande es la que corres-

ponde al maximo valor de R(wh), que es

h=p/2. 0 h=q-(p/2);

es deci r ,

wh = [exp.1217i/ ql ]p/ 2 = exp.1 17iP/ q I = expo Irri/ A. l
o

wh = exp.1217i(q - p/2) I = exp.I-17ip/q I = expo 1-17i/A. I.
q

Entonces, si 17/A.< 17/2 0 A. > 2 tenemo s :
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2
expo! (cos(TT/A) t1/A I. cos I (sen TT/A) t1/A • TT(/L- 1)/A I (46)

Si ,.\ < 2 , entonces R(e±TTi/A) es negativa I esto es I las funciones en (44) son

exponencialmente decrecientes cuando x --> 00, luego el segundo termino de la f6r-

mul a asint6tica (40) no contribuye al comportamiento de I a funci6n cuando x es

suficienternente grande 0 En tal caso I desarrollamos asint6ticamente el primer ter-

mino de [a f6rmula (40):

P(1, c, wh x ) = 1 - c
whx

I 1 +-.J.J+ (C - 2\ + _2_1 (C' 2') +
wh xl) (wh x)2 2

(q-1) 1 (c - 2)
000. 0" + +

(wh x)q-1 qr l
o 0 0 0 0 I. (47)

Pero como

"J..q.1_....,.1_
h=o (wh yi o (1(j<q-1)

entonces

q-1 h (q-1) 1 (C - 2} (2q - 1) I(C' 2)"J.. P(1, C , w x) = q (1 - c) I -- + 0 0 0 .. I,
h=o xq q- 1 x2q 2q' 1

I

Por 10 tanto I tenemos la siguiente aoroxlmaclon :

p-1 s » (Ak+w 1) (q-L) 1 (Ak+f1."), 2P]"J.. (-1) r- [ - . + 0(1/ t )
k=o nAk+Il) !(t)p/ q W q'l

= _ t-1 (.1)k Ie [ 1 + O(1/~P) ]
k=o (Ak+iJ.-1)otP

Como Ie = o( tP-1) (k < P> 1), entonces tom ando k = p. 1 se tiene

1 1

t nwA)
+ 0(1/t2) • (48)

6. APROX/MACION ASINTOTICA DE fA(x) PARA A > 20

En 1a f6rmul a (45) I tomando /L = (A + 1)/2 se ti ene
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(49)

Como cos TriA >0. entonces la funci6n

get)
llAexp.l (cos TriA) t

P~1)12A
(50)

es una mayorante I que cumpl e I a condlclen (19) I de I a funci6n

00

~
n=o

(51)

nAn + (Ml)12)

Entonces I por el teorema 2 se tiene :

exp.IAn + A+ 1 I
2 l

[ An + A; 1 ]M2n+l)12

= s" (o1)n exp.{!(An+(A+l)12) I l = n~; (o1)n ~ + o(g(t)) •
n=o nAn + (A+1)12) - nAn+ (M1)12)

(52)

Por el corolario del teorema 3 tenemos :

~oo (_I)n exp.{An+(M1)121 (A-1)/2 -A(2n+1)/2 (Ao1)/2 n
k ~ .{ 1 + let
n=o -,'" tr M2n+l)/2 An + (M1)/2

[An+(A+ 1)/2]

00- i-t)"
- ~ --
- n=o 12"

exp.{An+ (M1)/2l
[An+ (Ml)/2]A(2n+l)/2 + o(g(t))

~oo (o1)n ~ + o(g(t)) t
n e o nAn + (1..+1)/2)

es decir I

Mn+1)
~ 00 j.1)n e l = ~oo (_I)n r ))
n=o 'f2; M2n+1)/2 A(2n+l)/2 n v o + o(g(t ,

(n+l) A nAn +(Ml)/2)
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o sea

n i\(n+ 1)
00 (- 1) e n

~.,.,,-;::: X(2n+l)!2 x
n r o .,,, TT (n+ 1)

De (5) y el teorema 2 tenemos :

X/2
(2TT)

i\(n+1)
e

M2n+l)/2
(ns-L)

-A!(n+1)
e

1 00

(2 )(A-1)12 ~TT n-o

expo ! (cos TTIA) Ax1lA I
\ 112 (A-1)12A sen { (sen TTIA)A.x1IA+-'!!-1
1\ x 2A

+ o(g(AAx)). (54)

Para A='2 se ti ene que

Teniendo en ruenta la f6rmula asintritic a de la funci6n de Bessel !o(2.x112) , se

observa que (54) es tambi sn val ida para A='2.

7. ESTABILIDAD DE fA(x) PARA A < 2.

Sea v tal que

o < v < 1, 0 < v < 11A ,
1 1

O<v<-+
2 2 A

de (48) tenemos

~ 00 (_1)n __ fl _
n=,o ['(An+(A+1)12)

vo (1/t ) (55)
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De <1S) :

>..+1
co (-It exp.{A1I+TI

11~ 0 /21i -[-,\n"':""+-A-;-l]~A=-(2-1I-+-1)-1-2

ya que

A+1
-2- > Av

Pero:

>..+1 A-I I
oc (_1)n exp.l,\n +"""""2+ -rl 0..-1)12 -,\n-(A 2) n

=l rr;;:;- [1+] .1
n=o 'VM 11 (An + (1I.+1)12/(2n+1)12 An+ (>,,+1)12

ya que

> v +
A-I
2,\ v < 1/A)

o sea
co i-t)" (n+1) A n

n~o V211 I e n+aI2,I·x
(n + 1)

donde t := AAx •

De (S) y <IS) I si v < 1 tenemos

n
l"" (-1) n ---:.x:....-,,.....

n=o X(n! )

efn+1) A -AJ(n+1) v
= l"" (-1)n I (112) I e ,1/ = O(Ux ). (56)

n=o ","TiT (n+1)n+

De las desigualdades simultane as :

1
o < v <T o < v < , 0 < v < 1
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se tiene que f,J es cualquier real positivo tal que

f,J < si

t> < 1/11. si < A < 2.

Entonces I podemos escoger un f,J mayor que 1/2 para todo A < 2, por 10 tanto se

tiene

(57)
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