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DE LAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS A LAS ECUACIONES
SUMATORI AS

por

Gabriel POVEDA R.

0° Las ecuaciones en diferencias finitas constituyen un material relativamente
poco conocido, a pesar de que desde el siglo pasado George Boole escribig una
obrayacljsica sobre ellas, especialmente sobre las del tipo ordinario, con una
sola variable discreta independiente. Sin embargo, el caso de dichas ecuaciones
ordinarias lineales, es bien conocido de los tratadistas[1,2,3,5,6]y sobre él se
conocen los teoremas de existenciay unicidad de soluciones, de superposicign de
soluciones particulares y otros en los cuales se apoya el estudio de esas ecuacio
nes. Hay métodos conocidos y sencillos pararesolver esas ecuaciones, sean ho-
mogéneas o no homogéneas, cuando los coeficientes son constantes y en algunas
formas especiales de coeficientes variables.

1 Lo wue sino aparece presentado en ninguno de los tratados sobre estos temas
(ver bibliografia al final de este articulo) son las ecuaciones sumatorias, Solo
Jordan |as mencionade pasada, como una posibilidad , pero sin dedicarles ninguna
atencign . Por este motivo, y por haberlas encontrado en varios trabajos  sobre
graduacign de series estadjsticas (especialmente demograficas), el autor deesta
nota ha dedicado algin esfuerzo al estudio de las ecuaciones sumatorias y de m¢

todos pararesolverlas .

20 Unaecuacign sumatoriaes una ecuacign funcional de la forma

b
(2.1) u(x) = f(x)+ A Z'l Fx,i,u)]

1=a

en donde «(x) esuna sucesign de valores reales, cuya forma se trata de estable-
cer, que es funcign de la variable discreta x, ; f(x) esuna sucesign definida
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paralos valores de lamisma variable x; F es una forma funcional que contiene
explicitamente ax, a «(i) y, a veces, al mismo indice 7. Este indice adopta
los valores de |a variable x, alos cuales pertenecen , por supuesto, los limites
de la sumatoria, @, 4. En cuanto a X , esun parametro real cuyo valor puede

estar prescrito de antemano o ng .

Parano complicar innecesari amente el estudio de estas ecuaciones en un
primer enfoque , suele convenirse en que los valores que recorren x, i  son
equidistantes, y, en particular, que coinciden con los njmeros naturales , lo
cual no esunarestriccign esencial ,

3¢ Con esta notacign , una ecuacign sumatoria lineal (de segunda especie) tiene

la forma
i=b

(3.1) ux) = f(x) + X % i K(x, i) u(i), %€ 40, Luiiones 3
=

El lector reconocera enseguida la analogia formal entre este tipo de ecuacio-
nes y las ecuaciones integrales lineales, de manera que alas sumatorias podrj-
an aplicarse |as clasificaciones y las definiciones que son usuades paralas e-
cuaciones integrales. Por ejemplo, diremos que la ecuacign (3.1), es de segunda
egecie mientras que la ecuacign
(3.2) f(x) = 2.’=b K(x, i) au(i)

t=a
esdeptrimera especie. Asi mismo, en (3.1 diremos que es homogénea si f(x) =
0 ( concadavalorde x)y que es no-homogénea en el caso coentrario . Si uno de
los limites de la sumacign (por ejemplo, &) es variable con lamisma x, la e
cuacign se llama de Volterra, y si ambos Iimites son constantes, se [lana de
Fredbolm . [7, 9] .

42 Sealaecuacign en diferencias finitas, lineal , no-homogénea
(4.1) A” y(x) + a,(x) A1 Y(X)+ oo+ ay(x) y(x) = g(%)

en donde g(x) esuna sucesign conocida. Veremos que esta ecuacign es equiva-
lente auna ecuacion sumatoria de Volterra, de segunda especie .
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En efecto ; pongamos

A" y(x) = u(x)

entonces
A x1 .
A"y = 277 a6) + ¢
o
-1
. 1 %1
(4.2) Anzy(x) 2 By po u(i) + ¢; ¥+ ¢,
X1=o =0
P
(x) = i)+ ¢4 P X)4+eee+C, 1P(X)+cC
y %=0 5. =0 ;A u(i) + 1 ,,.1()+ + Cpai 1( )+ n
i W P
n veces

en donde P,(x) es un polinomio de grado r, como se desprende de un teorema
muy conocido de | ateorja de sucesiones (comunmente |lamada calculo de diferen-
cias finitas ). Este polinomio puede calcularse en cada caso, por el procedimien
to reiterativo indicado en (4.2) , y acudiendo a las identidades bien conocidas .

n=x-]1 k
at & By, kel 2.0 |
n=0

en donde By(x) es el polinomio de Bernouilli de orden k& con argumento x. [ 8,
10] De este modo la ecuacign (4.1) se transforma en

x=1 x1-1 X, 1-1

x',l ne
(4.3) wx)+ay )3  w@)+...+a,x)S ... 3% ui)
=0 x1=o x2=o 1=0
n n-1
= g(x) - zi-l <; %:o ai+j Pj(x) ;

5¢ | autor de estanota ha demostrado en otramemoria [11] la identidad

x-1 xl-l Xb.l'l xb [x-i-1
.) £ 3 .. % wi) =3[ 4.,] ud
x1=o x2=o ]=0 t=0

\_____V_.___/

b sumaciones

identidad por medio de la cual una sumacign mgltiple , de multiplicidad 5 ,puede
expresarse poruna sumacign simple (de orden 1) . El autor no ha visto publicada
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ni utilizada esta fgrmula en ninguna otra parte de |a literatura referente al tema,
que el autor haexplorado extensamente , Esta identidad es |a aniloga de |a for-
mula de Abel, que permite expresar integrales myltiples como una integral de

convolucign .

La demostracign de (5.1 se aoya en cuatro teoremas elementales, mas o
menos conocidos , referentes alas funciones generatrices de sucesiones reales
(supuesto que admiten funcign generatriz , por supuesto) :

x-1 x4-1 xp.p-1
a) (s.1.1) g{ X I ... 3 u) } = glud} (1-x)°
1=

x1=o x2= (7]
\—"W"_'_/

b sumaciones
siendo g el operador funcicn generatriz 0 transformacion - Z 0 transformacion
geométrica, y x lavariable muda de esta transformacion :
5l .

glai)} = 3 a@() ¥ = G(x).

=0

b) Siendo » unngmero natural , y siendo 7 una variable que recorre los natura-
les i=0,1,2 ... ) lafuncign generatriz de unahilera en el triangulo de
Pascal es:

i+h\1 _ Y2 |
gi(b)}—l/(lx) : b0
lo anterior es lo mismo tue

(5.1.2) g{(";”'ll)} = 1/(1.x)” ; b > 1.

c) El producto de las funciones generatrices de dos sucesiones es idéntico ala
funcign generatriz del producto convolutivo de | as mismas sucesiones :

(5.1.3) glai)t. glo))} = gla@) * bi)}

siendo

i
a(i) * b(i) = T a(j)e b(i-j)
j=o

d) Latransformacign geométrica( o de la funcign generatriz) es unjvoca en ambos
sentidos .



Aplicando estas cuatro proposicionesy haciendo un cambio de indice, resulta
de inmediato | a identidad (5.1). Ademis, observando wue

(5.2) xed-1\ _ (x-i-1)(x-7-2) ... (x-i-h+1) _ (x-i.z)”‘I 1/
h-1 (h-1)! (h-1)!

y que cuando 7 es mayor que (x - ) los términos (5.2) son nulos, podemos
escribir laidentidad (5.1) como

xe1 x1-1 xb_l -1 x-1 b'l
(5. 3) p3 3 e & Ty u(j) = I, (x-i-1) u(i)/(h-1)!.
xX1=0 X,=0 j=o i=0

Esta fgrmulanos permite escribir |a ecuacign (4.3) en términos de sumaciones sim
ples. En efecto, designando con f(x) el |ado derecho de la ecuacign (4.3), esta

puede escribirse en |aforma:

Xx-1

n-1
ux) + 3 [ ay(x) + ay(x) (X=i=1) + ...+ @y(x) (x-i-])q /(n-1)u(i)
t=0
= f(%)
y esta (jltima es una ecuacign sumatoria de Volterra, de segunda especie , no-ho-

mogénea, ewuivalente alaecuacign en DD.FF. (4.1) propuesta.

62 La solucign dewna ecuacign de sumacign de Volterra escrita en |a forma
x-1 .

(6.1) u(x) = f(x) + A X K(xi) u(i)
=0

puede intentarse por el método de sustituciones sucesivas, tal como se hace con
ecuaciones integrales de Volterra, Sustituyendo #(z) por el valor dado en lamis
ma ecuacign (6.1, y repitiendo reiteradamente » veces |a sustitucign, se tiene

x=1 ) 2x-1 . -1 L .
(6.2) u(x) = f(x)+ A3 K(x,2) f(i) + X Zo K(xd) X K(i,ip) fip) ++« ..
0

i:_o=1

x-1 i-1 3-2 Y. ;
+A"S T K=Y KGip)e.. X Ky iy p) flig.) + Ry (%)
= 11=o 1n.1=0
* % ok % % * % * % % %

1/ Se trata de las potencias f[actoriales descendientes : xR - (X 1)eue (x-k+1).
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La forma general de los primeros términos de esta serie (finita) es

T, (x) A""EHK ) ﬁ"l il K(i ip.1) [
x) = X, ce e z )y 2, 1L,
k i=o . i;=0 %k-I:O ke2* ke k-1

Entonces, si K(xi) estadefinidaentodos los puntos de una cuadracula rectan-
gular R de coordenadas enteras positivas ( 0<x<a, 0£iLb ) ,se tieneun M

tal cue
|K(x, 1) < M en 0K xga, 0igby
y si f(x) esta definidaen x=0, 1,2, ... ,a , setieneun N tal que

| f(x)| < N en 0 Xg a.

Por otraparte

x-1 -1 ip.g1 (k) (k)
) T SEPTREE. ' R ol R Ll
%, 7=0 7. =0 K1 | 7 S TR

—

— p—

k sumaciones

Por lo tanto :
6.3) |Tp| < (AENME ad®ykr < N* NuE F/rr

La serie cuyo término general es |)\|k N (Ma)k/k! es convergente , y es mayoran-
te de la serie cuyo término general es |T,|, como lo indica la inecuacign. De

esto se sigue wue la serie infinita

(6. 4) u(x) = To(x) + Tl(x)+ s e e e
es absoluta y uniformemente convergente, cualesquiera que sean los valores (rea-
les)de \,N, M, a.

El resultado de la expansign (6.2) es
i -1

vl <1 31 n-1 : . .
R, (%) = X 2 K(x 1) 3 R 3. 5 K(iy.1s 3,) u(iy) .
o )= i,=o
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Esclaroqueen x=0,1,... , @, u(x) tiene un maximo para su valor absoluto,
que llamaremos U , demanera que se tiene la acotacign

R, 0] & W™l om™l d™ D/ (0gxga)

y por lo tanto

lim R

72500

"+1(x) 10

Esto nos demuestra wue la funcign dada por (6.2) es lamisma que describe |a
serie infinita del lado derecho de (6.4) y que estamos justificados al poner a
a ambas como iguales a «(x) . Adem3as, laexpansign (6.4) dadaen (6.4) satis
face la ecuacign sumatoria (6.1) , como puede verificarse facilmente, Esto mues
tra wue laecuacign sumatoria de Volterra definida sobre unared finita tiene una
solucign gnica,

72 Un ejemplo sirve para ilustrar |atransformacign de una ecuacign en diferen-
cias finitas aunaecuacign sumatoria y la solucign de ésta, Consideremos la e-
cuacign

7.1) Alyx) = @yx), com x=0,1L,2.... , y0)=0,%1)=1.

Poniendo
A2yx) = u(x)
se obtiene
x-1
Ay(x)=20u(i)+A (%, 201)

x-1 x-1 j=1
y(x) = X Ay@) + B = 3 é u(i) + Ax + B
o j=0 11=o0

x=2
= 3 (x-1-%) u(i) + Ax + B (%S Z).
i=o

L as condiciones iniciales permiten evaluar las constantes aditivas, que resultan
ser B=0,A=1. Porlotanto, |asucesign buscada se puede escribir

(7. 2) y) = x + X (x-1-) u(i) (x> 2)
=0
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y la ecuacign (7.1) weda convertida en |a ecuacign sumatoria de Volterra, de

segunda especie
x-2

(7.3) ux) = @ x+ A b (x-1-1) u(i) (x> 0).
=0

Esta ecuacign se puede resolver por el método de sustituciones sucesivas que
ya se indicg . Reemplazando x(i) por lo we expresa |aecuacign anterior para
u(x), y repitiendo sucesiva e indefinidamente |amisma sustitucign, se llega a
la serie infinita

-2 -2
(7.4) u(x) = a2 xy+ dt Ex (x-1-7) + b zx
(/]

2 .
(x-I-i)E (1'1'i1)i1+c.
o o

. i°2 i _52
ny2 X2 ey 1 n-2"°. : 5
cee + @ Zo (x-1-7) 20 (i-1-i;) 20 e % (ipoyliy. ) ip.;

+ oo 0000000

Paracalcular los términos de esta serie , usamos la fgrmula sumatoria bien conocida
[41 11 ] v

s(k+1) _ gk+1)

s-1 s
s (k) _ 1 ].(Ie+1) 1 =
a kR + 1

j=a k+ 1

en donde a4, s, & son ngmeros naturales ( 0 Lags ) .Segun esta fgrmula

x=2 x-2 X2 X=2 x-2 (2)
S, (x-1-i)d =3 xi- 3% (i+Di=x X i-3X (i+])
i=0 =0 1=0 o o

-1
= x(x-D(x-2) & i@ -
2 S

(3) LB3)_ 0
1 3 !

s = =
2

3

De manera aniloga se calcula
P AN A LA |
S (x-1-4) 3 (i-1-4p i) x\2// 5
o o

y asi los dem3s términos de la serie (7.4), wue es

7.5) ux) = 2x+d 53314 a8 50514, ..+ aR 22D/ 1oL
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Notando que para x2 0 se tiene

0 < ™ =xx-1)...(x-n+1) <x:x ... x =x" (n entero positivo)

R S~ -

~ v 4

n factores n factores

y wue la serie cuyo término genérico es

a2k y2k-1/5p.1) 1
converge absoluta y uniformemente en todo valor real de x( hacia el valor de
a senh ax’) , se deduce cue |a serie (7.5) es absoluta y uniformemente convergen-
te en todo valor real de x ,y, enparticular, en los ngmeros naturales.  Por
estarazgn , la sumacign indicada en (7.2) respecto a (i) puede realizarse térmi

no atérmino .

Adem3s
-2
S S xe1-4) kD o 2k41) 0p 1) (2k)
o
de manera que
(7.6) y(x) = x + a? x(3)/3!+a4x(5)/5!+..... A x> 0.

Es evidente wue esta serie satisface la condicign
2
u(x) = a  y(x)

que es equivalente a la ecuacign en diferencias finitas (7.1) ; y saisface lacon-
dicion y0) = 0 , ylacondicign y(1) = 1 ,porque 13) = 105) =, = 0.
Por otraparte , para cada ngmero natural x (por ejemplo x=p > 1 ), la serie
(7.6) terminay se convierte en un polinomio numérico , puesto que todaslas po-
tencias factoriales decrecientes de p, mayores wue p, son identicamente nulas
1/ . Porlotanto.la serie (7.6) de potencias factoriales decrecientes es |a solu-
cion dela ecuacign de diferencias finitas (7.1) . Asi mismo ,la serie (7.5) constj
tuye lasolucign de la ecuacign sumatoria (7.3) .

1/ Por esta mismarazén la serie (7.5) converge uniformemente en los enteros po-

sitivos .
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L a solucign hallada puede describirse en |a siguiente tabla

x y(x) Ay(x) A%y(x) = u(x)
0 0 1 0

1 1 1 P

2 2 1+ & 242

3 3+ d 1+3d 34 + o

4 4+4a2 1+6a2+dt i+ 4a°
5 5+ 1082+ & 1+ 1042 + 544 5a2+ 104+ b

o e o0 o o oo 0 0 o o o0 o0

82 Como el ejemplo anterior podrian aducirse mucho mas a titulo ilustrativo. La
idea wue awi se subrayaes|aposibilidad de convertir una ecuacign en diferen
cias finitas en ecuacign sumatoria y el gran interés cue tiene el estudio de las
ecuaciones sumatorias, gue ajgn son tan poco conocidad, En cuanto a los méto-
dos de resol ver ecuaciones sumatorias, seran motivo de otros ensayos wue el au
tor esperapresentar en estamisma publicacign .
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